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Avant-propos

Ce polycopié constitue les corrigés de TD de Mathématiques Fondamentales pour I'Informatique du dé-
partement Informatique 3A (2023-2024, Automne).

Ce polycopié de corrigé de TD est normalement disponible a la fois
e en ligne sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html & la rubrique habituelle ;
e en cas de probléme internet, sur le réseau de 'université Lyon I : il faut aller sur :
— ’Poste de travail’,
— puis sur le répertoire 'P:’ (appelé aussi '\ \teraetu\Enseignants’),
— puis ’jerome.bastien’,
— puis 'Polytech’,
— puis 'Informatique 3A’.
— enfin sur 'MFI’.

iii


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 1
Fonctions (de R dans R)

Notions de continuité, limite

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.1.
Deux fagons de faire :

(1) On peut écrire h =z — 1, qui tend vers zéro quand « tend verd 1, puis x = h + 1 et

-1 (h+1)P°—1
r—1 h ’
1
:E(h3+3h2+3h+171),

=3+43h+h°,

qui tend donc vers 3.

(2) Sion pose f(z) =3, on a donc a calculer

i 1@ = 1(1)

z—1 x—1 ’

qui tend vers f'(1) = 3.
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.2. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.3. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.4. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.5. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.6. Non rédigée
Dérivation
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.7. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.8. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.9. Non rédigée
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.10. Non rédigée

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.11. Non rédigée

Développements limités

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.12.



DEVELOPPEMENTS LIMITES

(1) La partie principale du développement limité est égale a

1/2—1/4x,
et donc la limite recherchée vaut :
1/2.
(2) La partie principale du développement limité est égale a
D S Sy LY
et donc la limite recherchée vaut :
n L

(3) On a une forme indéterminée puisque

f(w) = exp (1“ <ﬁ)> ’

Or m tend vers 0 et Inx vers —oo
ln:c
1n

(111(633(1 e~ I)))
Inx

= &xXp ( ln(eT)-‘,-ln(l e~ %) )

Inx

On a successivement, d’aprés (L))

= exp

)

ln(eI)Jrln(l e %)

Inzx

= exp ln(z)-‘rln(l e~ T))

Inz

et donc

1
fl@)=exp| ——— |-
1<i>ln(1lni :

On a aussi, d’apreés les développements limités usuels de 'annexe du cours :

(1 —e=*) _ (1~ (1 -2 +ofx))
" o)
In(z) 1+n1€1(1 +o(1))
(14 o(1)

Inx

)

)

qui tend vers 1+ 0/(—o0) =1 et d’apres (L2)
flx) —e.
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 3

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.13.
Posons, pour tout cet exercice,

2 3

Le domaine de définition de F est égal a Dy =R\ {1}.

(1) Notons tout d’abord que l'on a affaire & une forme indéterminée.

En effet, notons que
Ve eR, 1—2%=(1-2)(1+az). (1.4)
et que grace 'équation (834) du cours

Ve eR, 1—2°=(1-2)(1+x+2?). (1.5)

Ainsi, si x tend vers 1, 2/(1—2?) est du signe de 1 —x et tend donc vers +oo (resp. —o0) si x tend vers 1
par valeurs négatives (resp. positive). Il est de méme de 3/(1 —?). On a donc une forme indéterminée
puisque la limite vaut oo — co (resp. —oo + 00) si x tend vers 1 par valeurs négatives (resp. positives).

Utilisons les dévéloppement limités.

On pose
h=x-1 (1.6)
qui tend vers 0, quand z tend vers 1.
Calculons tout d’abord
2 2
1—22 1—(h+1)%
B 2
- 1-h2-2n—1’
___2
~ h242h°
_ 2
~  op (1. k)’
2h (1+ %)
et donc
2 1 h\ !
R\ {1 — =14+ = 1.
veeR\ (1L o= 5 (1+) (1.7

On utilise le développement limité de u +— 1/(14+u) = (1+u)~1, (voir par exemple 'annexe
du cours), qui fournit, quand u tend zéro :

(14+u)t=1—u+o(u). (1.8)

Si on Papplique & u = h/2, qui tend vers zéro, on a

R\ ! h h h
14— —1-= “)=1-Z
(+2) 2—1—0(2) 2—i—o(h),

et donc, d’aprés (7)) (on rappelle que h est défini par (L))

Vo € R\ {1}, %ﬁ%<lg+o(h)>, (1.9)
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 4

On fait de méme avec le second terme

3 3

1—23 1—(h+1)%
B 3
T 1—-h3—-3h2—3h—1’
B 3
" h®+3h2+3h’
B 3

3h (& +h+1)
et donc
vz e R\ {1} Ll(um’ﬁ) 1 (1.10)

o1 — o3 h 3

. . N 2 . , .
Si on applique (L) & u = h + %, qui tend vers zéro, on a successivement,

R\ ;
<1+h+§> =(1+u)
=1-—u+o(u),

h2 h2
—1-(h+— ht —
( +3)+0( +3),

2
:lfhfh—Jro(h),

3
en négligeant les termes h? devant o(h) :
=1—h+o(h),
et donc, d’apres (LI0),
Ve eR\{1}, —— =21 h+o(n) (1.11)
1—a3 h

D’aprés (L9) et (ILIT)), on a successivement

—
\

Vz e R\ {1}, F(z)=

| >

[ N
|
|
+
2
=
~—
+
=
+
2
=
~—
N—

_|_
2
—
~—
N—

l\DI»—*/—\ S = = S =

+

Q
—

—_
~—

expression qui tend vers —1/2. On a donc finalement :

lim F(z) = —1. (1.12)

r—1 2

(2) Sans ces développements limités, on peut aussi s’en sortir.
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 5

(a) On a successivement grace a ([L4) et (LA :
2 3

FO = a a0 T-o@sz+1)’

! 2 3
T 1l—z\14z 224z+1)°

N (1*$)(1+:E1)(:c2+z+1) (2($2+$+1)—3(1+x)),
1 2
1

xQ—x—l).

1-2)1+4+z)(z2+zxz+1) (2

et donc

(x =)@+ 1)(22+z+1)
202 —x — 1

On remarque que le polynéme 222 —z—1 s’annule en z = 1 et on a donc 22 —z—1 = (z—1)(2z+1)

. (1.13)

Ve R\ {1}, F(z)=—

et donc :
(x = )20+ 1)

veeRAL PO = i @ e 1)

et donc
(z = )2 +1)

(=11 +2)(2a2+2+1)
On a transformé la forme indéterminée +0o — +00 par une forme indéterminée 0/0 et on n’a rien

Vz e R\ {1}, F(z)=—

résolu du tout ... sauf si on simplifie en haut et en bas de la fraction par x — 1, ce qui donne
2¢ 4+ 1
14+x)(2x24+x+1)

vz e R\ {1}, Flz)=—

et,en x =1,
2z +1 3 1

A+z)(a2+z+1) 2x3 2
et on retrouve bien (LI2).

(b) Une autre fagon de procéder est d’utiliser la régle de 'Hospital (voir par exemple https://fr.
wikipedia.org/wiki/R},C3%A8gle_de_LJ27H/,C3%B4pital), rappelée ici :

PrOPOSITION 1.1 (Régle de 'Hospital). Soit I un intervalle dont Uintérieur contient a. Si f et g
sont deuz fonctions définies sur I, dérivable en a, telles que

f(a)=g(a) =0, (1.14)
et
g'(a) #0, (1.15)
alors
lim L&) _ £ (@) (1.16)

a2 g(x)  g'(a)
DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que grace a 'équation (LI3) page [ du cours, on a au
voisinage de a et d’aprés ’hypothése (LI4)
9(z) = g(a) + (z — a)g'(a) + (z — a)e(),
= (z —a)(¢'(a) +(2)) .
Ainsi,

g(x) est du signe de (z — a) (¢'(x) + &(x)). (1.17)
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 6

Si z est différent de a, (z — a) est non nul. Par ailleurs, d’apreés (15

lim ¢'(a) + £(z) = g'(a) # a,

Tr—a

Ainsi, pour x suffisament proche de a, ¢'(x) + () est non nul. Bref, d’aprés (I.I7) pour = suffi-
samment proche de a et différent de a, g(x) est non nul. On peut donc s’intéresser a la fonction
f(x)/g(x) au voisinage de a, pour x # a.

Il suffit ensuite d’écrire, pour = € I\ {a}, d’aprés (L14)

flz) _ f@) = fla)
g(z)  g(x)—gla)’
F(@)—f(a)

r—a

T @ —g@’

expression qui tend vers f’(a)/g’(a), par définition. O

Si on reprend Iexpression de F(z) fournie par (II3)), on a avec les notations de la proposition (L.TI)

flr)=22% -2 -1,

et donc
f(z) =4z —1,
et
f(1)y=3 (1.18)
On a aussi
g9(x) = —(z = 1)(z +1)(@* + 2 + 1),
et donc
gJ@)=—(+1)@+z+ 1)+ (@-1)(@=+ 1)@ +z+1),
et
g (1) = —6. (1.19)
Ainsi, proposition [T et (ITI9) et (II8) implique que
£l

ce qui implique bien (LI2).

(¢) Une derniére fagon de procéder est d’utiliser la régle de 'Hospital généralisée : (voir aussi https://
fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A8gle_de_L%27H/C3%B4pital ou |[RDOS8SK, section 4.3.4 3)]), rap-
pelée ici :

PROPOSITION 1.2 (Régle de 'Hospital (généralisation)). Soit I un intervalle dont l’intérieur contient
a. Soient f et g deux fonctions dérivables sur I et telles que g' ne s’annule pas vérifiant (LI4) et

f'(x)

11m
2289 (x)

=1 € [—o0, 0], (1.21)

alors, on a

—1 (1.22)
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 7

DEMONSTRATION. Remarquons que le lemme de Rolle (rappelé plus bas et admis, voir lemme
[[3) 'hypothése entraine :

Ve e I\{a}, g(t)=0. (1.23)

D’apreés la généralisation du théoréme des accroissements finis (voir [RDOS8S, section 4.3.4 3)|), pour
tout = € I\ {a} par exemple (en prenant & > a), il existe ¢, €]a, [ tel que

!/
) _ fles) o)
g'(x)  glca)
En passant a la limite # — a, on a ¢, — a et donc (L2I)) et (L24)) entraine :
f(x)

1m
220 g (x)

=1.

On fait de méme si z < a.

LEMME 1.3 (Lemme de Rolle). Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b] telle
que f(a) = f(b) = 0. Alors

Je €]a, b, f'(c)=0. (1.25)
DEMONSTRATION. Voir [RDO8S; section 4.3.4 1)]. O
O

Ainsi, si on suppose qu’il existe un entier n > 1 tel que

(n)
i £ @)
228 gt (z)

TFa

=1 € [—o00, 0],

avec ¢(™ ne s’annule pas, alors d’aprés la proposition [2}, on a

f (@)
) ———
128 9" V(@)

On recommence n — 1 fois et on conclut par
x

im M =1.

228 9(x)

Appliquons cela dans notre exemple avec n = 2. Si on utilse ([3]) directement sans factoriser, on
obtient

2 -1 23-1

_ _m (202 — 1) = 322 — 1)),

1

S g S | (22° — 2 — 32 +3),

Ve e R\ {1}, f@)(%i),

et donc, avec les notations précédentes
fz) = =22 + 32 — 1,

g(x) =25 — 2% — 2% + 1,
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 8

on a
f(1) =0,
g9(1) =0
Puis,
f'(xz) = —62% + 6z,
g (z) = 52t — 3% — 2,
et
fla)y=o,
g(1)=0
Enfin,
f(x) = —12z + 6,
g’ (z) = 202> — 62 — 2.
et
£(1) = =,
g"(1) = 12.

Le résultat nous montre donc bien (LI2]).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.14.

Cet exercice a été donné & ’examen de I’Automne 2022

La correction est trés proche de la correction de ’exercice a laquelle on se référera.
Posons, pour tout cet exercice,

2 3sin(%)
T 122 1 g3

Le domaine de définition de F est égal & Dr =R\ {1}.

Ve eR, F(x)

(1.26)

(1) Notons tout d’abord que l'on a affaire & une forme indéterminée. Nous avons toujours les équations

. . . 3sin( &Z&
(T4) et (). De plus, quand z tend vers 1, sin (”—2””) tend vers 1 et ne modifie pas le signe de %
Ainsi, si z tend vers 1, 2/(1 —2?) est du signe de 1 —x et tend donc vers +oo (resp. —00) si x tend vers
. s 3sin( ¢ . .
1 par valeurs négatives (resp. positive). Il est de méme de % On a donc une forme indéterminée

puisque la limite vaut oo — 0o (resp. —oo + 00) si « tend vers 1 par valeurs négatives (resp. positives).
Utilisons les développements limités comme dans la question [I page 3| de 'exercice [[.I3l On consi-
dére h défini par (L6).
Comme dans l’exercice [L13] on détermine le développement limité de # Voir équation (L9).
Pour le second facteur, on utilise 'expression donnée par (LLI]). Il reste & obtenir le développement

de sin (”—29”) en h. On écrit

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



DEVELOPPEMENTS LIMITES 9

et d’apres les formules usuelles (voir annexe du cours), on a donc
. (7?:1:) . (mh (77)+ ThY . (77)
in(—) =sin(— s s (2
sin (3 s 5 )cos(5) Feos| 5 )sin(5)
(%)
=cos | —
2

On utilise les développements limités usuels de 'annexe [Al du cours et on a donc

sin (l;) - 1+0(%h) = 1+ o(h),

et d’aprés I’équation (LTI, on a donc
3sin (%) 1
1—23 h
1
=5 (1+o(h) — h — ho(h) 4+ o(h) + o(h)o(h)) ,

Vo e R\ {1}, (1 —=h+o(h))(1+o(h)),

1
=~ (1= h+o(h))

et on retrouve donc un résultat identique a (LI1))

Ssin (%) _ 2 (1= h+ o(h) (1.27)

Vo e R\{1}, ——-

On finit exactement comme dans la question de l’exercice [[L13] et on obtient de nouveau
(T12).

(2) Sans ces développements limités, on peut aussi s’en sortir, mais non dans tous les cas.

(a) Ici, le calcul du point n’est plus valable car I'expression n’est plus polynomiale et ne se
factorise plus.

(b) Pour la méme raison, la premiére version de I'utilisation de la régle de I'Hospital du point
n’est plus valable ici.

(¢) En revanche, la seconde version de 'utilisation de la régle de "'Hospital du point est
valable ici. Comme dans ce calcule, on détermine F(z) :

vz € R\ {1}, f(x):—< 2 —38111(%)),

2 —1 3 —1
= 7m (2(x3 —1) —3sin (%) (z* — 1)) )

= _m (2953 — 2 —3sin (%) z? 4 3sin (%)),

et donc, avec les notations précédentes

_ 9.3 (TN o o (TT
f(z) = —2x +381n(2):c 3sm(2)+2,
g(x) =2 —2® —2? +1,

ona
f(1) =0,
g9(1) =0

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



DEVELOPPEMENTS LIMITES 10

Puis,
f'(x) = —62% + 3 cos (E) x? + 6sin (E) x— 3 cos (E)
2 2 2 2 2/
g (z) = 5a* — 32% — 2,
et
‘(1) =0,
g'(1)=0
Enfin,
32 32
f(x) =122 — % sin (%) z? + 67 cos (%) x + 6sin (%) + % sin (%) ,
g"(x) = 202> — 62 — 2.
et
f”(l) — _6,
g"(1) = 12,

et on conclut comme dans la question de Texercice [[LT3]

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.15.
On écrit, grace aux formules de ’annexe [A] du cours, le développement limité de cos en zéro & I’ordre 4 :
2 4

T T
=1———4+ — — 4.

COS T 2+24 o(x)
et donc

cosr =1+ u,
ol

z? ozt 4
u:—?—l—ﬂ—o(x), (1.28)

qui tend vers zéro quand x tend vers zéro. On écrit, ensuite grace aux formules de I'annexe [Al du cours, le
développement limité de In(1 + ) en zéro a 'ordre 4 :

w2 ol ot

ln(l—l—u):u—?—l—?—z—l—o(u‘l) (1.29)

Remplacons u par son expression en fonction de x :

z? ozt 1 z? ozt 2
In(1 =—— 4+ — - Ho =+ — 4
n(ltu) =5+ 50 2( 2 2 O(x))+
1 2?2t 4 P 2?2t 4 *
§<?+ﬂ0(:€ )> — Z<?+ﬂ0($ )> . (1.30)
2 4 2
On calcule le terme quadratique —% (—% +355—0 (x4)) en ne conservant que 'unique terme d’ordre inférieur

ad:

Les autres termes (de puissance 3 e

2 1.4 1.4

In(cos(z)) =In(1 +u) = St T +o(zt),

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



DEVELOPPEMENTS LIMITES 11

et donc

z? ozt

In(cos(x)) = ~ 5 " 13 +o (x4) , (1.31)

qui ne contient bien que des termes pairs puisque la fonction étudiée est paire.

REMARQUE 1.4. En fait, un dl a ordre 2 du logarithme suffisait! On remplace ([29]) par

2
ln(1+u):u—%+0(u2).

On remarque aussi que, d’apreés (L28)), on a o (u2) =0 (x4) Ainsi, compte tenu de tout cela, (L30]) est remplacé

par

In(l4+u)=—-—"+4+——=

x? gt 1 x? gt
2 24 2

et on conclut comme précédemment.

Vérifions enfin tout cela avec matlab. On obtient bien en tapant
syms X;
pretty (taylor(log(cos(x)),5));
In(cos(z)) = —1/22% — 1/122" 4+ 0 (2*),
ce qui est bien conforme a (L31)).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.16.
On obtient successivement les différentes parties principales :

1
1 2 4,
/68"~ g ¥
x x? x3
———+7/6—=;
2 3
e (e (e)
1
1—-1/2x+1/122% — — z*;
/2x+1/122 720:1:,
6—1/2€$2+1/6€l‘4—£6$6'
720 '

4+ (A+4(2) (z—2)+ (3 +4In(2)+2 (In (2))2) (z—2)+ (3/2 +3I(2)+2 (In(2)? +2/3 (In (2))3) (x—2)°.
Les calculs détaillés sont les suivants :

(1) On écrit la définition du sinh :

—X x

e ¥ —e
2 )
et on admet que le DL & I'ordre 5 en zéro est donné par la formule de 'annexe [A] :

sinh(x) =

1 1
: 3 5 5
sint (.’L‘) =z + —3(E + —120(E +o0 (.T ) N

et donc, pour x # 0 :

sinh(x) 1, 1 4
= 1 — —_—
z +3u gt e led),
soit encore
inh
In (M) = ]n(l + u)’
T
avec
1 1
U= §x2 +§0$4+0($4),
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DEVELOPPEMENTS LIMITES 12

expression qui tend vers zéro quand z tend vers zéro. On peut écrire d’apreés la formule de I’annexe [Al :

w2 wd ud

ln(1+u):u—?+?—1+o(u4),

expression dans laquelle u est remplacée par son expression en fonction de x, ce qui donne

sinh(z)\ 1, 1 , 1/1, 1 N> 1/1, 1 ,\*° 1/1, 1 \* .
1 — a4 —at - (2t — (a2 —at) — (24— .
n( x ) 37 T0® T2\3Y T’ ) T2\3" T1mo” 137 Tt ) tol)

Cela donne le résulat en développant tout et en ne conservant que les termes en 1, ...., z%.

2) Non rédigé.

4
5)

(2)

(3) Non rédigé.
(4) Non rédigé.

(5) Non rédigé.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.17. Non rédigée

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.18.
Donnons les deux méthodes proposées.

(1) On utilise la formule habituelle du cours

/ 1 2 el 1 " 1
@)= f(@) + (z = a)f'(a) + 5@ = @)’ f"(a) + 5@ = @)*f"(a) + 7 (2 = ) S (@) + 0 ((z — 0)*)

et donc, pour a = 7/4

=13+ (=37 (B3 e- D)+

e D D (e D))

Puis, on écrit successivement

= (7) =7,
o) =eos () = 33
o =an(§) =3
== (7) =5

et donc, finalement :

f@)@+ﬁ(xz)@(xzf@(xﬁ)hﬁ(zﬁ)m((xzf).

2 2 4 4 4 12 4 8

I

(2) On pose x = /44 h oit h tend vers zéro et on utilise la formule

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa,
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présentée dans I"annexe [HI] du cours. On en déduit que, pour x = w/4 + h, on a
T
f@=1(r+7).
= sin h cos (g) + cos h sin (%) ,

V2

=5 (sinh + cosh).

Enfin, on utilise les développements limités (en zéro) de 'annexe LIl du cours a lordre 4 :

h3
sinhzh—€+o(h4),

h2 p A
COSh—l-g—f—g-ﬁ-O(h),

qui, réinjectés dans I'expression de f(x), donnent

V2 h:  h® b
=Y"(1 = T 42
fla) = (+h 5 6+24),

ce qui est naturellement identique a ’expression obtenue ci-dessous en remplacant h par « — 7 /4.
Vérifions cela avec matlab. On obtient bien en tapant

syms x;
pretty(taylor(sin(x),pi/4,5));

sing = 1/2V2+1/2V2 (x — 1/4m)=1/4V2 (¢ — 1/47)*=1/12V2 (v — 1/47)°+1/48 V2 (z — 1/47) 4o ((w - 2)4) .

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.19.
Donnons deux fagons de faire.

(1) La premiére consiste a calculer les quatre premiers termes de (1 4 z)™ puis les quatre premiers termes
du développement limité de (1 — 2)™™ a I'ordre 4 en zéro (voir annexe [Al du cours) puis de multiplier
les deux facteurs. On obtient en effet, dans un premier temps :

(I+2)"=14+mz+ %m(m —1)z? + %m(m —1)(m —2)z® + im(m —1)(m—2)(m—3)2* +o (x4) . (1.32)

Si on applique ([[32) en remplagant m par —m, on a

(I42)™™ = 1—mm+%(—m)(—m—1)x2+é(—m)(—m—l)(—m—Q):E?’—i—i(—m)(—m—1)(—m—2)(—m—3)x4+0 (z),

et donc
-m 1 2 1 3, 1 4 4
1+z)™=1-mz+ §m(m+ 1)a? — gm(m—i— 1)(m+2)x” 4+ ﬂm(m—i— D(m+2)(m+ 3)z* +o0(a*),
et puis en changeant x en —x :

(1—z) ™™ =1+max+ %m(m +1)a? + %m(m—i— D (m+2)x® + 2—14m(m—|— 1)(m+2)(m+3)z* +o(z*). (1.33)

11 ne reste plus qu’a multiplier les deux équations ([32) et (L33), en ne conservant que les termes
d’ordre inférieur & 4. On obtient successivement le terme

e constant

e d’ordre 1 :
mx +mx = 2mzx.
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e d’ordre 2 :

( 2—m+2m2+m2+m)x2:2m2$2

N =

1 1
(§m(m —1)+m? + §m(m + 1)) 2 =
e d’ordre 3 :

(—m(m +1)(m+2)+ %mQ(m +1)+ %mQ(m -1)+ %m(m —1)(m — 2)> 3,

m(m + 1)(m + 2) + 3m*(m + 1) + 3m*(m — 1) + m(m — 1)(m — 2)) 2,

m(m? 4 3m +2) + 3m® + 3m® + 3m® — 3m> + m(m* — 3m + 2)) 2°,

1
L
1
5
:%( 5 4+3m® + 2m + 3m® + 3m* + 3m® — 3m® + m® — 3m? + 2m) 2,
1
5
1
3

e d’ordre 4 :

<im(m +1)(m+2)(m+3) + %mQ(m +1)(m+2)+ %m(er 1) x %m(m -1+ ...

%mQ(m —1)(m—2)+ 2—14m(m —1)(m—2)(m— 3)) 't

soit encore

1

2 ((m+ 1)(m? 4+ 5m + 6) + (m — 1)(m* — 5m + 6) + 4m?*(m* 4+ 3m + 2 + m* — 3m + 2) + 6m(m* — 1)) z*
soit encore aprés calculs

1

3 (2m4 + 4m2) xt

En regroupant tous ces termes, on obtient

1 m 4m3 +2 2m* + 4m?
< +z) =1+ 2mz+2m2z? + m” mz3+ m_tAm $4+0($4)- (1.34)

1—x 3 3

Vérifions cela avec matlab.

1 m
(1 —|—x) =14 2mx +2m22? +4/323m> + 2/323m + 2/32*m?* 4+ 4/3 z'm?.
—x

(2) La seconde, plus rapide, consiste a ne pas calculer le produit en écrivant pour tout réel «
(1+2)" = olan(l + :E))7

et donc

)

1—2x

. ! 1+
<1+z) :emn 1—x
—m (In(1+2) —In(1 — 2))

On écrit en zéro

1 1 1
1n(1—|—x):x—§x2+§$3—1x4+0(x4),

1 1 1
In(l—2)=—x— 5952 - §$3 - Z$4 +o(z'),
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et donc

2
m(ln(l + z) — In(1 — x)) = 2mz + ?m:c3 + 0 (z*) (1.35)
qui tend vers zéro quand x tend vers zéro. On écrit enfin en zéro
1 1 1
e’ = 1+u+§u2+6u3+ﬂu4+0(u4),
et donc pour u = 2ma + 2% + 0 (2*), (L35) donne

m(In(1+2)—In(1-z)) 2m 5 1 2m \* 1 2m ,\* 1 2m 5\ 4
e :1+2m$+?x —|—§ me—l—?x +6 2mx + —zx +ﬂ me—i—?x —l—o(m),

3
2 3 4

2 1 4m3 1 2m* 1
=142mz+ ?mx3 + 2m2a? (1 + 5902) + %lﬁ (1 + ng) + %x‘l (1 + ng) +o0 (x4) ,

2m 2 4m3 2m*
=142mz+ ?x3 + 2m2a? (1 + 5902) + Tacg + Tm‘l +o0 (x4) ,

2 4m? am?  2m?

1+2mz+2m2z2+<?m+%>z3+<gl +%)x4+0(:c4),

ce qui redonne (L34).

Vérifions cela avec matlab.
m(In(l+z) —In(1 — z)) = 2ma +2/32%m + o (2*) ,
em(n(l +2) —In(1 = 2))) _ 1 4 9y 4 2m2%? + 4/32°m?® 4 2/32%m + 2/32*m* + 4/32*m? + o (2*) .
Etude de fonctions

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.20.

(1) La dérivée de la fonction f vaut
fl(x) =2e*" -2
strictement positive sur R . Ainsi f est strictement croissante sur R . Puisque f(0) = —=7 < 0 et que

limg 400 f(z) = 00, la fonction f est une bijection de R 4 sur [—7, 00| et n’a donc qu’une seule racine
sur R ;.

)

(2) On vérifie que les deux équations ont une solution unique.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.21.

(1) La fonction f est définie sur son domaine Dy = [1,4+o00[ et de classe C*° sur | — 1, +0o0[ et on a aprés
calcul :

390(,7:—1—\/6) (x—l—i-\/é)
2(z%2 +1)3 '

On peut le vérifier sous matlab par acquis de conscience :

) = -

) — x(x2—5—2x)
f@) = =32 =

(x—l—ﬂG)) (x—1+ﬂ6))=x2—5—2x,

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



DEVELOPPEMENTS LIMITES (EXERCICES FACULTATIFS) 16

On en déduit que f est strictement décroissante sur | — 1, 0] et sur [14 /6, +-00[ et que f est strictement
croissante sur [0,1 + v/6]. On a

(2) Ainsi, f n’admet qu’une seule racine sur [—1,0], égale & —1 et une seule autre racine, notée a dans
10,1 + v/6[=]0, 3.44949.

0.5

-15+

FI1GURE 1.1. Le graphe de la fonction f.

Voir aussi le graphique de la fonction f sur la figure [l La racine « est approchée grace a la
fonction fzeros de matlab : on trouve

o ~ 2.000000000000.

Ainsi, on a a = 2 puisque f(2) = 0.
(3) Cela était en fait immeédiat puisque f est nulle ssi vz + 1(z — 2) soit donc © = —1 ou 2 = 2!

Développements limités (exercices facultatifs)

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.22.
Exercice 1237 issu de http://exo7.emath.fr/, par legall 1998 /09/01

1 2 17
tanr =z + §7x3 + Ezs + %sﬂ +o0 (x7)
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CORRECTION DE L’EXERCICE 1.23.
Exercice 1237 issu de http://exo7.emath.fr/, par legall 1998/09/01
14 1 5 55

n(t _ La_ L. 5_ 9 7 7
sin(tan x) z+6:c 0% " 1008° +0(z")

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.24.
Exercice 1237 issu de http://exo7.emath.fr/, par legall 1998/09/01

) 11
(In(1 +2))* = 2? — 2% + Ex4 + 0 (z*)

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.25.
Exercice 1237 issu de http://exo7.emath.fr/, par legall 1998/09/01

1
exp(sinz) =1+ + 5302 + o (2%)

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.26.
Exercice 1237 issu de http://exo7.emath.fr/, par legall 1998/09/01

sinfx=2%+o0 (xG)

Etude de fonctions (exercices facultatifs)

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.27.
(1) (a) f est définie et dérivable sur R*. On a
~ 1—In(x)

2 3

VeeRY, f'(x)
x
qui ne s’annulle qu’en g définie par
o = €.

(b) Ainsi, f est strictement croissante sur ]0, ] et strictement décroisssante sur [e, +0o[. On a aussi

li%l+ f(z) = —o0,
fle)=et.

On en déduit aisément le tableau de variation de f sur R et le graphe de f. Voir figure

(2) (a) De ce qui précede, on déduit que f est injective sur |0, e] et sur [e, +oo[. Ainsi, 8'il existe z,y > 0
tels que f(x) = f(y) avec & # y, on a nécessairement (par exemple, en supposant z < y) x €]0, €] et
y € [e,+oo[. En effet, si ce n’était le cas, on aurait soit z,y €]0, €], soit z,y € [e, +00[, ce qui n’est
pas possible, vu le caractére injectif de f sur ]0, €] ou sur [e, +o0o[. Puisque y > e, on a In(y)/y > et
donc In(z)/z > 0 et donc In(z) > 0 et donc x €]1, ¢[. Bref, on a

z €]l,e[et y >e. (1.36)

(b) Cherchons maintenant x entier, qui ne peut étre que 2 (e = 2.7). On a f(z) = In(z)/x €]0,1/e|.
D’aprés Iétude de f, on peut affirmer qu’il existe un unique y > e tel que f(y) = f(z). Or on
remarque que

In(4) _ In(22) _ In(2)

4
et donc

x=2ety=4. (1.37)
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0.5 T T T T

-151 b

FIGurE 1.2. La fonction f

(3) Supposons que
(p,q) € (N*)?, p? =g (1.38)
11 est clair que p = ¢ € N* fournit une solution de (L38)). Supposons maintenant que p # ¢ avec
par exemple p < g. (L38)) est équivalent a

In(p?) = In(q"),
ce qui est équivalent a
qIn(p) = pln(q),

et donc | |
pgeny, ne)_ ) (1.39)
p p
On a donc
p,g N, p<gq, f(p)=f(q), (1.40)
avec 1
Vo >0, f(z)= ng(;”). (1.41)

D’aprés les deux points [l et 2] on a alors nécessairement p = 2 et ¢ = 4. Bref, les solutions de (38
sont les couples (p, p) ou ¢ appartient & N* et (2,4) et (4,2).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.28.

On notera C le graphe de f.

Soit € R. coshz = (e* +e77)/2 > 1 et donc f(z) existe et f(xz) > 0. f est donc définie sur R. De
plus, f est continue et dérivable sur R, paire. Puisque la fonction x +— coshx est strictement croissante sur
R* & valeurs dans |0, +o0o] et que la fonction x — Inz est strictement croissante sur |0, +o00l, f est strictement
croissante sur RT et, par parité, strictement décroissante sur R™. f est paire et donc f’ est impaire. Par suite,
f'(0) = 0 et C admet ’axe des abscisses pour tangente en (0, f(0)) = (0,0).
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Etude en +oc.
Pour =z > 0,

fl@)=In <%(ew +e7 %) =1In(e” + e_:”) —In2=1In(e*(1+e ) —In2=2—1In2+1In(l + e 7).

Quand z tend vers +00, 2% tend vers 0 et donc, In(1 + e~2%) tend vers 0. On en déduit que lim,_, 4o f(x) =
+00. De plus, lim;—1oo(f(2) — (2 — In2)) = 0 et la droite (D) d’équation y =  — In2 est asymptote a C en
~+o0. Par symétrie par rapport a la droite (Oy), la droite (D’) d’équation y = —x — In 2 est asymptote a C en
—o00. Enfin, pour tout réel x,

f(z) = (z—In2)=In(1+e2*)>1Inl=0,

et C est strictement au-dessus de (D) sur R. De méme, C est strictement au-dessus de (D’) sur R. On en déduit

C.

FIGURE 1.3. Le graphe de la fontion f.
Voir la figure

Exercices pratiques (exercices facultatifs)
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.29.

(1) Si les femmes gagnent 24 % que les hommes, cela signifie que le salaire moyen d’une femme vaut « fois
celui d’'un homme ot

24
=1—-——=0.76.
“ 100
Ainsi, le salaire d’'un homme est égal & 8 fois celui d’'un homme ou
1
6 =
@

ce qui correspond & un pourcentage égal a
1
p=100(8 —1) =100 (—1)
Q@

soit numériquement
p = 31.58,
ce qui est différent de 24 %.
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De facon générale, d’apres les calculs précédents, on a

1
—100( —— —1 1.42
p =100 (1n/100 ) (142)

ou n est le pourcentage correspondant & la perte de salaire féminin et p la hausse de salaire masculin.
On peut écrire le développement limité suivant au voisinage de zéro :

1
m:1+$+0(1'>,

et donc d’apres ([L42) :
n n
:100(1 oy (—))
b 100 " T2 \100
+o(175)
=n+o(—),
100
et donc si n est "petit" devant 100, on a
p RN,
Par exemple, pour un pourcentage n égal a 1, on a d’apres ([L42)) :

p =1.0101,

ce qui est bien proche de 1.

On a rigoureusement 1’égalité p = n ssi

1
—100( —— —1
" 00(1n/100 )

ce qui est équivalent a
1

N=——-1 1.4
o (1.4
ot N =n/100. Enfin, (I43)) est équivalent &
1
1+ N=——
+ 1-N’

et donc &
L-N)(1+N)=1,
c’est-a-dire
N? =0,
et donc
n =20,

ce qui correspond & une société parfaitement égalitaire !

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.30.
Cet exercice est un cas particulier de l’exercice [[.31]

On suppose naturellement que a > 0.
Le volume d’un parallélépipéde est égal au produit de la surface de base (ici, carré de coté 2a — 2x)
par sa hauteur z. On a donc ici

v(z) = 2(2x — 2a)*. (1.44)

ou x décrit Pintervalle [0, al.
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e De lexpression ([L44), on déduit Pexpression de la dérivée v'(z) :
V'(z) =4 ((z —a)® + 22(z — a)) ,
:4(502 —2az+a2+2x2—2az),

et donc
v'(z) =4 (32° — daz + a®) (1.45)
e Ici, on cherche donc les racines de 1’équation du second degré
32° — 4azx +a® = 0. (1.46)

Appliquons les formules du discriminant réduit : les racines de az? 4+ 20’z + ¢ = 0 sont données par
A =b?%—ac,
1
T =— (fb’:I: \/A’) .
a

On aurait pu aussi utiliser les formules habituelles équivalentes : les racines de az? + bz + ¢ = 0 sont
données par

A = b? — dac,
1
r=— (—b + \/K) .
2a
On a donc, en utilisant les formules du discriminant réduit,

A’ = (2a)? — 3a?,

= 4a® — 3d?,
et donc
A=a*>0. (1.47)
Ainsi, les deux racines distinctes de (46]), sont données par
a
m =13, (1.48a)
To = a, (1.48b)
avec
0<x1 <a=xs. (1.49)

REMARQUE 1.5. On aurait pu obtenir les racines de v' plus rapidement, en remarquant que, selon

(L), on a

V(z) =4((z —a)*+2(z — a)z),
4(x — a)(z —a+ 2x),
4

(x —a)(3xz — a).

D’aprés (L49), il suffit donc d’étudier les signes de v sur I'intervalle [0, a] qui contient 2. On sait
que v' donné par ([45) est négatif entre les racines x1 et xo et positif a 'extérieur. En particulier, v’
est positif sur [0, a/3] et négatif sur [a/3, al.

On obtient donc le tableau de variation [[1] pour le volume v(z). On en déduit que ce volume est
maximal pour x donné par x1, c’est-a-dire par (1.48a). De (L.44]), on déduit I'expression du volume
maximal :

16 ,

Umax = 2_7(1
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a
x 0 § a
signe
de v'(z) + 0 B
Uma.x
v(x)
0 0

TABLE 1.1. Tableau de variation de v

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.31.
Cet exercice est la généralisation de ’exercice [L29 Si on choisit [ = L = a, on en retrouve les résultats.
e On suppose donc que

0<Il<L. (1.50)

e Le volume d’un parallélépipéde est égal au produit de la surface de base (ici, rectangle de largeur 21 — 2z
et de longueur 2] — 2z) par sa hauteur z. On a donc ici

v(z) =4a(L —z)(I — z). (1.51)

ou x décrit lintervalle [0,1].
e De l'expression (L5]), on déduit Uexpression de la dérivée v’ (x) :

V(z)=4((x — L)(z — )z + (x — )z + (x — L)z),
=4(2* - (I+ L)z +IL+2°—lz+2* — Lx),

et donc
V'(z) =432 —2(1+ L)z + IL). (1.52)
e Ici, on cherche donc les racines de 1’équation du second degré
32° —2(1+ L)x + 1L = 0. (1.53)
Appliquons les formules du discriminant réduit : les racines de ax? 4 2b'x + ¢ = 0 sont données par
A =b? —ac,
T = é (fb' + VA ) .

On aurait pu aussi utiliser les formules habituelles équivalentes : les racines de az? + bz + ¢ = 0 sont
données par

A = b? — dac,
x:%(—bi\/g).

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



EXERCICES PRATIQUES (EXERCICES FACULTATIFS) 23

On a donc, en utilisant les formules du discriminant réduit,

A= (1+ L)* - 3IL,
=12 +21L+ L? - 3IL,

et donc
A=1P+L*-IL (1.54)
e Dans I’énoncé, on nous affirme que
I+ L*—1L>0. (1.55)
Vérifions-le. On a supposé (L50), ce qui implique (L < L? et donc —IL > —L? et ainsi
P+L?—IL>P+L*—L*=1">0.

Ainsi, les deux racines distinctes de (IL53]), sont données par

_1 VETIZ_IL
xl—g(l—i—L— 2L —zL), (1.56a)
1
=3 (z YL VET L2 lL) , (1.56b)

avec (puisque A > 0)
r1 < 2. (157)

e Dans I’énoncé, on nous affirme que
0<x <l <. (158)

Vérifions-le.
— On a tout d’abord x; > 0, puisque c’est successivement équivalent 4 :

1
g(l+L7 z2+LL1L) S0e= 1+ L2+ I2_IL>0,

I+ L>\I2+L%2-1L,

et on peut élever au carré car tout est positif

= (I+L?*>P+L*-1L,
= P4+ 2AL+L?> 1P+ L2 1L,
<~ 3lL >0,

ce qui est vrai.
— On a ensuite x; < [, puisque c’est successivement équivalent a :

1
§(Z+L—\/12+L2—ZL) <lesl+L—P2+I2—IL<3l,
—I+L-3l<VI2+L?-1L,

— L-2l<+I?+L?-IL.
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Si L —21 <0, c’est vrai, puisque V12 + L2 —IL > 0> L —2[. Sinon,ona L —2] >0et L > 2[ et,
puisque tout est positif, on peut élever au carré et on obtient successivement

(L2 <P+ L* 1L+ L*—4AL+4*> <>+ L* 1L,
= 4L+ 41> <1* — 1L,
— 0 < —31>+3IL,
< 0<3I(L-1),
= 0<I(L-1),

ce qui est vrai car [ > 0 et L > [, ce qui provient de L > 2] > [.
— On a tout ensuite x2 > [, puisque c’est successivement équivalent & :

1
§(Z+L+ 12+L271L) >les I+ L+I2+ 12— 1L >3,
= VI2+L2-IL>2]—L.

Comme précédemment, si 21 — L < 0, c’est vrai. Sinon, on a 2] — L > 0 et puisque tout est positif,
on peut élever au carré et on obtient successivement

P+ L% —IL>41>—4lL+ L? < —31>+31L >0,
<~ 3l(-l+L)>0,

ce qui est vrai grace a (L50).

x 0 Z1 l
N IR
Umax
v(x)
0 0

TABLE 1.2. Tableau de variation de v

D’aprés (L5]), il suffit donc d’étudier le signe de v’ sur Vintervalle [0,1] qui contient z1, xo étant
a l'extérieur de cet intervalle. On sait que v" donné par ([LH2) est négatif entre les racines x1 et x2 et
positif a I'extérieur. En particulier, v est positif sur [0, z1] et négatif sur [z1,1].

On obtient donc le tableau de variation pour le volume v(z). On en déduit que ce volume est
maximal pour z donné par x;, c’est-a-dire par (LhGa). De (LEI), on déduit expression du volume
maximal :

vmax:%(LHf\/Z) (Lf2lf\/Z) (l—2L7\/Z).
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CORRECTION DE L’EXERCICE 1.32.
Exercice issu de [Macl7].
On pourra voir par exemple https://lasoutdp1719.wordpress.com/2018/03/26/1lemboutissage/

(1) Avant emboutissage, la feuille est de surface S et de volume V = eS ou I’épaisseur e est constante.
Aprés emboutissage, le volume vaut V' = €'S’ ou €’ est la nouvelle épaisseur (supposée constante) et
S’ est la surface de la feuille (déformée). Par hypothése, on a e = ¢’ et V =V’. On a donc S = 5’ et

ainsi la surface reste constante.

FIGURE 1.4. Transformation d’une surface circulaire (de surface S) en une casserole de hauteur
H et de rayon R (emboutissage).

Apreés emboutissage, on a (voir figure [[4]) :

S = 21R x H + TR? ,
———— ~—~
aire d’un rectangle de longueur L = 27 R et de largeur H  aire d’un cercle de rayon R
et donc
S = 2nRH + mR?, (1.59)
Le volume de la casserole vaut
_ 2
v = TR xH,
~—

aire d’un cercle de rayon R
et donc
v=nR*H. (1.60)
On écrit cela sous la forme suivante, grace a (L59)

R R
v=2TRH X 5 = (S — R?) X (1.61)
v est donc une fonction de R qui doit vérifier

R >0,
v >0,

soit donc R > 0 et
S —7mR?>0,

OSRSV@' (1.62)
ﬂ'
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On étudie donc la fonction v sur I'intervalle [0, \/g} . Cette fonction est dérivable et on a (en dérivant

par rapport a R) :

v'(R) = ((s — TR?) g)l,

et donc
- gwR?. (1.63)

La dérivée est nulle ssi

ce qui est équivalent a

S
3T
On vérifie que v’ est strictement positive sur }0, A/ % [ et strictement négative sur ] . %, % [ ce qui

/S s
signe
de o' * 0 a
Uma.x

1PN

TABLE 1.3. Tableau de variation de v

nous donne le tableau de variation Le volume maximal est donné par

v = i
max — 3 )
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et donc

et donc

Umax = g

3

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.33.
Exercice issu de |[MaclT].
On pourra aussi consulter https://xavier.hubaut.info/coursmath/2de/bison.htm

(1) (a)

Si on considére les lois horaires d’un véhicule (évoluant le long d’un axe horizontal) d’accélération
constante —a (voir par exemple |[Basl8, Chapitre 8]), on obtient pour 'accélération de la voiture,
pour tout £t > 0 :

a(t) = —a,
et puisque que 'on suppose qu’au début du mouvement, la vitesse vaut v :
v(t)

et puisque que 'on suppose qu’au début du mouvement, 1’abscisse est nulle :

—at + v,

1
z(t) = —§at2 + vt.
L’instant ¢ ot le véhicule s’s’arréte correspond a v(t) = 0 soit t =ty = v/a et donc
1 v?2 02
t — — —q— J—
z(to) 2%z T
ce qui donne bien :
102
r(to) = 5 (1.64)

En négligeant les frottements de 'air, la seule force horizontale exercée sur la voiture est la force
exercée par le sol sur les pneus, de norme F', et le PFD nous donne, pour une voiture & 4 roues et
de masse M :

4F = Ma,
et donc

F*lM
= 1 Ma.

(2) Pendant la durée 7, la voiture, animée de la vitesse v a parcouru la distance 7v. On fait la somme de
cette distance et de x(tg) donnée par (L64]). La distance A qui sépare deux voitures est donc donnée

par

UCBL/Polytech
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‘Fk—”ﬁ [ ] [ 1]

FIGURE 1.5. La file de voiture

Nous devons compter le nombre de voitures qui passent par unité de temps. Soit donc At un
intervalle de temps donné. Compter les voitures en un point donné est équivalent a se déplacer &
la vitesse v par rapport a une file de voiture arrétée. La distance entre deux voitures, compte tenu
de la longueur moyenne d’une voiture égale a [, vaut [ + A. Pendant cet intervalle de temps donné,
I’observateur a parcouru la distance vAt. Une voiture "occupe" la place [ + A ; donc le nombre de
voiture est égal & vAt/(I + ). En divisant cela par At et un utilisant (I65), on obtient donc :

v

D)= —g 2 1.66
®) 3 +Tu+1 (1.66)
On observe que N(0) = limy—, 400 N(v) = 0, ce qui est conforme a Vinituition.
L’application v — D(v) est dérivable sur R ; et on a
'U2 v
D) = 3y +“2’+l—v(a +7)
(& +7v+1)
102
_ -5
= 5,
(32 + 10 +1)
et donc
, . 102
D’(v) est du signe de [ — 2 (1.67)
a

Ainsi, D’ s’annulle pour
vo = V2al, (1.68)

est strictement positive sur [0, vg[ et est strictement négative sur Jug, +00[. On a aussi Pexpression
du début maximal donné par

Dmax - D(”O)v
B v2al
21 +V2alr’
soit )
Dmax = 7-4»7% (169)

Voir le tableau de variation [[.4]

Non corrigé

(4) Non corrigé

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.34.
La formule démontrée et d’autres mesures de la rotondité de la terre se trouvent sur

https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbure_terrestre

On pourra aussi consulter les url suivantes, sur des problémes analogues :

https://www.astuces-pratiques.fr/high-tech/une-preuve-etonnante-de-la-rotondite-de-la-terre

http://www.rts.ch/decouverte/sciences-et-environnement/maths-physique-chimie/probleme-du-mois/6709742-1a-traversee-du-lac-leman-en-1ligne-droite. html
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R 0 V2al +o0
Dinax
D / \
0 0

TABLE 1.4. Tableau de variation de D

B/

FI1GURE 1.6. La terre, le points d’observation A et le point observé B.

REMARQUE 1.6. Démontrons la formule donnée dans 1’énoncé.

Deux points A (Evian) et B (Lausane) se trouvent a la distance d (sur la sphére). On se trouve a la
distance h; au dessus de 1’'eau. Voir figure (L6). Notons que la distance [ correspondant a la distance entre A
et C (sur la spheére) est la distance a laquelle se trouve ’horizon observable.

Dans le triangle rectangle OCA’, on a la relation

R
cosa = R (1.70)
et puisque le nombre R/(R + hy) est dans ]0,1[ et « dans ]0,7/2[, on a
& = arceos o e (1.71)
Par définition de [, on a
I = Ra. (1.72)
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De (LTI) et (L72)), on déduit donc

I = Rarccos 7 fhl . (1.73)
Cette formule fournit la distance a laquelle se trouve ’horizon observable.
Avec les données de ’énoncé on obtient
[ = 7.9863 km. (1.74)

Cette distance est bien inférieure a la distance d de ’énoncé et la suite du raisonnement est donc valide.
De l'autre coté de I’horizon, on obtient des formules analogues. ([70) devient

R
_ 1.75
03 = (1.75)
et donc R
R+hy=——
+ e cosfB’
et donc
1
has =R -1 1.76
2 (cosﬂ ) ’ ( )

qui est positif. On a aussi, en notant L, la distance sur la sphére entre C et B :
l+L=d,

D’aprés la valeur de [, donnée par (L74)), dont on a remarqué qu’elle est inférieure a d, on a bien L > 0. On a
aussi

L = RB.
En utilisant (I73), on a
B8 L _d-l arccos
=22 _ 2 _a _
R R R+m
Ainsi, grace a (LT6]), on obtient finalement
ho =R ! 1 (1.77)
2T d R ’ '

COS (E — arccos R hl)

Avec les données de I’énoncé on obtient
ho = 1.5971 m. (1.78)

Cet effet s’observe réellement au bord du lac : on ne voit pas le bas de la digue en face! C’est plus dur a
observer sur la photo de 1’énoncé.

(1) (a) (i) La fonction cos définit une bijection de [0, 7] sur [—1,1] et la fonction réciproque est arccos,
définie de [—1,1] sur [0, 7]. Cependant, la dérivée de cette fonction, donnée par

1
Vi

n’est pas définie en y = 1. On ne peut donc écrire de développement limité de arccos en y = 1.

Vy €] —1,1[, arccos'(y) = —

(ii) Cependant, on peut former un développement assymptotique de la fagon suivante. On écrit
Yy € [0,1], Vx €[0,7/2], (x=arccosy <= y = cos(z)). (1.79)
On peut écrire le développement limité usuel de cos au voisinage de x = 0 sous la forme

562

Vo € [0,7/2], cos(z)=1-— 5 to (z?). (1.80)
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On écrit aussi
Yy € 0,1], y=1—wu, ouue€l0,1], (1.81)
et
y— 1< u—0. (1.82)

On a donc d’apres ([L79),
17u:17%+0(502),

et donc

u:%*O(Zz):%(l*E(z))v

avec €(x) qui tend vers zéro quand xtend vers zéro. Nous noterons de fagon générique toute telle
fonction Nous obtenons alors

2? =2u(l —e(x)) ™" = 2u(1 +e(x)),
et puisque z et u sont positifs, on obtient
x=V2u\/(1+e(x) =vV2u(l+e(x)),

ce qui permet de conclure en remplagant e(x) par £(y) qui tend vers zéro quand z tend vers 0
et donc quand y tend vers 1.

On en déduit finalement le résultat suivant :

Yy €10,1], Vx e 0,7/2], (m =arccosy = = = /2(1 —y)(1 + E(y)),) (1.83a)
lim (y) = 0. (1.83b)

Nous nous servirons de cela comme approximation et nous noterons de facon abusive :
Yy € 10,1], Vz € [0,7/2], (ac = arccosy = x &~ /2(1 — y),) (1.84)

cette équation étant d’autant plus vraie que x est proche de zéro ou y proche de 1. Tous
les développements limités intervenant plus loin seront, de la méme fagon, remplacés par des
approximations ot les termes en o sont négligés.

(b) On constate que hy est négligeable devant R de sorte que

R (R+h\ "
R+hy R

et donc R
R + h1 = (1 + 77)715 (1'85)
avec .
n= El négligeable devant 1. (1.86)

Puisque 'on a

R _
A =T =1-ntom),
on a donc
R ~1o
R—l—th K
et donc L
1
. ~1 7 (1.87)
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Ainsi, d’apres (L84

arccos (th1> z\/Q (1 (1%)) ~ ,/2_21_

L’expression de he (L77) fournit donc

ho~ R -11, (1.88)
d [2hy
cos | = — 4/ —
R R
On continue les développements limités d’ordre 1 et leur remplacement par des approximations. On
écrit, au voisinage de zéro
(1+v) ' =1—v4o@w)~1—wu,

1 1
cos(w) =1— §w2 +o(w?) =~ 1— §w2.

Ainsi, puisque % - ,/% est négligeable devant 1, on a d’aprés (L.88),

et donc, aprés simplification

hy = — (df\/ﬁ)% (1.89)

T 2R
Avec cette approximation, on obtient numériquement
hy = 1.5971 m, (1.90)
ce qui est apparemment identique a (L78]) L’écart entre les deux distances (en m.) est trés faible :

£=217810"%m, (1.91)
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FIGURE 1.7. La courbe hz2(d) (exacte et approchée).

REMARQUE 1.7. On peut tracer hy pour d décrivant I'intervalle [, 1+ A], ot I est donnée par (LT3,
et pour laquelle, hy est nul.

Voir la figure [[L7] sur laquelle on constate que les valeurs exacte et approchée donnent les mémes
courbes.

(2) Citons deux extraits différents issus et adaptés de https://planet-terre.ens-lyon.fr/article/
Terre-ronde-Eratosthene.xml correspondant & deux mesures du périmétre de la Terre.

(a)

FIGURE 1.8. Principe de la mesure de la circonférence terrestre par Posidonius.

Voir la figure [L8

L’estimation de la taille de la Terre est effectivement tentée par les grecs en observant I’heure de
lever des étoiles dans deux lieux supposés sur le méme méridien, Rhodes (36°10'00” N, 28°0'0” E)
et Alexandrie (31°11’563""N, 29°55'9”E). L’étoile Canopus se préte particuliérement bien a ce calcul.
Lorsqu’elle culmine & 0° & Rhodes (bréve apparition et disparition sur le méme point de 'horizon),
elle culmine alors a 7, 5° & Alexandrie a cette méme date. Les deux cités sont donc séparées par 1/48
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éme (7,5/360) de circonférence terrestre. Ce calcul basé sur I'observation de Canopus est attribué
au stoicien Posidonius d’Apamée (135-51 av. J.-C.) par un autre philosophe stoicien, Cléomede.
On rappelle que l'on a effet les formules suivantes, en notant [ la distance entre les deux villes, L le
périmétre de la Terre, R le rayon terrestre et o I’angle 7,5°, exprimé en radian :

| = aR,
L=27R
ce qui fournit par division
27
L=I]— 1.92
= (192)
ou, si « est exprimé en degrés :
360
L= 17. (1.93)
Ici, on a donc, avec | = 40000/48 = 833 km :
360
L =833 x —
75
soit
L = 40983km. (1.94)

Cela suppose connue bien siir la distance entre les deux villes!

L’importance des travaux d’Archiméde (287-212 av. J.-C.) tient a ce que, en raisonnant en ingénieur
pour développer des mathématiques appliquées a des problémes pratiques, il a pu s’affranchir de
la distinction épistémé / techné et de U'interdiction tacite d’user des mathématiques pour expliquer
les phénomeénes naturels. Archiméde est notamment 1'un des savants qui proposent une valeur &
la circonférence de la Terre, qu’il estime & 300 000 stades (soit 47 250 km en se basant sur le
stade égyptien de 157,5 m). Ses manuscrits seront édités par Eratosthéne (v. 276 -v. 194 av. J.-
C.), précepteur du roi Ptolémée IV et conservateur de la bibliothéque d’Alexandrie a I’age de 40
ans. Bien que lon ne connaisse que quelques fragments de 1'ceuvre scientifique d’Eratosthéne, il
serait l'initiateur de la division du globe par un systéme de lignes méridiennes et latitudinales.
C’est surtout a lui que I'on attribue, a la suite de Cléomeéde, le calcul d’une valeur correcte de la
circonférence terrestre, par le raisonnement et la mesure résumés sur la figure [L.9

Alexandrie

FIGURE 1.9. Principe de la mesure de la circonférence terrestre par Eratosthéne.

Ce raisonnement est le suivant (voir aussi la figure 9
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e Eratosthéne considére que Syéne (positionnée sur le tropique du Cancer) et Alexandrie sont

alignées sur le méme meéridien, ce que l'on sait aujourd’hui trés approximatif (Syéne se situe a
32°53'31"E, Alexandrie a 29°55'9”E, soit 3° de différence, c’est-a-dire 12 minutes de décalage
horaire).

Les rayons du Soleil sont supposés paralléles en raison de I’éloignement de ’astre (cette hypothése
est majeure, puisqu’un Soleil de petite taille et peu éloigné d’une Terre plate produirait aussi
des rayons inclinés & Alexandrie : le raisonnement d’Eratosthéne est donc "chargé de théorie",
celle d’une Terre sphérique); les droites qui coupent ces droites paralléles donnent des angles
alternes égaux.

Considérant que les arcs qui sous-tendent des angles égaux sont semblables, Eratosthéne mesure
I’angle de 'ombre du gnomon & Alexandrie & I’heure o1, & Syéne, le Soleil au zénith éclaire le
fond d’un puits.

Le gnomon (voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Gnomon) est ici un simple baton planté dans
le sol, permettant ici la mesure de Pangle o = 7,2°. La-encore, on utilise la formule (L93) et la

distance connue entre les deux villes Alexandrie et Syéne.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.35.

(1) Grace au cours, on obtient

sin(z) = x — %:c3 +o0(2%),

cos(z) =1— %xQ +0(z?).

Cette derniére égalité est méme valable a 'ordre 3 :

1
cos(z) =1— 5302 +o0(2%).

(2) On en déduit quand x est "proche de 0" :

sin(z) ~ S(z),
cos(z) ~ C(s),

1
S(m):ac—gacg,
C(s)=1 L2

S) = —5.’17,

On utilise cela pour approcher les valeurs de cos (1073) et sin (107?)

(3) Numériquement, on trouve :

C(z) = 9.999995000000000 x 107,
cos x = 9.999995000000417 x 1071,
lcosx — C(x)| = 4.1633 x 10~ 14,
S(z) = 9.999998333333334 x 10~ 4,
sinz = 9.999998333333417 x 10™%,
|sinz — S(z)| = 8.2399 x 10718,

ce qui confirme les faibles écarts.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.36.
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REMARQUE 1.8. Les sources matlab cités dans ce corrigé sont disponibles sur http://utbmjb.chez-alice.
fr/Polytech/MFI/fichiers_matlab/approximation_sinus_cosinus.zip.

(1) (a) On applique la formule de Taylor Lagrange en zéro a l'ordre 2n+1 a la fonction cos a 'ordre 2n + 2

A la fonction sin :
2n+1

cosx = 2 A v+ 2n+2)!
2042 i (k) (0) ,  cos®t3)(¢")

sinx = kZ:O A T+ @n+3)

)

cos®(0) , = cos®2)(¢)
)l

(1.95)

ou & et & appartiennent a )0, z[ (ou |z, 0[). En zéro, les dérivées d’ordre pair de la fonction cosinus
valent +1 et ses dérivées d’ordre impair sont nulles . De méme, en zéro , les dérivées d’ordre impair
de la fonction sinus valent 1 et ses dérivées d’ordre pair sont nulles. Les dérivées des fonctions
sinus et cosinus sont majorées par un. On en déduit donc les formules usuelles : pour tout entier n
et pour tout réel x

x? ot n 2" .
cosx:1—7+z+...+(—1) (2n)!+R”’
(1.96)
. x3 2 o x2ntl )
e =g b g et O gy A
ou
|1,|2n+2 |x|2n+3
Ry < o———, Ry < o 1.97
"= (2n+2)!" """ (2n+3)! (1.97)

REMARQUE 1.9. On peut aussi démontrer les majorations des restes (LO7) en écrivant que les
fonctions sinus et cosinus sont développables en série entiére, qu’elles constituent des séries alternées
et que le reste est inférieur en valeur absolue au premier terme négligé.

(b) On note désormais

2 IE4 n :CQn
Cl@) =1= 5 + -+t (-1) ool
(1.98)
.1'3 .1'5 n $2n+1
S@) =@ =gt gt CU g
Selon (LO7), on a
cosz — Co(@) < A i — 5 (a) < A2 (1.99)
~ (2n+2)V ~ (2n+3)!

ce qui signifie que, pour tout n et pour tout x, Cp,(x) et S, (x) constituent des approximations de
cosz et de sinz avec une erreur respectivement inférieure a (|z)*"2)/(2n +2)!) et (|z|*"*)/(2n +
).

(2) On suppose dans toute cette question que x = 1073.

(a) En partant de n = 0, on essaye différente valeur de n de fagon a obtenir
|x|2n+2 |x|2n+3

<1079,

i I <107? 1.100
2n+2)! — ( )

2n+3)! —
On obtient
ny = 1. (1.101)
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(b) Pour n=n; =1,0n a

X

— 1 _—
Ch(z) 5
3

T

(c) On obtient numériquement pour x = 1073

Cn(z)
cos
|cos x

Sn(x)

= 9.999995000000000 x 10~*,
= 9.999995000000417 x 107,
— Cy(x)] = 4.1633 x 10714,

= 9.999998333333334 x 1074,

sinz = 9.999998333333417 x 10™%,

|sin

— Sp(z)| =8.2399 x 10715,

Ces calculs ont été réalisés sous matlab.

37

(1.102)

On pourra utiliser le script fourni calculloc. Voir aussi les fonctions matlab (qui sont appelées par

calculloc), determinnloc, approxncos, approxnsin, dlncos et dlncos.

Les égalités (LI05) et (LI08) nous confirment que I'erreur commise est bien inférieure & 107Y.

(3) On suppose dans toute cette question que = € [0, 7/4].

(a) Puisque |z| < /4, les inégalités

|$|2n+2

@2n+2) — (%) " (2n12)!’ (|2$n|+3)! = (%) " (2n+2)!"

2n+3

sont, vraies si les inégalités suivantes sont vraies :

1

1 |] < 1

(2n+2)! —

(2n+2)!" (2n+3)! ~ 2n+2)!

La seconde inégalité est équivalente a

|z| < 2n+ 3,

1

ce qui est vrai puisque |z| < 7/4 < 3 < 2n+ 3. On a donc, pour tout z € [0, 7/4],

]

T 2n+2 1
(2n+2)! = (Z) (2n +2)!

2n—+2

||

=) wrw

2n+3

(b) On vérifie numériquement que pour ng = 5, on a

T 2no+2 1
- — <107
() 0

(2712 —|— 2)' -

(1.109a)

(1.109b)

Grace a ([[L96), (IT97) et (LI0Y), on a donc pour n = ny = 5, pour tout x € [0, /4]

{

|cosz — Cp(z)] <1077,
|sinz — S, (z)| <1077,
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x10° Erreurs d'approximation du sinus et du cosinus x 107 Erreurs d'approximation du sinus et du cosinus
25 T T T T T T 25 T T T T T T

sinus sinus.
cos

cos

L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

(a) (b)

FIGURE 1.10. les courbes |cosx — Cp,(z)| et |sinz — Sy, ()| sur [0,7/4] n étant choisi de telle
sorte que Perreur soit majorée par e = 1073 (figure (a)) et e = 1076 (figure (b)).

(¢c) Pour n =ny =5, 0na

.’L'2 .’L'4 SCG ZCS ,CClO
Cofa)=1-2 42 4 2 22
() > Tt e Ty T o
(1.111)
£C3 5 .’L'7 9 11
Snle) =z -t g -t o T
|z ||cosz — Cy(a)] | Isina — Su(2)] |
1030 0

/7 | 1.3922 x 10713 | 4.8294 x 1071°
/4 | 1.1462 x 10719 | 6.9280 x 10712
TABLE 1.5. Les erreurs |[cosz — Cp(z)] et [sinz — S, (z)| pour n =ny =5 et x € {1072, 7/7,7/4}.

Dans le tableau[LTlont ét¢ indiquées les erreurs |cos x — Cy ()| et [sinz — Sy, ()| pour 2 € {1073, 7/7, w/4}
(calculs réalisés sous matlab).

On pourra utiliser le script fourni calculglob. Voir aussi les fonctions matlab (qui sont appelées
par calculglob), determinnglob, approxncos, approxnsin, dlncos et dlncos.

Ces erreurs sont bien inférieures & 10™?; on constate aussi que, plus z est petit, plus lerreur est
petite.

On peut s’intéresser au tracé des fonctions qui, pour n fixé, associe & = € [0,7/4] les valeurs
[cosx — Cp ()] et |sinaz — Sy (z)].

Voir figures [LT0l Sur ces figures, on a choisi n de fagon que I'erreur soit majorée par € > 0.

On a plutot habitude de tracer le logarithme en base 10 de cette erreur, ce qui permet de "dilater"
Péchelle. Voir les figures [[L.TT], ot on a choisi n de fagon que 'erreur soit majorée par ¢ > 0 (Voir
aussi tableau [LH). On constate que I'erreur ne descend pas en dega de 10716, qui correspond au
zéro machine (sous matlab).

On pourra aussi consulter la fonction qui a fournit ce graphe (tracelogerreursincos) ainsi que
la valeur de n correspondant a la valeur de e (donné dans le tableau [L6]).
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Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus
T T T T T T T T T T

-2 T

T -6 T

_18 4

(a) (b)

Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus

T -11 T

Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus

|
0.4 0.

— sin

— cos

—_ log, (epsilon)
(e)

-155 T

06 0.

FIGURE 1.11. les courbes log;, (Jcosxz — Cp,(2)|) et logyy (|sinz — Sy, (z)|) sur [0,7/4] n étant
choisi de telle sorte que I'erreur soit majorée par ¢ = 1073 (figure (a)), e = 107% (figure (b)),
e =107 (figure (c)), e = 10712 (figure (d)) et ¢ = 10716 (figure (e)).

(d) Dans la question 2] nous avions choisi n pour que Cy,(x) et S, (z) fournissent des approximations
de cosz et sinx & x fixé. Nous constations que n = 1 suffisait (pour une erreur majorée par 10~9).
En revanche dans la question Bl pour la méme précision, il fallait prendre n = 5, plus élevé. Cela
s’explique par le fait que dans le second cas, la majoration est valable pour tout élément x de [0, 7/4]
(on parle de majoration uniforme) et donc plus stricte. De fagon numeérique, dans le premier cas,
le fait que z soit "tres petit" explique la petite valeur de n : dans le reste |z[*""2/((2n + 2)!) et
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1073 |2
1076 | 4
1072 |5
1072 | 6
10716 | 8

TABLE 1.6. Valeurs des entiers n qui permettent une erreur inférieure a € sur [0, 7/4].

2n+2 2n+3

|2|>" 2 /((2n + 3)!), quand n grandit, |z| et |z tend trés vite vers zéro. En revanche, dans

le second cas, le reste |z|*" T2 /((2n +2)!) est remplacé par (7/4)" 72 /((2n+2)!) et (7/4)*" "2 tend

vers zéro moins vite que |z*" 2.

(4) (a) La majoration d’erreur proposée en question [3 n’est valable que pour x € [0, 7/4]. Si x appartient
a R, les propriétés de périodicité et de symétrie permettent de ramener le calul au calcul du sinus
et du cosinus sur [0, 7/4] :

— si x € R, on rameéne, par périodicité, au calcul sur [0, 27[ (voir ensuite cas suivant) ;

— si & € [m,27], on raméne, par symétrie autour de 7, au calcul de sur [0, 7[ (voir ensuite cas
suivant) ; si x € [0, 7[, voir cas suivant;

— si @ € [7/2,7[, on raméne, par symétrie autour de /2, au calcul de sur [0, 7/2] (voir ensuite
cas suivant) ; si « € [0, 7/2][, voir cas suivant ;

— si x € [r/4,7/2[, on raméne, par symétrie autour de 7/4, au calcul de sur [0, 7/4[ et c’est fini!
si x € [0,7/4], c’est fini!

|z ||cosz — Cu(2)] [ sinz — Sy (2)] |
7/3 | 8.8506 x 10713 | 3.5693 x 10714
3.2 | 1.2490 x 10716 | 0

6 2.2204 x 10716 | 5.5511 x 10716
TABLE 1.7. Les erreurs [sinz — S, ()] et [cosx — Cp(z)| pour n =ng =5 et z € {n/3,3.2,6}.

Daus le tableau[[.Tlont été indiquées les erreurs |cos & — Cy, (2)] et [sinx — Sy, (x)| pour = € {7/3,3.2,6}
(calculs réalisés sous matlab).
Ces erreurs sont bien inférieures a 107Y.

On laisse vérifier au lecteur, que si on ne prend pas la précaution de se ramener a l'intervalle [0, /4],
les approximations proposées ne satisfont plus une erreur inférieure a 10~°.
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 3
Intégration

Calcul direct d’intégrales

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.1. On obtient :

(1) I=1/5,

(2) I=1,

(3) I=1/4m,
(4) I=1/4m,
(5) I=1In(2),
(6) 1=1,

(7) I=1/21n(5),
8) I=1/4n

Calcul d'intégrales par intégration par partie

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.2. On obtient :

16
(1) I =6—16¢"", soit encore [ =6 — —,
(§

En effet, deux facons de faire sont possibles :

(a) On peut trois intégrations par parties successives, de fagon a abaisser successivement le degrés de
22. On obtient en effet successivement :

1 1

_ _ _ 1

/ e ””dx:/ 3z2e " dr — [e C”ac?’]o,
0 0

1
/ xQeId:c) —e 4
0

1
(2 re “dr — [ezaﬂé) —e 1
0
1
( xe_zdac) —3e -l

/

1
/ e Tdx — [e_zz]l) —4e7 1,
0

(b) Une autre fagon (qui n’est pas tout a fait dans lesprit de cet exercice, car on n’utilise pas d’inté-
grations par parties!) consiste & déterminer une primitive F de x3e~® de la forme suivante :

F(z) =e " (az® 4+ b2® 4+ cz + d) .

41



CALCUL D’INTEGRALES PAR INTEGRATION PAR PARTIE 42

On a donc
F'(z) = e " (—az® — ba® — cx — d + 3az® + 2bx + ¢)
=e " (—az® 4+ (3a—b)2® + (2b— )z +c—d) .
Puisque F'(z) = e~*23, on a donc
23 = —ax® + (3a — b)x? + (2b — c)x + ¢ — d.

On identifie les coefficients successivement et on a donc

—a=1,
3a—b=0,
2b—c =0,

c—d=0,

ce qui donne

a=—1,

-3,

f76,

d=—6

On a donc
1
/ e "dr = F(1) - F(0)=e *(-1-3-6—6)+6=6—16e".
0

(2) I=2-2m,
3) I=0.

En effet, on effectue une intégration par partie (on dérive le logarithme et on intégre 1) :

/hl(z)dx:—/Ed:chzlnz:zln:c—z

T
e
Ainsi, on retrouve le fait que la primitive du logarithme est x Inz — z et / In(z)dz = [xInz—2z]j = 0.
0

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.3.
(1)(a) On a
1
Iy = / e tdr=1—et,
0

soit
Iy=1-¢1, (3.1)

(b) Par intégration par partie, il vient, pour n > 1,

1

1 —al

In:n/ " le zdzf[z"e I]O,
0

=nl,_1 — et
soit

Vn>1, I,=nl,_1—e " (3.2)
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(2) De 1) et (32) appliqué & n = 1, on déduit
L=I)—et=1-2e""4
De méme, en appliquant successivement ([B.2) & n = 2 et n = 3, on obtient
L=2L—-e'=2(1-2"")—e'=2-5e",
I3=3L—e'=3(2-5e")—e'=6—16e"",
et donc
I3 =6— 167" (3.3)

(3) (a) On écrivant la relation de récurrence de n a 1, on obtient

—1
In = TLIn,1 —€ 5,

In—l = (TL - 1)[n—2 - 6715

In—2 = (n - 2)In—3 - 6_15

Il = IO - 6_1.
On multitplie respectivement ces n égalités par 1, n, n(n — 1), ... n(n —1)(n — 2) x ... x 2 =nl et
on obtient donc

I, =nl, 1 - eila

nl,—1 =n(n—1)I,_o —ne

nn— NI, o =n(n—1)(n—2)I,_3 —n(n—1)e?,

= .y
nll; = nlly —nle™ .

n

En sommant toutes ces n égalités, tous les termes apreés le signe "=" disparaissent sauf le premier

et le dernier :
In=nlly—e '(I+n+nn—1)+nn—1)n—2)+..+nn—1)(n—2) x ... x4 x 3+nl).
Compte tenu de @B, il vient
Li=nl(l—e')—e'(I+n+nn—-1)+nn—1)n-2)+..+nn—1)(n—2) x .. x4 x3+nl). (3.4)
On peut aussi noter cela sous la forme
Ln=nl(l—e')—e! (1 + zn:n(n —1)(n—2)...(k+ 1)k>

k=2
ou encore

Ly=nl(1-¢')—e! <1+zn:ﬁl>, (3.5)

k=2l=k
ou enfin (!)

n+l n
I, =n! (17671)767121_[1, (3.6)
k=2 1=k
ce que 'on peut mettre sous la forme équivalente
n+1 7’L'
— R AR | :
In—n.(l e ) e kz_Q(kfl)"
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soit

n+1
I, =n! (161612 (k:—ll)'> . (3.7)

On peut encore remarquer que cela donne

n+1 1
I, =n! <le_lz(k1)'>,

k=1

et en posant ¥’ = k — 1, on a donc

1 - 1
In:n' <1—€_ Z (k/)'>a

I, =n! (161271:%) . (3.8)
k=0

et on a finalement

(b) Pour n =3, (34) donne :
Iy=3(1—e ') —e ' (1+34+3x2)=6(L—e')—10e" =6—16e ",

ce qui est bien la valeur donnée par (B.3)).

Calcul d'intégrales par changement de variable

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.4. On obtient :
(1) I=1/3,
En effet, on a dt = —sinzdx et

0 1
I:/ —t2dt:/ t2dt = 1/3.
1 0

(2) On obtient : I = 3. En effet, on a 14 2z = t2, donc 2dx = 2tdt et donc dx = tdt et, pour x = 1, t = /3
et pour z =4, t = v/9 = 3 et donc

3 2 3
tdt 2 —1 1
1:/ — :-/ t? — 1dt = 3.
VEVE2 2 2J)v3

(3) I =4 —2arctan(2), En effet, grace a la remarque[31] on a : on a
2
t
I:2/ 1y,
0o 12+1
2 2
t
, 241

2 42 2
241 1
:2/ 2+ dt—2/ ———dt,
o 12+1 0 12+1

=4 — 2arctan(2).

(4) I = — arcsin <%> + g, En effet, on a dr = —dt/t? et donc
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D’aprés ’annexe [C] du cours, on a donc
3
I = arcsin(1) — arcsin <Z) .

(6) I =21n(2) —1In(3). En effet, on écrit ¢t = sin(z) et dt = cos(z)dz et

1
IZ/L_
o 12—5t+6

Pour factoriser t?> — 5t + 6, on calcule le discriminant égal & 1 et donc ses racines sont 2 et 3. On peut
alors décomposer en éléments simples et écrire :
1 A B
?ohi16 -2 1.3

On peut déterminer A et B par identification, mais il est plus simple de multiplier par ¢ — 2 et de faire

tendre t vers 2 ce qui donne A = —1, puis de multiplier par ¢t — 3 et de faire tendre ¢ vers 3 ce qui
donne B = 1. Ainsi, il vient
bodt bodt
I=—[] —+ | ——==1In(2)—In(3) +In(2) = 2In(2) — In(3) = In(4/3).

o t—2 " J, t=3

(6) I =1/575,

En effet, on procéde de la fagon suivante :

(a) On montre que l'on a

1 — tan? (&
cos(x) = 7112(2) (3.9)
1+ tan (%)
En effet, on a cos(2z) = 2cos?(x) — 1 et puisque
1
1+ tan®(z) =
+ tan®(z) o2 (@)’
il vient
(20) = T 1
oS =— -
YT tan?(z)
11— tan®(x)
1+ tan?(z)’
dont on déduit (3.9).
(b) On fait le changement de variable ¢ = tan(z/2) dans
T 1
I = ———dx. 3.10
/0 2 cos(z) + 3 v (8.10)
Au préalable, on calcule tout d’abord, & A < 7 fixé :
A 1
I= —d 3.11
/0 2 cos(z) +3 “ (3:11)
dans laquelle, on va faire le changement de variable ¢t = tan(z/2). On a successivement
cos?(x) + sin’(x) 1
tan’(z) = = =1+ tan® 3.12
an'(z) cos2(z) cos?(x) + tan’(z), (3.12)
et donc ) . . J
x
dt = ~————dx = ~dz(1 + tan®(z/2)) = — (1 +¢*
ool = gl (/) = S+,
et donc
d 2dt
x = .
1 +12
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Il vient donc

A tan(A/2) 1

/0 2 cos(z) + 3 /0 1—|—t2)2%+§+3’
tan(A/2) dt

/0 2(1— 12) + 3(1 + £2)

tan(A/2) dt
/0 2 —2t2 + 3+ 3t2’

tan(A/2)
=2
/0 t2+5’

X dt

I
NS

dont on déduit que

I=2 1 . 3.13
x_lﬂloo 0 t245 ( )
(c) A X fixé dans (BI3), on pose ¢t = v/5u et il vient
) /X dt 25 /“Ng du
0 t2 + 5 U2 + 1
et pour X tendant vers l'infini :
. Xdt 2\/_ oo du 2V5 T \/_7r
2 lim w5 = =
X—too Jg 245 u?+1 5 2 5
REMARQUE 3.1. Pour retrouver la primitive de 1/(1 + t?) et calculer
bodt
. 2+1
on pose t = tan(X) et donc d’aprés (B:12), on a
dt
— =tan’(X) = (1 +tan?(X)) = (1 + #?),
X
et donc
b dt arctan(b) 14+ 2 arctan(b)
= = dt
o 1 arctan(a) 1+1¢ arctan(a)
et donc
boat
/a 21 arctan(b) — arctan(a). (3.14)

(7) I=-2In (\/5—1), En effet :

On cherche a calculer dans cet exercice, 'intégrale I définie par

—dx
[ 1Vaz+1

Deux fagons de faire sont possibles. La premiére est trés longue et fastidieuse, la seconde, beaucpoup
plus rapide, mais nécessite de passer par la trigonométrie hyperbolique.

(a) On procéde en plusieurs étapes :

(i) Remarquons que par parité

Lde
1:2/ e (3.15)
0 x
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Si fait le changement de variable

x = tan(t),
on a
dzr d (t ) 1
— = — (tant) =
dt dt cos? t
et dong, il vient
dt
dr = 55
cos“t
On a aussi
tan’t +1 = ———.
antt cos?(t)

Enfin, x = 0 correspond a t = 0 et = 1 correspond a ¢t = 7 /4. Bref, il Vientﬁ

1
122/ _dr
0o Va2 +1

/4 dt
_ 2/ ,
o cos2tvtan®t+ 1

/4 1
- 2/ — lcos(t)] dt.
0 cos“t

Sur [0,7/4], la fonction cos est positive et donc

/4
=2
o  cost

(ii) La méthode générale de la section [F.2.2.7] du cours suggeére de faire le changement de variable

4 = tan (g) | (3.16)

Mais, ici, les régles simplificatrices de Bioche de la section [F.2.2.2] nous invitent & faire le chan-
gement de variable

u=sint (3.17)
puisque
cos(m —t) = — cos(—t) = — cost.
Grace a B1I7), on a

d
u'(t) = d_:: = cost

et donc

du = costdt.

1. Puisque Va? = |a|, pour tout réel!
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Pour t =0, on a u = 0 et pour t = 7/4, u = v/2/2. 1l vient donc

w/4
o [
o  cost

2/\/5/2 du 1
0

cost cost’

) /ﬁ/Q du
0 cos2t’

v2/2 du
2 —
/0 1—sin?t

et donc

uz—1"

V2/2
12_2/ du
0

REMARQUE 3.2. Le lecteur averti remarquera que la fonction v + u? — 1 ne s’annulle pas sur
[0,4/2/2] et donc que la fonction & intégrer est bien continue !

(iii) On utilise maintenant la section [F1ldu cours qui suggére de décomposer 1/(u? — 1) en éléments
simples : on montre donc aisément

11 1 1
w2—1  2\u+1 wu—-1)"

Les primitives des fonctions u — 1/(u—1) et u — 1/(u+1) sontB u s In [u—1|et ur— In|u+1]|

et donc
V2/2 1 1
I:—/ — du,
0 U+1 u—1
= —[nfu+1]—Inju+1)]°=y%?,
{ w1 r—ﬁ”
=—|ln ,
1—u u=0
et donc

I =1In M
o\ ve2/2+1)

On peut simplifier argument du logaritme de fagon classique :
V2/2+1 242
—V2/241 22
(2 +v2)?
C2-V2)2+v2)

_6+4v2
o 4-27
=3+ 2V2,

= (\/§+1)2,

2. sur des intervalles ot u — 1 et u + 1 sont de signe constant, ce qui est le cas ici.
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et donc

I:ln((\/iH)Q),

1:72111(\/5*1),

et finalement

dont on vérifie que cela vaut bien
I=2In (\/5 n 1) :
puisque 'on a

21n(\/§+1)+21n(\/§—1) :21n((\/§+1) (\/5—1)),
—2lm(2-1),
—0.

(b) Beaucoup plus rapidement, On reprend [B.13]), dans la quelle on fait le changement de variable :
z=sinh(t) == (¢! —e7"),

on a donc
dx = (sinh(t))'dt = cosh(t)dt.
Si z =0, on a t = 0 puisque sinh(0) = 0. Cherchons & résoudre

1 = sinh(t), (3.18)

dont on sait que la solution est unique puisque sinh définit une bijection de R dans R. Pour cela,
on peut utiliser la fonction réciproque de sinh, connue, ou la retrouver. (BI8) est successivement
équivalente a

(et—e_t):1<:>et—e_t:2,

| =

<:>62t71:26t,
= X2 -2X -1=0,

ot X = et. On sait que X > 1 car ¢t > 0. On résoud cette équation du second degré de discriminant
réduit A’ =1— x(—=1)=1+1=2 et donc

X =142,
dont la seule racine plus grande que 1 est

X=1+V2
et on a enfin

t:ln(X)zln(H\/i).
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On a donc successivement

_ 2/t_ln (1+v2) cosh(t )
t

=0 /1 + sinh(t)

2/t In(1+v2) cosh(t)dt
t=0 cosh(t)2

_5 t=In(1+v2) cosh(t)dt
- )

o [coshi(t)]’

t:ln(1+\/§)
= 2/ dt,
t

=0

:21n(1+\/§).

Intégration des fractions rationnelles et autres fonctions particuliéres

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.5.

(1) On a

I = /01 sin(rz)de = {MI Yoy,

et donc

Ip=27n"1. (3.19)

Par intégration par partie, on a
1
L= / x sin(rz)dzx,
0

_! /01 cos(ma)dz + PM]:

™ ™

1! 1
= —/ cos(mx)dx + —,
0 ™

™

et donc

I =71 (3.20)
(2) On recommencant 'intégration par partie de fagon plus générale, on a
1
Lo = / 2" 2 sin(rx)de,
0

1 1
n+2 / 2 cos(mz)de + [WQM] ,
™ 0 ™ 0

n+2

1
1
= / 2" cos(ma)dr + —,
T Jo 7r
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et on faisant une nouvelle intégration par partie

2 e i AN
_nt <n+ / " sin(rz)dr + {x”“sm(ﬂ} ) +
0 0

T T T
2 e 1
_nt (_n+ / x"sin(mc)dm) + -,
i T Jo i
2 1 1
= 7Lgn+)]n+_;
T T
et donc
n+2)(n+1 1
Inio = *#In +—.
T T
(3) Pour n = 0, I’équation (B:21I)) donne
2 1
Iy =——=1Io+ —,
T
et d’apres (3.19)
Lo 22,1 4 1
T e n o

et donc
Iy, = P
De méme, on obtient
Is = —67 3+ 7r_1,
=87 +7r ! —12773

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.6. On obtient :

(1) I%(ln(l?) 1H<1+\/7§>>7

(2) I=1/2+21n(3/4),
En effet, une décomposition en éléments simple fournit 'intégrande sous la forme
-2 3 2
J(@) = s2 " (x —2)? R

Pour cela, on cherche a priori f sous la forme

a b c
f) = z72+ (x —2)2 +z—1'
Pour obtenir ¢, on multiplie de chaque coté par  — 1 et on fait tendre = vers 1 :
r+1
(2 —1) (-2

ou g est continue en 1. On a donc

X (z—1)=c+ (z—1)g(z),

z+1
m =c+ (z - 1)g(w),

et quand x tend vers 1 :

2
—
1
soit ¢ = 2. Pour calculer a et b, c’est plus difficile! On peut multiplier par (z — 2)2 :
1
X (@-2 =btale—2)+ —(z—2)
(x—1)(x—2) x—1
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soit
zt1:b+a(9€—2)+o((m—2)2). (3.23)

11 ne reste plus qu’a faire un développement limité de g(x) = (x + 1)/(x — 1) au voisinage de z = 2 a
Pordre 1! On a

9(@) = 9(2) + g 2w = 2) + 0 ({2~ 2)°). (3.24)
On comparant (323) et 324), on a b= g(2) =3 et a = ¢'(2). Or
, —2
g9'(z) = m7

On a donc a = —2 et finalement (3.22)).

On intégre ensuite chacune des fractions :

0 O dx Y dx 0 dx
/_1f($)d$:2/_1 z—1 _2/—1 T —2 +3/—1 (z72)2’
= 2lInje — =2, — 2Mnfo — 2320, +3[(@ —2) 7]
=21In(3) —41n(2) + 1/2.

x=0

(3) I=1/67V3+1/21n(3),

Pour rester dans les réels, On peut se ramener & u’/u ot u(z) = x? + x + 1. Ainsi, 'intégrande
f(z) peut s’écrire

f() 1 2x+1 +1 1
) == -
2224x+1 2224+2+1’
1(x2+z+1) 1 1

2 24z +1 202 x4+ 1
Le premier terme a une primitive en log et pour le second, on se raméne & ’arctan.
2mel + 27+ me? +2e% — 4 arctan (1 + el) e — 8 arctan (1 + el) el — 8 arctan (1 + el)
(4) I=-1/8 .
2el +24 ¢2

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.7.
L’objectif de cet exercice est de retrouver certaines primitives :

/ dzr
br —c’

/ dx
Va2

/ dx
/72 — a2’
sur des intervalles ou ces fonctions sont définies et d’utiliser ces primitives pour quelques calculs d’intégrales.

(1) (a) Soient b un réel non nul et ¢ un réel quelconque. Si bx — ¢ > 0, on a

7'(@) = (Infbe — )’ = (ln(ba - ) = —

T br—c

Sibr—c<0,o0na

/(@) = (n(=be+ ) = = = =

et donc, dans les deux cas,
b
/

T br—c

(In|bx — cl)

(3.25)
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On en déduit sur un intervalle ot bx — ¢ ne s’annule pas
dx 1
= —In bz — c|. (3.26)
bx—c b

REMARQUE 3.3. On peut aussi, de fagon plus générale remarquer que, si on se place sur un intervalle
ou la fonction u ne s’annule pas, on a

/

(Inful) = <. (3.27)
u
En effet, si u est strictement positive, on a
!/
(Inful)’ = (In(w)’ = =
Si u est strictement négative, on a
—u
1 "= (In(—u)) = =—_.
(1nful)’ = (In(-w)' = =% = 2
On a donc dans les deux cas : )
u
/E = In |ul, (3.28)
et on retrouve les résultats de la question [Tal
Pour tout la suite, on suppose
b>0. (3.29)

La fonction bz — ¢ ne s’annule qu’en = = ¢/b. D’aprés  [3.:29), bz — ¢ est donc strictement positif
sur Je/b, +o00[. On a

c c+b
Zi1=
b + b’
c c+2b
Z 49—
T b
et puisque
c < c+b < c+2b
b b b’
on a d’aprés (3.26)),
T 1 - 1 c+2b c+b
= ~[ln|bx — c[]°=T20/b — ~ (1 |p —cl—Inlb -
/(c+b)/b br—c b (b = el],— (e b\ b c-" b ‘)
1
= g(ln|c+2b—c| —Inle+b—¢l),
1
=3 (In |2b] — In |b]) ,
1. |29
— _1 L
bl
et donc (cr2)/b
cet2 d In2
/ T2 (3.30)
(c+b)/b br — ¢ b
On a de méme
c 1= c—b
b b
c c—2b
Z_9—
b b’
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et puisque

c—2b c¢—b
<

o
on a d’aprés (3.26)),

=0/ ge 1 - 1 —b —2b
_ = _ o pr=le=b)/o _ ¢ ol ¢ _
1
= g(ln|c—b—c| —Inje—2b—¢|),
1
=3 (In|-b| —In|—20]),
1. [b]
= —1 e
b2
et donc
/<cb>/b dr 2 (331)
(e—apyp br—c b '

(2) Dans ’énoncé, pour cette question, la valeur de a était choisie égale a 1, valeur qu’il suffira de prendre
dans la suite de ce corrigé. On suppose donc pour toute la suite

a>0. (3.32)

(a) Déterminons la dérivée de la fonction arcsin(z/a), qui est définie si @ € [—a,a] et dérivable si

x €] —a,a[. On a
(arcsin (%))I = éarcsin’ (2) . (3.33)

On a aussi grace a la formule (T.19g) du cours, appliquée ici & f = sin, pour tout y €] — 1, 1]

1 1
. ! _ —
arcsin’(y) = sin’ (arcsin(y))  cos (arcsin(y))’

que P’on transforme en utilisant arcsin(y) €] — 7/2,7/2[ et donc cos(y) > 0, en écrivant
1 1 1

= | cos (arcsin(y)) | - \/1 — sin® (arcsin(y)) - V1-y?

arcsin’(y)

ce qui permet d’écrire & partir de ([B.33),

( . (x))’ 1 1 1 1
arcsin ( — = — = - ,
a a a2 a%m

a2

soit finalement

(arcsin (2))' = \/ﬁ (3.34)

On en déduit donc sur tout intervalle inclus dans | — a, a] :

/% = arcsin (z) . (3.35)

C’est en fait vrai sur tout intervalle inclus dans [—a, a], puisque la limite de arcsin (%) existe si x

tend —a ou vers @ méme si la fonction —L— n’est pas définie en +a. Ici, nous avions en fait a
/a2_z2 ?

priori une intégrale dite impropre mais dont I’aspect impropre, au voisinage de x = +a disparait

grace au caractére continu de sa primitive arcsin (%) en £a. On a donc montré que

= arcsin (E) . (3.36)

sur tout intervalle inclus dans [—a, a
a
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REMARQUE 3.4. Pour déterminer cette primitive, on peut utiliser les techniques plus générales de
section 4.2l de ’annexe [ du cours. Il est ici aussi classique (en utilisant les techniques de la section
B43 du cours) de faire le changement de variable

x = asin(u). (3.37)
Si on se place sur un Pintervalle [—a, a], alors u décrit l'intervalle [—7/2,7/2] et on a
dx = acos(u)du

et

/ do / —acos(u)du
var—a? ) e rin’(u)
_ a/ cos(u) du.

\/a? — a?sin’(u)

_ a/ cos(u) du.
a2(1 — sin?(u))
cos(u)

Va2\/cos?(u)

cos(u)

du,

=a

)

|a[ cos(u)]

et d’apres ([B32)), et le fait que sur [—x/2,7/2], le cosinus est positif :
_ / cos(u) du.
cos(u)

:/du,

u.

On revient a x en utilisant (337, qui implique, puisque u € [—7/2,7/2] et x € [—a,a] :

. (T
u = arcsin | — |,
a

et donc
tout intervalle inclus dans | ]/ dz (:”) (3.38)
sur tout intervalle inclus dans [—a, a ——— =arcsin( — ) . .
Y Y /a2 — x2 a
(b) Dans cette question, on souhaite calculer

/ \/%. (3.39)

par parité de cette fonction, on peut supposer que l'on est sur R;. On se place de plus sur un
intervalle ou

z > a. (3.40)

Pour déterminer cette primitive, on utilise en fait les techniques plus générales de section [F.4.2] de
I’annexe [F] du cours.

(i) Calculons maintenant

dz
| 7= (340
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Le discriminant A de 2% — a? vaut 0 — 4 x 1 x (—a?) = 4a® > 0. On fait donc, comme indiqué
dans les références ci-dessus, le changement de variable

Va2 —a? =z +t, (3.42)

ce qui donne
22 —a? = 22 4 2at + t2,

et donc
2t = —t% — a2,

t ne peut étre nul, sinon on aurait t> = a? et donc t = +a = 0, ce qui n’est pas possible. On a
donc

£2 4 g2
o2

(3.43)
On a alors
2'(t) = PR
2t(2t) — 2(t% + a?)
@
42 — 2% — 242
42 ’
2t — 242
42
—t2 4+ a2
2t2 7

et d’olt
_t2 2
dr = = (3.44)
(ii) Pour la suite du calcul, on utilise les techniques habituelles de la section [3:4-3 page 23| du cours.

On en déduit donc de B43) et (B344),

2 2
—4edt

/\/:ijﬁ:/ (M)Q,

212
_ / e trd,
VA 4 at 4 2t2a2 — 4a2t2 2t2 ’
|t] —t2 + a? gt
Vit —2a212 + ot 2t? ’
—t2 +a?

_ It]
v

t t27 2
- _ L—adt,
|t2—a2| t2

=2

dt,

et donc
t?2 —a? |t|

/di””:f oy
Va? —a? |t? — a?| 12
Or, ’aprés (342), on a

tzﬂ—z

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien

(3.45)



UCBL/Polytech

INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES ET AUTRES FONCTIONS PARTICULIERES 57

et puisque vx2 — a2 < z, on a donc

t<o0. (3.46)
On a aussi

t> —a, (3.47)

puisque c’est équivalent a
Vaz—a?—z> —a<= V22 —-a2>zx—a,
et en utilisant (3.40)

<~ Vr2—-a2>x—-a>0,

—2?—ad>> (z —a)?,

<:>:C2—a22$2—2ax+a2,

<= 2az — 2a% > 0,

<= 2a(x —a) >0,
ce qui est vrai d’aprés ([3.40). De ([B.486) et ([B.47), on déduit —a <t < 0 et donc a? > t? et de
B45), on déduit

de [ a®—¢ |t|dt
Vaz—a2 ) [2—a?[t2
[
- t—zdt,

et d’aprés (B3.40)
t
1
- [ e
t

= —In|t|,
*hl(*t),

et d’apres (3.42),
dz
- - _ _ 2 _ 42
/ ——— In (:c vz —a ) . (3.48)

On a bien t = x — V22 — a? > 0. Transformons enfin 'argument du logarithme en remarquant
que l'on a

1 _ :chm
r—ViZ—a® (m—\/W)(H\/W)’
x4+ Va2 —a?

e
e
2

a
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et donc, d’aprés (B48), (et In(l/a) = —In(a))

== n ,
V2 —a? T — Va2 —a?
1 <z+\/z2a2>
= 1n B e— ,

a
zln(a:—i— x2—a2) —ln(aQ),
et, a une constante prés
zln(x—i— :c2—a2),

ce qui est bien le résultat de I’énoncé.
On a
F(z)=In (:c + Va2 — a2) . (3.49)

et en particulier pour a =1 :
F(z) =In (ac + V22 - 1) . (3.50)
On a donc montré que

sur tout intervalle inclus dans [a, +o0], x+Va?— a2) . (3.51)

| ===

(c) D’apres les calculs qui précédent, on a donc successivement

(i)
= {hl (m + Va2 - 1)Kii,
=1In (4 + \/ﬁ) —In(2+ \/g),

ln<4+\/ﬁ>.

/4 dx
o VaZ—1
2+3

1
dx
———— = arcsin(1) — arcsin(0),
/0 V1—2a2 @) )

N

1
V1—x2
[0,1]. C’est donc une intégrale impropre. Voir par exemple 'annexe [Gldu cours sur cette notion.

On remarque que la fonction n’est pas continue en 1 néanmoins son intégrale existe sur

Cet aspect impropre disparaissait en fait a cause de I'aspect continue de la foncton arcsin en 1!

(iii) Ici, il est indispensable de constater que /|22 — 1] est continue sur R* mais que ‘,7:2 - 1‘ prend
une expression différente sur [0, 1] et sur [1, +oo[ & cause du changement de signe de 22 — 1 de
part et d’autre de —1. Il faut donc bien séparer I'intégrale en deux et écrire :

5 dx _ 1 dx 5 dx

/0 m‘/o m% T 1)
_ ! dx 5 dx
‘/0 m+/1 VT
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on utilise le calcul fait ci-dessous;

=5+ (v

7
:g 1n(5+\/ﬂ)*1111,
:g+1n(5+2\/6).

La encore, nous avions une intégrale impropre au voisinage du point 1 en lequel \/‘12—” avait
22—

une limite infinie. En séparant proprement 'intervalle [0, 5] en deux sous-intervalles [0, 1] et [1, 5]
pour lesquels chacune des deux primitives est continue en 1, I’aspect impropre de l'intégrale
disparaissait donc!

REMARQUE 3.5. Ces primitives figurent dans 'annexe [Cl du cours.
REMARQUE 3.6. Notons qu’avec matlab, ces calculs sont possibles. En tapant

syms a b ¢ x;

disp(int (1/(bxx—c) ,x));
disp(int (1/sqrt(x"2-a),x));
disp(int (1/sqrt(1-x"2),x));
disp (int (1/sqrt(a"2—x"2),x));

on obtient

/ 1 In(bz—c)
br —c¢ b ’

dz 1 3
Vet AR
/dix = arcsin (z)
Vi—a? ’

/ dx . ( T )

———— =arctan | —— | .

(a2 _ 72 a2 _ 22
REMARQUE 3.7. Notons qu’avec matlab, ces calculs sont possibles. En tapant

syms X;
disp(simple(int (1/sqrt(x~2-1),x,2,4)));
disp(simple(int (1/sqrt(1-x"2),x,0,1)));
disp(simple(int (1/sqrt(abs(x~2-1)),x,0

)

:5)));

on obtient

/4 dz :_1n<2+\/§>
9 Vaz—1 44415
/1d7x:1/2ﬂ'
0 \/1—1‘2 ’
/5 dx

0 a2 — 1]

REMARQUE 3.8. On peut aussi utiliser la fonction réciproque de la fonction sinus hyperbolique pour

=1/27+1n (5+26).

calculer [ \/%, comme on a procédé dans la question 341
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Rappelons que les fonctions sinh et cosh définies sur R par

et +e ®
coshx = —s
. et —e "
sinhx = —s

sont respectivement paires et impaires et définissent respectivement une bijection de R 4 vers [1, 400 et de R
vers R. Explicitons la réciproque de la fonction sinh, notée argsh, par analogie avec arcsin. Soit 4y € R. On sait
qu’il existe un unique réel x € R tel que

sinhx = y.

Cherchons a calculer = en fonction de y, qui vérifie par définition x = argshy. On a aussi

REMARQUE 3.9. C’est presque la méme équation que sinz = y dans C. Voir |Bas22d, Annexe "Définitions
des fonctions complexes arcsin et arccos (sous la forme d’un exercice corrigé)"].

On a donc successivement en multipliant par e® = 0

e* —1 = 2e"y,

et donc en posant X =e* > 0
X?-2Xy—1=0,

équation du second degré en X (& y fixé) de discriminant réduit (voir [Bas22b, Annexe "Rappels sur les racines
d’un polynéme de degrés 2"])

A =9%+1>0,
et on a donc deux racines y + 1/y2 + 1 dont on vérifie que seule la racine y + /92 + 1 est positive. On a donc
z =In X et donc

Yy € R, argshy =In (y + VY2 + 1) . (3.52)
On peut montrer de méme que

Yy € [1,400], argchy =1In (y +Vy? - 1) . (3.53)

On a aussi, de facon analgue & cos? z + sin® 1 = :

Vz € R, cosh®z —sinh? = 1. (3.54)
En effet, on a
1
cosh?z — sinh®z = 1 ((ez + 6*1)2 _ (ex _ 67I)2) ,
1
=1 (¥ +e ™ +2—e* —e ¥ +2),
=1

On a aussi trés facilement
! .
cosh’ z = sinh z,
s 1/
sinh” x = cosh x.
Calculons maintenant
/ dx
3
V2 — g2
sur un intervalle ou > a. en faisant le changement de variable

r = acoshu,
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avec u > 0 et donc x > a. Cela est fait de fagon analogue & z = asinu. Le calcul est le méme qu’avec la
trigonométrie circulaire. On a

dx , .
— = acosh’ u = asinhu,
du

et aussi

\/1‘2*(12:(1\/(‘,08}12’&*1,

= aVsinh?u,

al sinh u,

= asinhu,
Ainsi, on a

asinh u

| ==

:U,

= argch (E) ,
a

2
:m<£+ %_1>,
a a
1
zln((x—i— x2—a2) —),
a

zln(x—i— x2—a2) —Ina,

ce qui est bien le résultat déja obtenu, & une constante multiplicative prés.

REMARQUE 3.10. Trichons allégrement et écrivons que si A est un réel positif, on a

V-A=/(-1)x A=V/-1VA

VAeR,, V-A=iVA (3.55)
ce que l'on peut vérifier en écrivant que les carrés de cette équation donnent bien
2

2 2
A= (\/—A) - (NZ) - F(%Z) - A (3.56)
Si on applique (3.55) pour tout réel > a on a a? — 22 < 0 et donc

Vo >a, +va?—2%2=1ivz2—a?
Ve >a, Vz?—a?=—iva®—22 (3.57)

Servons nous de cette égalité pour montrer (en étant conscient que 'on triche!) @EI) a partir de ([B.36]).
D’aprés ([B.57), on a done, sur tout intervalle inclus dans [—a, a] :

et donc

et donc

/ dx / dx / dx

= =9
Va2 — a? —iva? — x? va? — x?
et donc, d’apres (334,

sur tout intervalle inclus dans [—a, a], / \/7 = jarcsin (2) . (3.58)

Ici, le terme arcsin (%) n’est pas défini pour & > a car 'arcsin n’est pas défini pour = > 1. Néanmoins, ’arcsin
est défini en fait sur C tout entier et en particulier sur | — 1, +00[.
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Voir par exemple
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_cosinus,
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_sinus,
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonométrie_complexe,

ou encore le cours [Bas22d| en particulier ’annexe intitulée "Définitions des fonctions complexes arcsin et
arccos (sous la forme d’un exercice corrigé)". On a alors pour tout z € C :

Vz € C, arcsin(z) = —iln (zz +v1-— z2) . (3.59)

Attention, cela utilise la notion propre de \/ sur C, qui peut étre définie & partir du logarithme complexe (voir
|[Bas22d, chapitre "Séries entiéres et fonctions usuelles sur C" et annexe intitulée "Redéfinitions des fonctions

complexes z — /z et z — 2" (sous la forme d’un exercice corrigé)"]). et en particulier

Vit € [1,4o00[, arcsin(t) :g—iln‘t—i— \/t2—1‘.
et donc, puisque t +vVt2 —1>0
Vt € [1,+o0], arcsin(t) = g il (t IRV 1) . (3.60)

En particulier pour ¢t = z/a pour z > a, sur tout intervalle inclus dans [a, +oc[, on a
. (T T . T T\ 2
arcsm(—) =——i4ln|—+ (—) -1,
a 2 a a

1
Ez'ln<<—)(:r+ z2a2)>,
2 a
:—iln(x—i— $2—a2)+z—iln 1
2 al’

= —iln (x—i— $2—a2) +g+ilna,

et on a donc d’aprés ([B.58), sur tout intervalle inclus dans [a, +00] :

/dix*i(—iln(qu z2—a2)+i+ilna)
/22 — a2 2 ’
zln(er x27a2)+%—lna

et on retrouve donc bien ([B5I) & une constante additive prés.

Tous ces calculs peuvent étre tout a fait rendus rigoureux en consultant |[Bas22d, chapitre "Séries entiéres
et fonctions usuelles sur C" et annexe intitulée "Redéfinitions des fonctions complexes z + \/z et z +— 2/"
(sous la forme d’un exercice corrigé)"]).

Le calcul de la remarque est aussi présenté rigoureusement a la [Bas22d, annexe intitulée "Redéfini-
tions des fonctions complexes z + /Z et z ++ 2/™ (sous la forme d'un exercice corrigé), Remarque E.3"]).

REMARQUE 3.11. On peut aussi utiliser les calculs déja faits plus haut pour calculer, de fagon infor-
melle, mais qui ont tout leur sens d’aprés les références citées plus haut. Il existe d’autres analogies entre la
trigonométrie circulaire et hyperbolique, comme les équations

eiz + e—iz
cosz = ———,
] iz _ e—iz
SImmz = "
24 ’
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INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES ET AUTRES FONCTIONS PARTICULIERES

dont on déduit
cos z = cosh(iz),

1
sin z = - sinh(iz).
i

Utilisons ces équations pour déterminer formellement [ \/% en fonction de [ —=2£—. On a
y = sin(z) <= x = arcsin(y).
On a donc
y =sin(z) = i sinh(ix)
d’on
iy = sinh(ix)
et en inversant
iz = argsh(iy)
et
arcsin(y) = x = —iargsh(iy)
et d’ou

arcsin(y) = —iargsh(iy).

dx o i
/ﬂ = z(—z)argsh (;) N
= argsh <E> ,
a

D’aprés ([B58), on a

et d’aprés (B.52) :

et en réutilisant (3.59),
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INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES ET AUTRES FONCTIONS PARTICULIERES

et formellement
2

/5~ 1] + i,
a

1
In (E + =22 a2> + In1,
a a

=In (er x27a2) —Ina+Int,

In

SHEC]

et on retrouve donc bien (BEI) & une constante preés.

64

Tous ces calculs peuvent étre rendus tout & fait rigoureux en utilisant la notion d’intégrales de fonctions
complexes, comme présenté dans [Bas22d, Chapitre "Intégration des fonctions complexes, Théoréme de Cauchy

et Formules des Résidus"].
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 4
Systémes linéaires et matrices

Produit matriciel

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.1. Non corrigé
CORRECTION DE L’EXERCICE 4.2. Non corrigé

Résolution de systémes

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.3. Non corrigé

Inversibilité de matrices

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.4. Non corrigé
CORRECTION DE L’EXERCICE 4.5.

(1) (a) En appliquant la technique de la remarque du cours, on trouve aprés calculs 'inverse
de la matrice P € M3 (R) définie par

On peut aussi déterminer cela sous matlab.

(b) De méme, en appliquant la technique de la remarque [£.20 page 36| du cours, on trouve aprés calculs
I'inverse de la matrice P € M3(R) définie par

On peut aussi déterminer cela sous matlab.

(2) Plus généralement pour tout entier p € N*, déterminons l'inverse de la matrice P € M, (R) définie par

1 0 0 0 0 1
-1 1 0 00 0 1
0 -1 1 0 0 0 1
p=|o0o o -1 10 0 1
0 0 0 00 1
0 0 0 00 11
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INVERSIBILITE DE MATRICES 66

Montrons que P est inversible et que

p—1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
p—2 p—2 =2 -2 =2 -2 -2
p—3 p—-3 p—-3 -3 =3 -3 -3
1|lp—4 p—4 p—4 p—4 -4 —4 —4
P! =2 : (4.1)
2 2 2 2 2 -p-2) —(p—2)
1 1 1 1 1 —(p—-1)
1 1 1 1

Pour cela, on résoud le systéme

PX =Y (4.2)
ou
T Y1
T2 Y2
Zzs3 Ys
T4 Ya
X = et Y =
Tp—2 Yp—2
Tp-1 Yp—1
Lp Yp

Le systéme s’écrit donc

r1 + xp = Y1,

—x1 + T2 + Tp = Y2,
—T2 + 3 + Tp = Ys,

—T3+ T4 + Tp = Y, . (4.3)

—Tp—2 + Tp—1 +Tp = Yp—1,

—Tp—1+ Tp = Yp-

Calculons maintenant successivement x; & z,_1 en fonction de z,. D’aprés la premiére équation de

#3), on a

T1 =Y1 — Tp, (4.4a)
et de la deuxiéme équation de (£3), on déduit donc

Ty =Yoo —Tp+T1=Y2—Tp+ Y1 —Tp = Y1+ Y2 — 22, (4.4b)
et de la troisiéme équation de (€3], on déduit donc

T3=Ys—Tp+To=Y3—Tp+2T2=Y3— Tp+ Y1+ Y2 — 22, = y1 + Y2 + y3 — 3zp, (4.4c)
et de la quatriéme équation de (4.3)), on déduit donc

Ta=Ys—Tp+a3=Ys—Tp+y1+ Y2+ Y3 —3Tp = y1 + Y2 + Y3 + ya — 4, (4.4d)
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INVERSIBILITE DE MATRICES 67

et ainsi de suite jusqu’a lavant-derniére équation de ([A3]) qui fournit (ce qui peut se montrer rigou-
reusement par récurrence sur U'indice de la composante de X calculée) :

Tpo1 =Yty +ys+yat...+yp—1—(p—1)zp. (4.4e)

Le sysytéme initial ([@2]) est donc équivalent & ces p — 1 équations et la somme des p équations de

#3) qui fournit :
PTp=Y1+Y2+tys+yst...+yp—1+Yp,

et donc )
zp:5(y1+y2+y3+y4+...+yp71+yp). (4.5)

Cette valeur réinjectée successivement dans les différentes équations de (4]) donne successivement

1
£C1=y1—]—j(?ﬂ+y2+y3+y4+---+yp—1+yp),
2
:Ez=y1+y2—]—D(y1+y2+y3+y4+---+yp—1+yp),

3
1'3:yl+y2+y375(yl+y2+y3+y4+---+ypfl+yp)v

p—1
zpfl:y1+y2+y3+y4+...+yp717T(y1+y2+y3+y4+...+yp71+yp)

soit encore

1
551:5((p71)y1*y2*y37y4*---*yp)v

1
xgz;((p—2)y1+(p—2)y2—2y3—2y4—...—2yp_1—2yp),

1
w3=]—D((p—3)yl+(p—3)y2+(p—3)y3—3y4—...—3yp_1—3yp),

1
:cpq:I—)(y1+yz+y3+y4+-.-+yp717(pfl)yp)

et donc on a finalement, en adjoignant (5]

:cl:%((pfl)mfyzfysfyzﬁ.--*yp), (4.62)

To = ]—1) (P=2)y1+ (P —2)y2 = 2y3 — 2ys — .. — 2Yp—1 — 2¥p) , (4.6b)

T3 = % (P=3)y1+@—=3)y2+(—3)yz —3ya — ... — 3yp—1 — 3Yp) , (4.6¢)
1

T = ity +ystyst...+yp-1— (- Dyp), (4.6d)

‘Tp:]lj(yl+y2+y3+y4+--'+yp—1+yp)- (4.6e)

Si on regarde (6] on constate que X est unique en fonction de Y et donc la matrice P est inversible.

On a d’apres ([d.2)),
X=rPy
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APPLICATION : GEOMETRIE PLANE 68

et donc () est montré.

Application : géométrie plane

On se propose dans cet exercice d’utiliser les notions de matrice pour exprimer analytiquement les rotations
planes. Ces notions peuvent aussi s’exprimer par le biais des complexes.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.6. Non corrigé

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.7. Non corrigé
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 6
Equations différentielles ordinaires

Equations différentielles ordinaires d’ordre un et deux a coefficients constants
Equations différentielles a coefficients constants d’ordre un

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.1.
On obtient successivement :

(1)

o—3/2t
y=6—=—
(2)
_b(=tp+t)
Y=1"Yoe @ )
(3)
¢
bs bty |
y:( f(s)eads—l—ygeaa)e aq”. (6.1)
to

La formule (6.1)) est appelée formule de Duhamel. On pourra consulter par exemple la section [.1]
de I'annexe [[] du cours.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.2.

(1) (a) La solution générale de l’équation homogeéne associée a I’équation différentielle de 1'énoncé est
donnée par
yg(t) = Ce*, (6.2)
ou C' est une constante.

Pour résoudre I’équation différentielle de ’énoncé en cherchant une solution particuliére sous la
forme d’un polynome, on choisit ce polynéme du second degré sous la forme

yp(t) = At + Bt + C,
que l'on réinjecte dans 1’équation différentielle de 1’énoncé, ce qui donne :
L+t +12 = =y (1) + 2u,(1),
—(2At+ B)+2 (A + Bt + C),
=2At*+(2B—-2A)t+2C - B,

ce qui fournit, par identification des deux polynomes, le systéme (triangulaire) de trois équations
linéaires en A, B et C' que 'on résoud facilement. On obtient

A=1/2,
B=1,
C=1,
et donc
yp(t) = 1/24% + ¢ + 1. (6.3)
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Ainsi, la solution générale de équation différentielle de I’énoncé est donnée par la somme de ([G.2)

et ([@3), soit
y(t) = Ce* + (17287 +t + 1), (6.4)
ou C est une constante.

(b) Pour résoudre I’équation différentielle de 1’énoncé en utilisant la variation de la constante, on dérive
(62) en supposant que C devient une fonction. On a donc

y(t) = O(t)e*, (6.5)
et donc
y'(t) = C'(t)e? +2C(t)e*,
et donc, d’apres ([6.3)), il vient en réinjectant tout cela dans ’équation différentielle de 1’énoncé :
L+t+t>=— (C'(t)e* +2C(t)e*") +2C(t)e*,
= —C'(t)e* —2C(t)e* +2C(t)e*,

ce qui fournit donc
—C'(t)e* =1+t + 1%

et donc
C'(t)=—e " (1+t+1t?). (6.6)
On peut donc écrire, en prenant par exemple la primitive du second membre de ([6.6) qui s’annule
ent=0: ,
Ct)=c— /0 (14 u+u?) e *"du, (6.7)

ou ¢ est une "vraie" constante. On calcule l'intégrale de cette équation en faisant une double
intégration par partie, pour abaisser le degré polyndéme qui est devant I’exponentielle et on obtient

t
/ (I+u+u?)e®du=1—e?"—e 2"t —1/2e 2", (6.8)
0

et done, d’aprés (6.7))
Ct)y=c—1+e 2 e 2t +1/2e 242,
et, en réinjectant dans (G.5), on obtient
yt) = (c—1+e ' +e 2t +1/2e21?) ™,

ce qui donne :
y(t) = ce® —e?' + 1+t +1/2¢% (6.9)

ol ¢ est une constante et donc
y(t) = (c— e* + 1+t +1/2¢% (6.10)

(2) Si on compare les deux solutions obtenues aux questions (Ial) et (D), définies par ([G.4) et (E.I0), elles
semblent étre a priori différentes. La constante ¢ — 1 de (GI0) peut étre renommée C et on obtient
donc bien la solution donnée par ([6.4]) (ot C' est une constante).

REMARQUE 6.1. Notons que, comme dans la question (ID)), I'expression de y donnée par ([6.9) fait
apparaitre y comme la somme de deux termes :
e ce?t qui est la solution générale de 'EHA (donnée par ([6.2))
o —e? +1+1t+1/22 qui est une solution particuliére de I’équation différentielle de 1’énoncé.
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Une solution particuliére de I'équation différentielle de 1’énoncé est aussi donnée par 1+t + 1/2¢2
puisque —e? est solution de 'EHA ! Autrement dit, on retrouve aussi la solution donnée par ([G.4) (ot
C' est une constante). Bref, la méthode de la variation de la constante fournit des solutions particuliéres,
"a une exponentielle prés", elle-méme solution de 'EHA.

(3) Si on considére y défini par ([G.4) et qu’on écrit la condition initiale de 1’énoncé, on obtient
2=y(1) =Ce* +(5/2),
et donc
C=(2-5/2)e?%= —%e‘Q,
et donc
y(t) = —%(52(’5_1) + (1282 +t+1),

Définir la solution correpondant a la condition initiale y(1) = 2. Si on utilisait 'expression donnée par
(6I0), on aurait naturellement exactement la méme expression !

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.3.
On obtient

(1) On obtient successivement :  la solution générale de ’équation homogéne associée (sans second

membre) :
yg(t) — 66_3/2t;

(c est une constante quelconque), une solution particuliére {Plus précisément, on cherche une fonction
particuliére sous la forme Ke! ot K est une constanteet si on réinjecte cette fonction dans 1’équation
différentielle, on obtient une équation en K (apreés simplification par ’exponentielle) que l'on résoud.}

yp(t) =1/5¢€";
la solution générale de I’équation différentielle donnée par y = yz + yp, soit ici :
y(t) = ce 3%t £ 1/5¢t;
et enfin, en utilisant la condition initiale, on détermine la valeur de ¢, ce qui donne
y(t) =9/5e73/2t £ 1/5¢!,
(2) On obtient successivement : la solution générale de ’équation homogeéne associée (sans second membre) :
yg(t) = ce~3/2t

(c est une constante quelconque), la solution générale de 1’équation différentielle obtenue par la mé-
thode de la variation de la constante {Plus précisément, cette double intégration par partie fournira
une équation contenant la valeur de la primitive recherchée ou l'intégrale recherchée se calculera trés
facilement en passant en notation exponentielle complexe.} :

y(t) = ce 2" +3/13 cos () +2/13 sin (¢) .

Ici, on pourrait déterminer la valeur de ¢ grace a la condition initiale.
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(3) On obtient successivement : la solution générale de ’équation homogéne associée (sans second
membre) :
yg(t) = ce™®/21;

(c est une constante quelconque), la solution générale de ’équation différentielle obtenue par la mé-
thode de la variation de la constante {Plus précisément, cette double intégration par partie fournira
une équation contenant la valeur de la primitive recherchée ou l'intégrale recherchée se calculera trés
facilement en passant en notation exponentielle complexe.} :

y(t) = ce™3/2t 4+ 3/13 cos (t) +2/13 sin (t) ;
et enfin, en utilisant la condition initiale, on détermine la valeur de ¢, ce qui donne
y(t) = (a —3/13) e~/ 4+ 3/13 cos (t) + 2/13 sin (1) .
(4) On obtient successivement : la solution générale de I’équation homogéne associée (sans second membre) :
Yg(t) = ce™";

(c est une constante quelconque), une solution particuliére {Plus précisément, on cherche un polynéme
de degré 2 du type At? + Bt +C et si on réinjecte ce polyndéme dans I’équation différentielle, on obtient
un systéme de trois équations en A, B et C que l'on résoud.} :

Yp(t) =1 —t+ 2

la solution générale de I’équation différentielle donnée par y = yg + yp, soit ici :
y(t) =ce P +1 -t +1t2

Ici, on pourrait déterminer la valeur de ¢ grace a la condition initiale.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.4.
On cherchera une solution particuliére sous la forme 3(t) = Ke?* ou K est un réel. On a

7(t) = Kye'',
et si on réinjecte 7 et i’ dans I’équation différentielle de I’énoncé, on obtient
aK~velt + bKe't = ¢t

et donc
e(aKy+bK —1) = 0.
Comme ¢ est non nul, on a donc
aKy+bK —1=0

soit
K(ay+b)=1 (6.11)
Puisque a # 0, nous avons deux cas possibles.
(1) Si
b
v #£ —o (6.12)
alors, la seule solution de (6.I1) est donnée par
1
K= . 6.13
ay+b ( )
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Ainsi, on a

qui est

(2) Si

1

yt) = , 6.14
y(t) pro— (6.14)
A cette solution particuliére, il faut ajouter la générale de I'équation différentielle homogéne associée,
yy(t) = ce b/t (6.15)

ol ¢ est une constante (qui dépend de la condition initiale). La solution est donc donnée par

b 1
t)=ce u' s 6.16
u(t) =t g e (6.16)
b

=——. 6.17
v=— (6.17)

alors, (6.11) n’a pas de solution et la recherche de la solution particuliére ne marche pas ici.

()

Proposons deux méthodes :

On peut utiliser la méthode de la variation de la constante. On écrit utilise (G.I5]) en supposant que
¢ est une fonction. On a donc
y(t) = c(t)e™ ", (6.18)
et
Y () = ¢ (Bebt — gc(t)e-ﬁt

et si on réinjecte dans ’équation différentielle, on a donc

b
V=l = ac/(t)efgt — a—c(t)efgt + bc(t)efg’5
a
et donc
ac (t)e"at = e~ ut
d’ou
/
t) ==
¢(H)=1,
et
t
c(t) = —+e¢,
a

ou ¢ est une (vraie) constante. Ainsi, d’aprés (618), on a

t
y(t) = <— +c) e ut, (6.19)
a
¢ étant déterminée par la condition initiale.
On peut aussi rechercher une solution particulieére 7(¢) = (at + 3) €?* ot « et 3 sont deux réels. On
a
7(t) = (v(at + ) +a) e,
et si on réinjecte ¥ et §’ dans I’équation différentielle de 1’énoncé, on obtient
(ayat + ayB + aa + bat +bB) et =7t
et donc,
(at(ay +b) + Blay +b) +aa) e’ = e
et puisque a7y + b (d’apres ([GI7)), on a

(ac) 7t = e

et donc
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et on retrouve donc (G19).

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.5.
Pour déterminer I'unique solution de I’équation différentielle
ay +by =0, (6.20)
oil a est un réel non nul et b un réel quelconque, on utilise la méme méthode que la section [[L1] de ’annexe [[]

du cours, rédigée ci-dessous.
On considére la fonction C définie par

C(t) = ex"y(t). (6.21)
On a alors successivement

c'(t) = (e*y(0))

a
et donc )
C'(t) = Eeﬁt (ay' () + by(t)) . (6.22)
Ainsi, d’apres ([622)), y est solution de ([6.20) ssi
C'(t)=0,
ce qui est équivalent a
z(t) = ¢,

ol ¢ est une constante. D’aprés ([6.21)), c’est donc équivalent a
y(t) = ce~at,
Equations différentielles a coefficients constants d’ordre deux
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.6.
On obtient
a) y(t) = Cle' + 02e*,
b) y(t) =e" (C1 sin(t) + C2 cos (t)),
c) y(t)=2e"(1+1).
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.7.
On obtient

y(t) = et </et /3 e 2tsint (t) + e 2 cos (t) dt + ' C1dt + CQ) .
On pourra ensuite passer en complexe pour trouver simplement une primitive de la fonction & déterminer.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.8.

(1) On obtient
y=C1e/?t 4 C2e 3,

(2) On obtient

4
y=e/?tC2 4 e3tC1 — 37 —8t—2t2—1/3¢3,

(3) On obtient
114 1 4
ol/2t 3 o3t U

— = —8t—2t2—1/3¢%.
y=7 21 3 8 /3
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Exercices sur la demi-vie et autres

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.9.
On pourra consulter les corrections des exercices [6.10} et [T
Voir par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Période_radioactive
e De fagon formelle, au bout d’une demi-vie, le nombre N est divisé par 2, donc au bout de deux demi-
vies, il est divisé par 4. Autrement dit, au bout de deux demi-vie, seul 25% du nombre initial est
présent.
e Montrons cela plus rigoureusement.
Notons N (t) et, sans perte de généralité, t = 0 I'instant initial ot N = N(0) = Ny. La résolution
classique de N'(t) = —AN(t) (voir par exemple |Bas22a, chapitre 5]) fournit :

N(t) = Noe™ . (6.23)
Or, la demi-vie, notée t; /5, correspond a
No
N (ti)2) = 5
ce qui donne
Noe*/\tlﬂ — &7
2
et donc, en utilisant (623
1
e Mz = 5 (6.24)

Au bout de t = 2t; /3, on a donc

N(t) — Noe*)‘(Qtl/Z) =Ny (e*Atl/z)Q,

vo-m(2) -2

On obtient donc 1/4 soit 25% du nombre initial est présent.

et donc, grace a (6.24)

REMARQUE 6.2. Remarquons que (6.24) est équivalent a

1
—)\t1/2 =In (5) = —11’12,

In2
lij2 = N (6.25)

soit encore

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.10.

On pourra consulter les corrections des exercices [6.9] [6.11] et T1.7

La grandeur x vérifie

2'(t) = da(t) on A e RY.
Notons, sans perte de généralité, ¢ = 0 I'instant initial ou 2 = x(0) = x¢. La résolution classique (voir par
exemple |Bas224, chapitre 5]) fournit :
z(t) = zoe. (6.26)

Le temps nécessaire pour doubler est la durée T telle que

x(T) = 2x¢ = zoeT,

ce qui donne

AT _ o

)
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et donc
In2
A= —
T )
ce qui réinjecté dans ([6.26) donne
(In2)t
z(t) =xpe T

Déterminons le temps 7 pour que la grandeur triple :
(In2)r
(1) =3x9g =z0¢ T

ce qui donne

(In2)7
e T =3,
et donc
In2
(DT)T —1n3,
et donc
T3
~ In2

Numériquement, on a 7 =~ 15,8 ans.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.11.

Exercice issu de |[MaclT].

On pourra consulter les corrections des exercices [6.9] et T2

On pourra consulter :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Décroissance_exponentielle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Période_radioactive
https://fr.wikipedia.org/wiki/Carbone_14

(1) Voir le résultat déja établi dans la remarque [6.2] rappelé ici :

In2
t1/2 = T

(6.27)

(6.28)

(2) Le nombre n(t) de désintégrations par seconde (ici At vaut une seconde), mesurable expérimentalement,

vérifie, & I'instant ¢ :
N(t+ At) — N(t)

et donc

soit encore

On a de méme

En divisant (630) par ([6.29), on a donc
n(0) — M
n(t)
qui est égal au nombre
816
7= 560”
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connu. De (625, [632), (631]),on déduit

In2
—t
ez =4,
et donc
In(y)
t= t1/9.
In2 1/2

Numériquement, ¢ =~ 3025 ans.
Applications a la mécanique

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.12.
Non corrigé

CORRECTION DE L'EXERCICE 6.13 (Résolution du flambement dans le cas raisonnant).
Sous matlab la résolution de ’edo sans condition aux bords donne :

K 0
v = sin (omegal x) C2 + cos (omegal x) C1 —1/2 cos (omegal x) z

omegal
Pour chercher
CORRECTION DE L'EXERCICE 6.14.
Cet exercice a été donné en examen (Automne 2022).
(1) On obtient successivement : la solution générale de ’équation homogéne associée (sans second

membre) :
Ya(t) = ce 3",

(c est une constante quelconque), une solution particuliére {Plus précisément, on cherche un polynéme
de degré 3 du type at + bt2 4 ct + d et si on réinjecte ce polynéme dans I’équation différentielle, on
obtient un systéme de quatre équations en a, b, ¢ et d que 'on résoud.} :

yp(t) =2/9+1/3t+1/3¢3;

la solution générale de I’équation différentielle donnée par y = yz + yp, soit ici :
y(t) =ce 3 +2/94+1/3t+1/3¢%;

et enfin, en utilisant la condition initiale, on détermine la valeur de ¢, ce qui donne

23
y(t) = —geﬁe—“ +2/94+1/3t+1/3t3

(2) (a) 11 est trés facile d’inventer une équation différentiellel] partant de sa solution. On suppose donc
connus tg, o € R, a € R et § une fonction vérifiant

y'(t) +ay(t) = f(1), (6.33a)

y(to) = yo. (6.33D)
La fonction f est tout simplement donnée par ([G.33al), lue & "I'envers", puisque vérifiée par § :

f) =7 (t) + ay(t). (6.34)

1. linéaire d’ordre un & coefficients constants pour étre précis.
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(b) Si f est connue, on résoud donc I’équation différentielle (G.33). On détermine d’abord y,, la solution
générale de I’équation homogeéne associée & ([6.33al) donnée donc par

Yo(t) = Ce™. (6.35)

Ensuite, il faut déterminer la solution de ([6:33]). Naturellement, méme si elle est possible, la méthode
de la variation de la constante est a proscrire, puisque ’on connait une solution particuliére de (6.33]),
justement donnée par g, connue! On sait donc que y la solution de ([G33]) est donnée par

y(t) = Ce " +4(t). (6.36)
On utilise enfin la condition initiale ([6.33D)
yo = y(to) = Ce™ " +(to),
et puisque ¥ vérifie aussi ([G.330), on a donc
yo = Ce™ 0 +7(tg) = Ce™ " +yp,

et donc
0= Ce %o,
d’ou
C=0,
et d’apres (G.30),
y(t) =y(t), (6.37)

ce qui est tout & fait normal!
(¢) Concluons par trois exemples.
EXEMPLE 6.3. Si on se donne
a =2,
to=1,
yt) =1+t +13,

on en déduit

I
Rl

Yo
et, d’apres (6.34),
f(t) =3t +3+2t+2¢,
et la résolution de 'équation différentielle ([6.33) qui s’écrit donc ici
y'(t) +2y(t) = 312 + 34+ 2% 4 2¢,
y(1) =3,
redonne bien y!
EXEMPLE 6.4. Si on se donne

a= -3,
to = 2,
y(t) =2 cos(t),
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on en déduit
Yo = 2 cos (2),

et, d’apres (634,
f(t) = —=2sin(t) — 6 cos(t),
et la résolution de 'équation différentielle (G33) qui s’écrit donc ici
y'(t) — 3y(t) = —2 sin (t) — 6 cos (t),
y(2) =2 cos (2),
redonne bien y !
EXEMPLE 6.5. Si on se donne
a =9,
to = 2,
7(t) = —29—3 e +2/9+1/3t+1/3¢%,
on en déduit
Yo =1,
et, d’apres (634,
ft) =1+ 4t +13
et la résolution de I'équation différentielle ([G.33) qui s’écrit donc ici
y'(8) +3y(t) =1+ ¢° + 1+ 17,
y(2) =1,
redonne bien y!

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.15.
Considérons I'équation différentielle

Vt € [r,+o0], 2ty'(t) —y(t) = 0. (6.38)
On a deux fagons de procéder.

(1) Soit, on raisonne comme dans la section [.2.3] du cours, en écrivant et en supposant y non nul (et par
exemple strictement positif)

y'(t) _ 1
y(t) 2t

= tuply = (3m1).
= (nlyl) = (Vi)

<« In(y) = ¢+ InV4t,

2y(t) — y(t) = 0 =

Y= echln N

In V2
<:>y:ecen‘/_,

)

—y=cVt

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



AUTRES TYPES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 80

od K = e On a donc
y(t) = cVt. (6.39)

(2) Soit on applique directement le résultat du lemme [.§ du cours. On sait, d’aprés le cours, en notant
a(t) = 2t et b(t) = —1, que y est solution de ([G38) ssi

y(t) = cem*®
ol ¢ est un réel et o une primitive de b/a = —1/(2t), soit

a(t) = —1/2m|t| = —1/2Int = — InV%.

On a donc
y(t) = cefo‘(t),
= ce™ ‘/E,
et donc
y(t) = eVt. (6.40)

oll ¢ est un réel quelconque.
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.16.
Non corrigé
Autres types d’'équations différentielles ordinaires

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.17.
Equation différentielle a variable séparable. Solution y(t) = Cx? — 1

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.18.
Non corrigé

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.19.
Solution y(z) = Ce=*"

CORRECTION DE L'EXERCICE 6.20 (Equation de Bernoulli).

(1) Siz=y'"™, ona

2 =1 —-n)yy "™ (6.41)
La ou y ne s’annulle pas et si n est différent de 1, ce qui est bien 'hypothése faite, ’équation
y'(t) = ay(t) + by" (1), (6.42)

est équivalente a
(L=n)y™"O)y'(t) = a(l —n)y " (H)y(t) +b(1 = n)y~"(t)y" (1),

et, d’apres (6.41]),
Z(t) = a(l —n)y "1 (t) + b(1 —n),

soit donc, encore & 1’équation différentielle :
2'(t) = a(l —n)z(t) + b(1 — n). (6.43)

Ainsi, on a transformé I’équation différentielle non linéaire de I’énoncé en équation différentielle linéaire
[643), qui se réécrit
2'(t) = az(t) + B, (6.44)
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ot a =a(l —n) et 8 =>b(1—n). On peut finir en utilisant la formule de Duhamel de 1’exercice de TD
61 question[3] ou en utilisant le fait qu'une solution particuliére de ([6.44]) est une constante K, égale
a —f/a = —b/a et donc la solution générale de ([6.44) est donnée par

2(t) = Ce®I—mt b (6.45)

a

(2) On on déduit alors y = 21/ (1=1) en vérifiant a posteriori qu’avec un choix correct de conditions initiales,
z est strictement positive.

(3) Le cas n = 0 correspond I'équation différentielle déja linéaire, cas pas trés intéressant :
Y =ay+b. (6.46)
Le cas n = 1 correspond a une équation différentielle déja linéaire, cas pas trés intéressant. Il donnerait
7 =az+0, (6.47)

ce qui est I’équation de départ.
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Suites

Etudes sommaires de suites définies par récurrence

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.1.

(1) (2)

(2)

Quelques valeurs obtenues sont données dans le tableau

On constate qu’a I’écran, le nombre obtenu "ne bouge plus". On obtient par exemple au bout de
n =91, (8.1)
itérations la valeur suivante & ’écran
L ~ 0.73908513321516067, (8.2)
Si ce nombre ne bouge plus, cela signifie que
L = cos(L). (8.3)

A chaque fois que 'on frappe sur la touche cos, on calcule le cosinus du nombre affiché précédem-
ment. Autrement dit on part de la valeur ug = 0.500, on obtient d’abord

ug = cos(uop),
puis

ug = cos(u1) = cos(cos(ug)),
puis

us = cos(ug) = cos(cos(cos(ug))).

et ... ainsi de suite. Autrement dit, on calcule les valeurs de la suite (u,) définie par

Up41 = COS Up, (8.4)
de sorte que
U, = cos(cos(cos(cos(cos(..... cos(up)))))), (8.5)
ou le cosinus est pris n fois.
Sur la figure 8] de 1’énoncé, on voit en fait chacune des valeurs wg, u, uz, .... de la suite (u,)

définie par (8.4).

On renvoie aux figures [8.1 page suivante et [8-2 page 84] (voir [DB21, chapitre "Equations non-

linéaires"|) ou sont tracées les premiéres valeurs de la suite (x,) définie par z,11 = g(zn). Ici, la

fonction g est égale au cosinus.

82



(4)
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Y
y=z
—
rT T
I e s sEEEEEEEE
1 ! 1 yzg(iﬂ)
Zo To T4 T5T3 X1

FIGURE 8.1. fonction g avec un point fixe et les premiers itérés de la suite définie par x,11 =
g(x,) (dans le cas ou la fonction g est décroissante, on parle du "colimagon").

Les valeurs obtenues sont données dans le tableau

Comme dans la question[Tal on constate qu’a ’écran, le nombre obtenu "ne bouge plus". On obtient
par exemple & bout de

n=>5, (8.6)

itérations la valeur suivante a I’écran
L ~=0.999847741531, (8.7)
Si ce nombre ne bouge plus, cela signifie que
L = cosq(L), (8.8)

otl, cette fois-ci, le cosinus, noté cosy est calculé en degré, ce qui n’est pas I'unité légale des mathém-
tiques. On se raméne au cas précédent de la question [Tal en constatant que

Yz, cosq(x) = cos (%) . (8.9)

La figure[R.2lde I’énoncé est en fait encore un colimagon comme indiqué en figures[BI]et[8.2 page suivante]
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Thg ..
R
L2 @ - |
T1@-------------- 1 |
y=g(z) | o
. o o x
To 1 T2 T3

FIGURE 8.2. fonction g avec un point fixe et les premiers itérés de la suite définie par x,11 =
g(zy) (dans le cas ou la fonction g est croissante, on parle de I""escalier").

C’est le méme principe, sauf que cette fois-ci la limite apparemment obtenue devrait vérifier
L = acos(L), (8.10)

avec « donnée par 'équation ([BI]) de ’énoncé.
Les valeurs obtenues sont données dans le tableau et semblent ne plus converger.

Si la suite définie par (84) est convergente vers une limite L, par continuité du cosinus (en radian)
on obtient en passant a la limite n — 400 dans ([84), 'équation ([B3]). De méme, par continuité du
cosinus (degré), on obtient (8.8]).

On peut montrer que 'équation (83)) n’a qu’une seule solution sur R. Voir la figure[8:3 page suivante]
ol sont tracées la droite d’équation y = x et la courbe d’équation y = cos(z).

De méme, on peut montrer que l’équation ([B8) n’a qu'une seule solution sur R. Voir la fi-

gure [8.4 page suivante| ol sont tracées la droite d’équation y = x et la courbe d’équation y = cosq(z).

Pour résoudre numériquement (c’est-a-dire approcher aussi prés que 'on veut) une équation du
type © = g(x), dite de point fixe, on construit donc des suites définies par récurrence, par la méthode
dite de point fixe : z,+1 = g(z,). Il existe des conditions suffisantes assurant cette convergence, qui
sont en fait vérifiées ici. Voir [DB21, chapitre "Equations non-linéaires", Proposition 3.19] ou, dans le
cas particulier étudié ici [DB21, annexe intitulée "Etude et calcul de I tel que [ = cosl sous la forme
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-6+ 4

FIGURE 8.3. La droite d’équation y = x et la courbe d’équation y = cos(z).

-15F 7

-2 I I I I I I
-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800

FIGURE 8.4. La droite d’équation y = x et la courbe d’équation y = cosg(z).

d’un probléme corrigé"]. Ces conditions suffisantes assurent aussi I'unicité et 'existence de la solution
des équations (B3] ou ().

Notons aussi que pour les simulations de la question 4] il n’y a plus apparemment convergence
vers une solution de I’équation (BI0), avec o donnée par ’équation (8] de 1’énoncé dont la solution
n’est plus unique, comme le montre la figure [8.5 page suivante] Les conditions suffisantes ne sont plus

valables. On pourrait méme essayer d'utiliser [DB21, chapitre "Equations non-linéaires", Proposition
3.12| pour montrer la divergence effective de la suite.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.2.
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15

-15 I I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

FIGURE 8.5. La droite d’équation y = x et la courbe d’équation y = « cos(x) pour a donné
par I’équation (BI) de I’énoncé.

Dans cet exercice, la suite u,, est définie cette fois-ci par

Up+1 = g(un)

A

VzeR, g(z)= % <x + E) . (8.11)

Les valeurs obtenues sont données dans le tableau

On obtient par exemple au bout de

n=>5, (8.12)
itérations la valeur suivante a I’écran
L ~ 3.162277660168, (8.13)
Comme précédemment, si ce nombre ne bouge plus, cela signifie que
L=g(L). (8.14)
Numuériquement, on constate que
L? =~ 10, (8.15)

soit, compte tenu des valeurs de I’énoncé
L=VA. (8.16)
On peut montrer que la suite (u, ) converge vers v/A. La méthode définie par (8IT) est appelée "méthode
de newton". Elle est censée converger vers une racine de la fonction donnée ici par

f(ZL'):Z'27A,
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qui sur R est unique et vaut VA. On peut montrer qu’elle converge trés rapidement. On peut effet constater
empiriquement cela en comparant les valeurs donnée par ([82]) et (8I2). Voir par exemple dans [DB21] : la
section "3.5 Méthode de Newton", la Proposition 3.54, 'exemple 3.48 ou 'annexe "Etude de la convergence
gobale de la suite definie par ug € R% et upy1 = 1/2(uyn + A/uy), sous la forme d'un probléme corrigé ou
encore [BMO03, Exercice 4.4].

Etude de suites
CORRECTION DE L’EXERCICE 8.3.

aut préciser que la suite est définie pour n > 2, a partir de laquelle le dénominateur est strictemen
1) 1l faut préci 1 ite est défini > 2,4 tir de 1 lle le dé inat t strict t
plus grand que 1 et donc non nul.
On a ici apparement une "forme indéterminée" du type
00

00
On la léve en factorisant ce qui 'emporte au numérateur et au dénominateur. On écrit successivement

no(cy n(1-S5)
D (1 )

| _ on

n

1 + (71)71

n
dont la limite vaut (1 —0)/(1 + 0) Ainsi, la suite converge et sa limite vaut 1.
(2) On a ici apparement une "double forme indéterminée" du type
+00 — 00
00

On la léve en factorisant ce qui 'emporte au numérateur et au dénominateur. On écrit successivement

3TL
3n42n 3n(1+ 2’
_
— 37’2,
1+ 27
-6y
1+(5)

dont la limite vaut (1 —0)/(1 + 0) (puisque la suite géométrique (%)n de rayon 2/3 €]0, 1] tend vers
0). Ainsi, la suite converge et sa limite vaut 1.

REMARQUE 8.1. On peut ici aussi écrire en utilisant les régles de comparaison du cours (8I3d) et
en écrivant
3" —2" 3"+ 0(3")
3n+2  3n42
_ 3" +0(1)
~ 37 (1+0(1))’
_ 14o0(1)
~ 1+o0(1)
qui tend vers 1 d’apres ’équation ([8I2al) du cours. Ce n’est pas trés pertinent ici, mais peut se révéler
utile dans d’autres cas plus subtils.
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(3) Nous proposons deux méthodes.
(a) On a ici apparemment une forme indéterminée du type
00 — 00

On a la léve en factorisant n dans chacun des deux termes. On écrit successivement

Vnt+1—vn= n(l—l—%)—\/ﬁ,

1
=V /1+——+/n,
n

on utilise alors le dl usuel de Pannexe [Al 1+ 2 = 1+ /2 + o(x) ou, ce qui revient au méme

Vitr=(0+2)"?=14+2/2+40(z) :
Z\/ﬁ(l—l—%—ko(%))—\/ﬁ,
— vt 3t v (L) - v

1 1
RN (ﬁ) |
qui tend vers zéro.
(b) Une astuce classique consiste a utiliser la "pseudo" quantité conjuguée et écrire successivement :
Vil vn= (Vn+1-n) (\/”—“‘1"'\/5)7
Vnt+1+yn
(Vati)’ - ()
Vit l+yn

n+1l—n

Vn+l1+yn
1

Vn+l1+yn

qui tend vers zéro.
(4) On écrit d’abord
1\" 1
(1 N _) _ enin(141) (8.17)

Grace au dl usuel on a

et donc
1
nln<1+—> 1+nx0<—)
n n
et donc
1
nln (1 + —) =1+o(1).
n
et donc
1
lim nln <1+—) =1 (8.18)
n—-+oo n
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Ainsi, grace a (8I7) et (8I8), on a la formule célébre :

1 n
lim (1 + —) —e. (8.19)
n

n—-+oo

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.4. (1) Lasuite u,, est bornée, ce qui s’écrit d’aprés la définition[8-IT page 57]

du cours
IMeRy, VneN, |u,| <M,

ce qui implique, dans le cas ol u,, est & valeurs réelles :
M eRy, VneN, wu,>-M. (8.20)
La suite (v,,) tend vers 400, ce qui s’écrit d’aprés la définition du cours
VAeR, INeN, n>N—uv, > A. (8.21)
Montrons que (u, + v,,) tend vers +o0o, ce qui s’écrit
VBER, IN€eN, n>N= u,+uv, > B. (8.22)
Fixons donc B € R. Appliquons (82])) avec A définie par
A= B+ M, (8.23)

Il existe donc N € N tel que
n>N=— v, > A.

et donc

n>N=— u, +v, > u, + A
et donc, d’apres (820)

n>N= u,+uv, >—-M+ A.
ce qui implique bien, d’aprés ([823))

n>N=—=u, +v, > B,

et (B22) est vraie.

(2) On peut supposer par exemple u,, minorée. En effet, dans le raisonnement de la question [I] on a utilisé
uniquement l'inéquation (820).

(3) Prenouns par exemple u, = 0 si n pair et u,, = —n si n impair et v, = 2n. Ainsi v,, tend vers +o0, u,
non minorée et u,, + v, = 2n si n pair et u, + v, = 2n —n = n si n impair, de sorte que u, + v, tend
vers I'infini.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.5. (1) Dans la définition de la convergence d’une suite donnée dans
Péquation (BI)) du cours, on considére, pour ¢ fixé, ’ensemble inclus dans N défini par
A.={neN, |u,—1]<e}, (8.24)

qui est un ensemble non vide et minoré, dont on admet (construction des entiers naturels) qu’il admet
un minorant (plus petit élément de 'ensemble). On choisit alors dans la définition (81)) du cours

N = N(e) =min A,, (8.25)
de sorte que I’équation (8I) du cours devient

Ve>0, 3N(E)EN, n>N= |u,—1|<e, (8.26)
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(2) Montrons l'équation ([83) de I’énoncé. La suite (u,) converge vers [ et est supposée non constante a
partir d’un certain rang. On a donc

VM eN, In>M, u,—1%0. (8.27)

Sinon, on aurait
M eN, VYVn>M, u,=I,
ce qui contredit 'aspect non constant a partir d’un certain rang de suite (uy,).
Soit donc A € N. D’apres (827 appliqué a A, il existe p vérifiant

p> A, (8.28)
tel que up, — 1 # 0. Posons n = |u, — I| > 0 et considérons I’ensemble inclus dans N
B={qeN, q>p+1, [|ug—I|<n},
qui est minoré par p 4+ 1 et non vide. En effet, s’il était vide, on aurait
Vgzp+ 1, Jug =1 >n#0,

ce qui est incompatible avec la convergence de la suite (u,) vers [. On considére donc » = min B. On a

donc
r>p+l, (8.29)
lu, — 1] <net
Yne{p+1,.,r—1} Ju,—1I>n (8.30)
Soit enfin € €]0,7]. On a
N(e) > (8.31)

Sinon, on aurait N(g) < r — 1 et donc par définition de N (e), on aurait
lur—1 =l <e<n
ce qui contredit (830). Bref, d’aprés (828), (829) et (831), on a
NE)zr=p+1zp=A,
et 'équation ([B3]) de I’énoncé est montrée.

(3) Pour la suite u,, = asin(1/n) avec n € N*, qui tend vers 0, on a a # 0 (sinon la suite est constante).
Pour tout &€ > 0, N(e) est défini par (824) et (827). L’équation ([824]) est ici équivalente a

(1)
sin (%)'§|a|<5

A= {n eN', |l

(a) Sie > lal, on a pour tout n € N*

lal
et donc
N(e) = 1. (8.32)
(b) Sie < |al, on a pour tout n € N*
(1 . (1 €
lal|sin [ — || <e <= [sin| — || < —,
n n |al
et puisque n < 1, c’est équivalent a
, (1) €
sin| — | < —
n) = lal
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et donc

SRS

. €
< arcsin (—)
|a

1

arcsin | &
lal

et donc

n =

On a donc, puisque N () est un entier

1
NE) = |———], (8.33)
arcsin (ﬁ)
ou pour tout réel X,
[X] est le plus petit entier supérieur ou égal a X. (8.34)

On peut vérifier, d’aprés (833) que N(e) — 400 quand € — 0.
CORRECTION DE L’EXERCICE 8.6. (1) Si limp_yo0 nuy, = 0, alors u, = o(1/n) et la suite tend vers
Zér0.
(2) Silimy oo nuy =1, 0n a u, = €,/n ol &, tend vers un et donc la suite tend vers zéro.
(3) Si limy,—yo0 N, = +00, on ne peut rien dire. Par exemple, u,, = 1/+/n tend vers zéro et w, = n tend

vers l'infini.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.7.
Définissons ¢, par €, = u2 — X avec €, — 0. On a donc X + &, = u2 et a la limite A > 0. On a aussi

Up = VA + en.
Si A > 0, on a donc /&, + A qui tend vers VA > 0. Mais, /X + &, n’ a donc pas nécessairement de
limite, si le signe change par exemple comme (—1)™. Au contraire si A =0, on a u,, = /A + ¢, = £,/6, — 0.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.8. D’aprés le théoréme de la limite par encadrement :

0 < upvy <uyp < 1= uconverge et tend vers 1.

Il en est de méme pour v en échangeant les roles de u et v.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.9.
[Mon90, exercice 3.6.1 h)]

(1) On a

"1 1
il = § — — —2Vn+2,
tnt ( k>+\/n—+1 n

et donc

1
Uptl — Up = ——= — 2vVn+ 2+ 2vV/n + 1,
+ NoES|

:_527(1_2 (n+ D +2) +2(n+ 1)),

1
7=

On a deux fagons possibles (presques équivalentes) de conclure.

2n +3 -2 (n+1)(n+2))
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(a) Soit, on écrit que up4+1 — u, > 0 est équivalent a
2n+3-2y/(n+1)(n+2)>0,

ce qui est successivement équivalent & (puisque tout est positif)

2n+3>2/(nt )(n+2) <= Cn+3)?2 > (2y/[n+ Din+ 2))2,
= 4n? +12n+9 > 4(n+1)(n +2),
= 4n® 4+ 12049 > 4n® + 12n + 8,
—1>0,
ce qui est vrai.

(b) Soit, on utilise I'astuce classique

A% — B?
VA,B e R* A-B=——— 8.35
) € 4+ A+B ) ( )
obtenu en écrivant 4 (A )
- B)(A+ B
A-B=~— "~ =
A+ B
Notons que si A = y/a et B = Vb ou a,b € R7, on obtient I'astuce dite de la "pseudo quantité
conjuguée" :
a—b
Va,beR%:, Va— Vb= ———. 8.36)
* Va-+ b (
On a alors
! (2 +3-2y/(n+1)( +2))
Upy1 — Uy = —— (2n — n n ,
i N
et en utilisant ([834) avec A =2n+3 et B=2/(n+1)(n+2)
1 2
= (2n+3)>—4(n+1)(n+2)),
NS (2n+3+2«/(n+1)(n+2))
1
= (4n* +12n+9 — 4n® — 12n — 8),
NoES (2n—|— 1+2/n+D)n+ 2))
1

= > 0,

Vi (2n 4242/ T D +2))

Ainsi, la suite u,, est croissante.

(2) On a de méme

"1 1
Un41 = (Z —) + — —-2vn+1,

k=1 k 7’L+1
et donc
1
vn+1—vn:\/n_+1—2\/n+1+2\/ﬁ,
1
- 1-2(n+1)+2 +1),
m( (n+1)+2/n(n +1)
1
_ n+1(2n+1—2\/n(n+1)),

Comme précédement, on a deux possibilités :
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(a) Soit, on écrit
Unt1 —Up < 0<=2n+1-2y/n(n+1) >0,
<= 2n+1>2y/n(n+1),
2
= (2n+1)? > (2 n(n + 1)) ,

= 4n® +4n+1 > 4n? + 4n,

<~ 1>0.
(b) Soit, grace a (836)
1
Upg1 — Up = (2n+1)> —4n(n+1)),
NS (2n +142/n(n+ 2))
= ! (4n* +4n +1 —4n® — 4n),
nFd <2n +1+2y/nln+ 2))
1

= < 0.

\/—<2n+1+2\/n7+2)

Ainsi, la suite v, est décroissante.

(3) Enfin, on a

Up — Up = =20 + 1 4+ 2¢/n,
=2(Vn—vn+1),

On a encore deux possibilités.

un—vn:2\/ﬁ<1— n:1>7
2\/ﬁ<1\/1+%>,

et on utilise le dlde v1+h =1+ h/2+0(h) en0:

s Ea(l))

el )
()
()
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(b) Soit, plus rapidement cette fois, on utilise de nouveau I’équation (835)

un—vn:2(\/ﬁ—\/n+1),

_o n—(n+1)
V4 vn+1
n—(n+1)

T Vn+Vn+1
2

T Vnt+vn+1

qui tend vers 0.
Compte tenu de ces trois points, les deux suites u,, et v, sont adjacentes et d’aprés la proposition .19
elles convergent vers la méme limite.
Etude de suites (exercices facultatif)
CORRECTION DE L’EXERCICE 8.10.

(1) Montrons par récurrence sur n que

0 < |up| < 1.
Cela est vrai pour n = (. Fixons n et supposons maintenant que

0 < |un| < 1. (8.37)
Alors uy,11 est défini. Rappelons I'inégalité triangulaire

Va,b € C, l|a—b|=|la] —b]l,
qui implique en particulier
[t — 2] > 2 = |uy], (8.38)

et d’apres (837), il vient donc
lup — 2| >2—1=1,

et donc
1
On a donc d’apres (B37T) et (839) :
|
ntll = 57— — <1,
|u +1| |2 — un|

et |un+1| < 1 et non nul (sinon w,, serait nul). Ainsi, pour tout n, u,, existe et
0 < |up| < 1.
On a ensuite, en utilisant de nouveau (839),
1
- }2 — Uy

Un+1
Un

<1,

et donc la suite |u,| décroit et admet une limite ! dans [0, 1].
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La suite|u,| étant strictement décroissante, on a, pour tout n, |u,| < |ug|. Donc, en utilisant de
nouveau (839) pour n = 0, on peut successivement écrire :

|un+1| =

Unp
2 —uy,

||

|un|
2 — |uol’

=7 |un|

)

2 — |ug|’

o r =1/(2 — |up|) qui est un nombre dans [0, 1[, puisque 2 — |ug| > 1. Par récurrence, on en déduit

que, pour tout n,

et donc, |u,| tend vers zéro.

(2) On en déduit que u, tend vers zéro.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.11.

[un| < 7"fuol,

(1) Puisque uy tend vers [, il existe Ny tel que

Vp > Ny,

lup — 1| <

3
5

Puisque limy, 400 Y pq Ak = +00, & N7 fixé, il existe N» tel que

¥n > Ny, iAkzzz

k=1 k=1

Ny

|uk — l|>\k

Ainsi, on a successivement, pour n > N = max(Ny, Na),

Z )\kuk — l)\k
k=1

n

Z)\kuk

—

L=

Ak
k=1

3
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(2) Cela généralise la convergence de Cesaro, correspondant a A, = 1 qui donne si

lim wu, =10€C.

n—-+oo

alors
1 n
li — =1.
i 7 2 e =
k=1
(3) Prenons la suite (uy),, oy~ définie par
0 sin est pair,
Up =
1 sin est impair,
qui ne converge clairement pas. Cependant on a
1 z": =1(n/2)=3 si n est pair,
=N
n L((n-1)/2)=1(n—1)/n sin est impair,

et donc

et, au sens de Cesaro, u,, converge vers 1/2.

Calculs explicites de sommes

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.12.
On peut calculer cette somme de trois fagons différentes.

(1) En connaissant le résultat a ’avance, on peut montrer que cette somme vaut le résultat attendu par

récurrence. Cette preuve est laissée au lecteur.

(2) Mieux, on peut la retrouver de deux fagons différentes en utilisant les deux méthodes proposées dans
le cours au point [Bal page [63] présentées ici dans le cas particulier p = 2.

(a) (i) On choisit P sous la forme
P=an®+bn*+cn

L’équation P(i + 1) — P(i) = % fournit les 3 équations suivantes

a+b+c=0,
3a+2b=0,
3a—1=0,
que 'on résoud ; on trouve
a=1/3,
b=-1/2,
c=1/6.

Ainsi, on a
P=1/3n>—-1/2n?+1/6n,
et en factorisant

P=1/6n(2n—1)(n—1).
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(ii) En sommant toutes les équations, on a donc
0°+12+2*+ .. +n®=P(n+1) - P(0),
et donc
P=1/6(n+1)2n+1)n.
(iii) Sous matlab, on peut aussi taper :

syms k n;
factor (symsum(k~2,1,n))

ce qui redonne le méme résultat :
P=1/6(n+1)2n+1)n.

(b) On écrit par somme téléscopique
n

S (k+1)° =k =(n+1)° - 1.
k=1

On développe le terme de gauche :

DR 43k 43k +1 -k = (n+1)° -1,
k=1

et donc
n

3Zk2:—3ikz—n+(n+1)3—1.

k=1 k=1

Connaissant la somme »_,_, k, on en déduit la somme »_;'_, k*.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.13.
On peut calculer cette somme de trois fagons différentes.

(1) En connaissant le résultat a 'avance, on peut montrer que cette somme vaut le résultat attendu par

récurrence. Cette preuve est laissée au lecteur.

(2) Mieux, on peut la retrouver de deux fagons différentes en utilisant les deux méthodes proposées dans
le cours au point bal page [63] présentées ici dans le cas particulier p = 3.

(a) (i) On choisit P sous la forme
P =an* +bn®+ cn® + dn
L’équation P(i + 1) — P(i) = i* fournit les 3 équations suivantes
a+b+c+d=0,
4a+3b+2c=0,

6a+3b=0,
4a—-1=0,
que l'on résoud ; on trouve
a=1/4,
b=—1/2,
c=1/4,
d=
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Ainsi, on a
P=1/4n"—1/2n% 4+ 1/4n?,
et en factorisant
P=1/4n%(n—1)*.

(ii) En sommant toutes les équations, on a donc
0*+13+2%+ .. +n®=P(n+1)— P(0),

et donc
P=1/4 (n+1)n>

(iii) Sous matlab, on peut aussi taper :

syms k n;
factor (symsum(k~3,1,n))

ce qui redonne le méme résultat :
P=1/4 (n+1)*n?.

(b) On écrit par somme téléscopique

zn:(k+1)4—k4:(n+1)4—1.

On développe le terme de gauche :

SOk AR 46k + 4k +1 -k = (n+1)° -1,
k=1

42%15”:fﬁik274ik—n+(n+1)3f1,
k=1 k=1 k=1

2

et donc

3

Connaissant la somme Y, _, k et > ,_; k? on en déduit la somme > ;_, k®.

Suites arithmético-géométriques

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.14.
La correction est en partie aussi extraite de https://fr.wikipedia.org/wiki/Tours_de_Hano}C3}%AF

(1) Soient A, B et C les trois emplacements des tours; notons u, le nombre de déplacements de disques
nécessaires au déplacement d’une tour compléte. Pour déplacer une tour de n disques de A vers C (en
passant par la tour intermédiaire B) on effectue ces trois étapes :

— déplacer la tour des n — 1 premiers disques de A vers B, en passant par la tour intermédiaire C
(étape qui nécessite u,_1 déplacements);

— déplacer le plus grand disque de A vers C (un déplacement supplémentaire) ;

— déplacer la tour des n — 1 premiers disques de B vers C, en passant par la tour intermédiaire A (a
nouveau u,—1 déplacements).

Le nombre de déplacements de disques vérifie donc la relation de récurrence :

Vn>1, u,=2u,_1+1. (8.40)
Sin =0, il n’y a aucun disque & déplacer et donc

up = 0. (8.41)
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La suite (uy) est donc arithmético-géométrique. Ainsi, grace a (840) et (BAI) et au lemme BZ3] du

cours,onaaveca =2, b=1et ug =0, 0n a

up =a" | u U + b
e 0T 14 1—a’

=27 x (1) -1,

et donc
Vn>0, wu,=2"-1.

(8.42)

(2) Pour déplacer la tour de n disques de A vers C, on devra forcément, & un moment ou & un autre,
déplacer le plus grand disque de A vers C, et pour ce faire, on devra avoir empilé les n — 1 premiers

disques en B.

Approximations de 7

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.15.
On renvoie a la section [M.2| du cours.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.16.
On renvoie a la section [M.3] du cours.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.17.
On renvoie & la section [M.4] du cours.
Emprunts bancaires

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.18.

On renvoie & I’annexe du cours, rappelée ici :

Emprunt hors assurance

Théorie.

On emprunte une somme que ’on rembourse mois par mois & mensualité et a taux constants.

On appelle S la somme empruntée et 7 le taux d’emprunt (hors assurance) annuel, supposé constant et m

la mensualité, supposée constante.

Au bout du n-iéme mois (n € N), on appelle &, le capital di. Initialement, pour n = 0, on doit le capital

ko.

A partir du premier mois, on rembourse, chaque mois, la mensualité, qui se décompose en un intérét et

un amortissement, qui représente le remboursement du capital (hors intérét). On note done, pour n € N*| 4,
Iintérét relatif au capital k,, et a,, 'amortissement remboursé au n-iéme mois. L’emprunt cessera lorsque le

capital k, devient négatif ou nul.
Traduisons tout cela. Initialement, on a emprunté la somme S :

ko =S.
On suppose que

le capital décroit, mois par mois,

1l finit par dévenir négatif

Nous vérifierons ’hypothése [844) a posteriori. Ainsi, on peut définir ng par

on note ng le plus grand entier tel que k,, > 0.
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On a donc
Vn €{0,...,n0}, kn >0, (8.46)
Vn € {0,...,n0— 1}, kn > kny1, (8.47)
feng 41 < 0. (8.48)

Puisque la mensualité se décompose en un intérét et un amortissement, on a
Vn € {0,..,n0}, m=rin+ an. (8.49)
Par définition de I’amortissement, on a
Vn € {0,...,n0}, knt1=kn— an. (8.50)

Par définition du taux annuel 7, on a

Tk
V€ {0, om0}, i = ot (8.51)
D’apres ([849), (B50) et (B5I), on a successivement
Vn € {0,...,n0}t, kny1 =kn — an,
=kp —m + iy,
Tkn,
=k, — —_—.
T
Il vient donc
Vn € {0,...,n0}t, kny1 =k, (1 + %) —m. (8.52)
Si on pose
.
=14 —= 8.53
p=1+13 (8.53)
on constate que (kn)ocp<n, 1 €St une suite arithmético-géométrique. On renvoie au lemme du
cours que l'on utilise avec a = p # 1, b = —m et la condition initiale (843). On a
b m  12m
l—a 15 oo
b 12
ug — = S - —m
1—a T
On a donc
Vn € {0,...,n0+ 1}, kn=p"(ko—K)+ K,
et donc
T\" 12m 12m
Il est important de noter que ’on a
ST
— < m. 8.55
Cela signifie que la mensualité remboursée est supérieure a la somme S7/12 qui correspond a I'intérét mensuel lié
a la somme S empruntée. On rembourse bien au moins ce qu’il faut. En effet, d’aprés (851]), on a ig = % = %

et donc m > ig.
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Montrons maintenant que la suite k,, est décroissante. On a d’aprés (854)

A T
=(1+5) (Sme)(leEl)
:(1+L)”L(5_12_m)
12) 12 )
(1+%)n<%m)

qui est bien strictement négatif d’aprés ([855). L’hypothése ([844al) est donc bien vérifiée. Vérifions maintenant

(8.44D). On a d’une part, d’aprés (8.54)

ko:(1+12) (Sm7m>+127m’

ST
= S + ﬁ m,
T
=5 (1+153) —m.
et donc
ko > 0. (8.56)
ssi
-
m< S (1 + E) . (8.57)

Cette condition fixe la mensualité maximale initiale et sera toujours implicitement vérifiée. Sinon, il suffira de
poser ng = 0 : cela signifie qu’on rembourse tout dés le début ! D’autre part, compte tenu de (8353]), on aE

lim k, = —oc. (8.58)

n—-+o0o

Ainsi, (8:44D), (B56) et (858) impliquent bien (8.445).

Calculons donc maintenant ng en utilisant (846]) et (848) : ng vérifie donc
kno >0et kn0+1 S 0,

ce qui est équivalent a

no 12 12
(1+ ) [l I L) (8.59)
12 T T
T \notl 12m 12m
1 —) L B} 8.60
( T < T ) - (8.60)
Ce systéme d’inéquations est équivalent &
In(1— S
ng < ( 127n)7
In(1+ %)
1 _ St
no+1> n( 12m)
In(1+ %)
Ces deux inéquations sont équivalentes a
In(1— S
ng <1+ ( 12m)<1 ng ;
In (1+ %)

1. D’un point de vue mathématique, la suite ky, est définie pour n € N, mais en pratique, on s’arrétera pour l'entier ng défini

par (E45).

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



EMPRUNTS BANCAIRES 102

on a donc <
no = —E (1 + M) . (8.61)
In(1+ %)
On vérifie que
ng > 0. (8.62)
Au bout de ng + 1 mois, le capital k,,4+1 est négatif ou nul. On ne s’intéressera donc qu’aux suites (an)ogngno’

(i”)OSngno et (kn)ogngngﬂv avec kp,+1 < 0.

D’aprés (851 et (854), on a
, , TN\ (ST
Vi€ {0, o}, in= - = (1 + E) <E - m> +m. (8.63)
D’apres (8.49), on a donc

12 12
Le cotit de 'emprunt est égal & la somme des intéréts. On peut calculer cette somme en utilisant [’équation

Vi€ {0, n0}, an = (1 " l)" (m - ﬁ) . (8.64)

B33) du cours et la relation ([B63)). Mais plus simplement, le cotit de 'emprunt est égal & ce qu’on a donné a
la banque otée de ce qu’elle nous a donné; on a payé pendant les mois 0 & ny une mensualité m et donc

C=m(no+1)—8S. (8.65)

Récapitulons tous ces résultats : on se donne
e Une somme & emprunter S > 0;
e un taux annuel 7;
e une mensualité m.

On suppose que

ST <

— <m
12 '
ce qui traduit que l'intérét de la somme S sur un mois est inférieur a la mensualité.

Sous cette hypothése,

‘16 crédit cesse au np-iéme mois. ‘ (8.66)
avec
1 _ ST
no=-n (1420
On a alors
sin =0,
n 12 12
Vi€ {0,.no+ 1}, k= (1+1) <S—m) + 27 1 < n <y,
12 T T
0 sin=mng+ 1.

On a aussi amortissement

Yn €{0,..,n0}, an= (1 + L)n (m &)

et I'intérét

Yn €{0,..,n0}, in= (1 + %)n <ﬁ m) +m

On a enfin le cott total du crédit :

‘C:m(noJrl)fS.‘
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En pratique.
En pratique, pour simplifier le calcul, les banques calcule une mensualité de telle sorte que le dernier
capital restant da, ky,+1, soit exactement nul.
Les variables d’entrée sont
e Une somme & emprunter S > 0;
e un taux annuel 7;
e le nombre d’année ou le nombre de mois ng.
On calcule alors la mensualité m en écrivant, grace a (8.60) que le capital restant di k,,,4+1 est exactement

no+1 12 12
(e 2y (s ) 12y
T T

12 T\ notl T \"otl
B0 ) ) =500 )
mf( T ) SACRETD
S+ 1)
\no+1
%((1+E) ’ —1)

ST/12

nul, ce qui fournit

et donc

soit encore

soit encore

_ (1+1_T2)"0+1

Les tableaux d’amortissement des banques sont donnés sous la forme suivante :

| mois | intérét | amortissement | capital restant dii | mensualité
0 (avant le début) 0 0 ko=2S
1 (premier mois du crédit) 10 ao ko=S m
2 i1 a k1 m
j + 1 ij 0,]' kj m
no Z.n071 Apy—1 kno >0 m
ng + 1 (dernier mois du crédit) | in, Ung kno+1 =0 m

On peut donc remplacer en fait la définition (B.66) par

‘ le crédit cesse au ng + 1-iéme mois. ‘ (8.67)

Dans ce cas,

‘la durée en mois du crédit est ng + 1. ‘ (8.68)

REMARQUE 8.2. Parfois, les calculs des banques sont 1égérement différents, dans la mesure ou ils tiennent
compte, pour ne pas perdre un centime, du fait que les mois n’ont pas le méme nombre de jours.

Voir la fonction matlab emprunt_brut dont les principaux paramétres d’entrée sont
— S : capital emprunté

— tau : tau nominal annuel annoncé sans assurance, en

— nOan : nombre d’années

Par exemple, si on tape

[m,C,capitalan,capitalmois,amortissement,interet]=emprunt_brut(100,4,1)
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on obtient

m:
8.5150

2.1799
capitalan =
100 0
capitalmois =
100.0000 91.8183
42.1525 33.7780

amortissement =
0 8.1817
8.3467
interet =
0 0.3333
0.1683

et si 'on tape

EMPRUNTS BANCAIRES

83.6094 75.3731 67.1094 58.8181 50.4992
25.3756 16.9452 8.4867 0O

8.2089 8.2363
8.3745 8.4024

0.3061 0.2787
0.1405 0.1126

8.2637
8.4304

0.2512
0.0846

8.2913 8.3189
8.4585 8.4867

0.2237 0.1961
0.0565 0.0283

104

[m,C,capitalan,capitalmois,amortissement,interet]=emprunt_brut(100,4,1, ’exemple’, ’exemple’)

qui fournit 'exemple joint exemple.ods.

Emprunt avec assurance et divers frais

Les divers frais sont souvent

— assurance : assurance en %, sur le montant réellement emprunté (a payer par an);

— frais de dossier, fixes a payer en début d’emprunt;

— caution & payer en début d’emprunt (sur fonds propres) ;

— pourcentage de la caution a récupérer en fin d’emprunt.

Parfois, une restitution est & prévoir en fin de préts, comme pourcentage de la caution.

Voir la fonction matlab emprunt_tot.
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B

[ un

0.50000000000000000

0.87758256189037276

0.63901249416525918

0.80268510068233490

0.69477802678800615

0.76819583128201607

0.71916544594241905

0.75235575942152699

0.73008106313782328

QOO N W N~ O

0.74512034135144012

—
o

0.73500630901484310

—_
—_

0.74182652264324589

—
[\

0.73723572544223137

—_
w

0.74032965187826316

—_
S

0.73824623833223346

—_
ot

0.73964996276966122

—
[=p)

0.73870453935698333

—
N

0.73934145228121007

—_
oo

0.73891244933210309

—
Ne)

0.73908513321495428

EN|
—_

0.73908513321529967

N}
[\

0.73908513321506697

N
w

0.73908513321522373

\]
o~

0.73908513321511815

N
ot

0.73908513321518932

N}
D

0.73908513321514135

EN|
EN|

0.73908513321517366

N}
oo

0.73908513321515190

N}
Nej

0.73908513321516656

0]
o

0.73908513321515668

oo
—

0.73908513321516334

oo
[\

0.73908513321515878

oo
w

0.73908513321516189

[0
i~

0.73908513321515978

oo
ot

0.73908513321516123

0]
D

0.73908513321516023

0]
3

0.73908513321516089

Qo
oo

0.73908513321516045

oo
Ne)

0.73908513321516078

N}
e

0.73908513321516056

Nej
—_

0.73908513321516067

TABLE 8
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[n ] un

0 | 0.50000000000000000
0.99996192306417131
0.99984770675447954
0.99984774154167955
0.99984774153108491
0.99984774153108813

QU =W N

TABLE 8.2. Valeurs des u,,
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[_n]

Un

960

—0.39252810813346917

961

0.01709652355560079

962

—0.13841024496743792

963

0.29183275341131243

964

—0.61458112769659912

965

0.19578318219309149

966

0.74599921739944008

967

0.69792381355280064

968

0.77924069000684659

969

—0.81634203521077964

970

0.99888602857802800

971

0.80068291191035756

972

—0.04230884291813360

973

—0.46311330340681173

974

—0.68764239023176221

975

0.93909831541030309

976

0.94343697362904977

977

0.99540341786830289

978

0.54816880285827974

979

—0.16029662048822010

980

—0.94869966900474068

981

0.81260561676607823

982

0.91274311032715405

983

—0.98590040533477319

984

—0.36173481780615185

985

0.04515090943344951

986

—0.19602050522267125

987

0.72998617742947691

988

—0.73712748744212753

989

—0.11442742043683374

990

0.43241350716530619

991

0.73783005926722589

992

—0.04440682487894716

993

—0.26837571531086007

994

—0.13363301346525669

995

0.69890518223810516

996

0.71408519667594783

997

—0.66140086247107910

998

—0.98614756857104824

999

—0.33858411848328235

1000

—0.76541694909351332

TABLE 8.3. Derniéres valeurs des u,

2023-2024 Automne Informatique 3A
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[ ] un

0 | 5.00000000000000000
3.50000000000000000
3.17857142857142880
3.16231942215088280
3.16227766044413630
3.16227766016837910

QU =W N =

TABLE 8.4. Valeurs des u,,
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 9
Séries

Etude de séries par calculs directs de somme
CORRECTION DE L’EXERCICE 9.1.
(1) On vérifie que le terme général de la série est défini pour n > 2.
On a
1 -1
(400D

n2
donc

iu”:iln((nﬂ)g@_n)

O ((NFD)(N—1)N(N-2) (N—1)(N—-3) 5x34x23x1

‘1“,[[2( N? (N—-1)2  (N—2)2 7 42 32 22)’

] N (N 4+ 1) (N—b N(N—2) (N—H(N—3} 5x34x23x1

= n7:£I2< N_2 (N_l_—g) (N_z)% 4_2 32 2% ),
N+1

:h’(W)

dont la limite vaut —In2 quand N tend vers l'infini. la somme de la série vaut donc — In 2.

(2) Oui, en utilisant ce qui suit.

En utilisant les dl de I’annexe[A] on a

dont on déduit

Un ~ Unv
ou

Up = ——5

(9.1a)

(9.1b)

La série de terme général v, est convergente (somme de Riemmann, voir exemple du
cours). En utilisant la proposition [I.T7] page [T7] (aussi valable pour des séries & termes négatifs ou en

prenant les opposés), on déduit de (@) la convergence de la série de terme général u,,.

109
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REMARQUE 9.1. On est dans un cas rare ou il est possible d’expliciter la somme partielle S,, et de montrer

qu’elle admet une limite quand n tend vers 'infini. De fagon plus générale, ce n’est pas possible et il important

de savoir utiliser les techniques du cours (ici, on est passé par un équivalent) pour étudier le comportement

d’une série. Méme si le calcul de la somme est possible, on essaye si possible d’étudier, d’abord le comportement

de la série.

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.2.
Cet exercice a été donné en examen a 'automne 2022.

(1) Nous avons deux fagons de faire.

()

La plus simple consiste a partir du terme de droite et de le réduire au méme dénominateur pour
retrouver le terme de gauche : On écrit successivement

1 1 1 12 +ar+l-—a?4ax—1
2\z2—z+1 a224x+1) 2@2—2z+D(22+2+1)
x
ettt —ad—a?—r+a?+a+ 1
x
Coxt a2 41

ce qui est le résultat voulu.

La plus subtile est la suivante. Elle permet, connaissant le terme de gauche de trouver ’expression de
droite. Il s’agit en fait d’une classique décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.
La forme dune telle décomposition est par exemple donnée dans la section [E.1] de I’annexe [E] du
cours. On pourra aussi consulter par exemple [RDO93, section 7.3].

i) Remarquons tout d’abord que le dénominateur est strictement positif donc la fraction est définie
i) R tout d’abord le dé inat t strict t itif d la fracti t défini
sur R.

Factorisons tout d’abord le dénominateur.
On a
X'+ X2 +1=(X"-X+1)(X*+ X +1)
En effet, on procéde comme au début de la mise sous forme canonique d’un polynéme du second
degré :
X X2 4+1=X"4+2X2+1- X2,
_ (X2 + 1)2 —XQ,
=(X*+1-X) (X?+1+X).
On peut vérifier que les discriminants des deux polyndmes sont tous les deux strictement négatifs
(ce que la théorie des polyndmes irréductibles pouvait prévoir!).

On aurait pu aussi décomposer le polynéme dans C calculant les quatre racines complexes et les
regrouper ensuite deux par deux pour obtenir I’expression ci-dessus mais c¢’est beaucoup plus
fastidieux.

On a donc finalement

Ve eR, a'+2°+1=(*—2+1)(2®+2+1). (9.2)

(ii) La théorie de la décomposition en éléments simples nous apprend ensuite qu’il existe a, b, ¢ et
d quatre réels tels que

T axr +b cx+d
Vz € R, = + . 9.3
14+22+24 22—-2+1 22+z2+1 (9:3)

La encore, deux facons de faire.
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(A) Une premiére fagon de faire, peu élégante et source d’erreur de calcul, consiste & réduire au

méme dénominateur le terme de droite de (@3] d’obtenir un numérateur sous la forme d’un
polyndéme de degré 4, dont les coefficients dépendent de a, b, ¢ et d. On identifie avec le
numérateur du terme de gauche, on obtient un systéme linéaire de quatre équations a quatre
inconnues, que l'on résoud pour obtenir :

a =0, (9.4a)
1
_1 4
b 5 (9.4Db)
c=0, (9.4c)
1
d= —5 (9.4d)

et donc finalement, d’aprés ([@.3))

T 1 1 1
VieR, ————=< — . 9.5
rer 1+ 22+ 24 2<x2—x+1 x2+x+1> (9:5)

Plus subtilement, on utilise la méthode d’identification de la théorie de la décomposition en
éléments simples.

— Multiplions de part et d’autre de I'égalité (@.3) par x

x? azx? + bz cx? + dx
Vr € R, = + ,
1+22 424 22—2+1 2242+1

et faisons tendre x vers l'infini, ce qui donne

a+c=0. (9.6)

On a, en remplagant z par —z dans ([@.3))

— —axr+b —cx+d
14+224+24 224241 22—2+4+1’

et donc
T cr—d ar —b

= + ,
1+a22+2* 22—2+41 22+42x+1
et en identifiant avec ([@3)) et en utilisant l'unicité de la décomposition en éléments

simples :
c=a, (9.7a)
b= —d. (9.7b)
Les équations (0.0]) et (@.7a)) nous donnent ([@.4a) et (9.4d).

Evaluons par exemple (@3] en 2 = 1 ce qui donne en prenant en compte (@.4a) et ([©.4d) :

1 d

S _pa 2

3 + 3’
ce qui nous donne avec (9.7D])

1 b

Sy 2

3 37
et donc (@.4D). puis

d 1

S

3 3 ’

et donc ([@.4d). Bref, on retrouve donc ([@.4) et donc ([@.5)
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(2) Utilisons le résultat (9.5 pour exprimer autrement S,

n

:Z 4
p:11+p +p
o 1
=2 p*erl CPP+p+l)]

et on remarque que p> —p+1=(p—1)2+(p—1)+1:

M s
2 —124+@p-1)+1 p’+p+1)’

1< 1 1
2 (Z G-I G D1 ‘Zm>

n n—1
1 1 1 1
— 1+§ ,E — ,
2( (p—1)2+(p—1)+1 p:1p2+P+1 n2+n+1>

n—1 1 n—1 1 1
= 1+ — — ,
p,z::l( )2+ +1 ;p2+p+1 n?+n+1
1 1
2 n2+n+1
Bref,
Vn €Nk, Sp— - ! 9.8)
n * n==— ———. .
’ 2 2(n?+n+1)

(3) On déduit de ([@.8]) en passant & n — +o0o la valeur de la somme S définie par

+oo » 1
S=» ———— =_.
pz::l 1+p2+pt 2

(4) Comme dans la remarque on aurait pu s’assurer, avant tout calcul, de la convergence de
la série en remarquant que

P _ P
Lt p4<p%+p%+1)’
1 1
P R4

11
T pPl+0(1)
1

P’

correspondant & une série de Riemann convergente.
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Autour des séries géométriques

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.3.
Cet exercice a été donné en examen a I’Autommne 2021.
Exercice issu de [BMO03, exercice 1.1] auquel on renvoie.

On
Enoncé

(1)

(2)

Corrigé

(1)

(2)

donne I’énoncé exact et son corrigé.

Montrer qu’en base 10, on aH
1=0,999....

En généralisant, montrer que, pour toute base 8,sib= 0 — 1, on a

1=0,000....

Par définition, on a, en base 10,

On reconnait une série géométrique de raison 1/10 de premier terme égal & 1. Ainsi

0,999.. = - — 1
’ 101- 4

Une autre démonstration de cette propriété existe et n’utilise pas la notion de série géométrique.
On pose

z = 0,999.... (9.9)
Ainsi, on a
10z = 9, 999.... (9.10)
En soustrayant membre & membre (@.9) et (@.I0Q), il vient

92 =9,999.... — 0,999.... =9
puisque ces deux nombres ont la méme partie fractionnaire. Ainsi

z=0,999.... = 1.

L’écriture d’un nombre comportant une suite infinie de 9 (ou plus généralement de lentier égal a la
base moins un), & partir d’un certain rang est, en théorie, interdite [RDOS8S8, section 1.3.2]! Cela assure
ainsi l'unicité de 1’écriture en base et donc Pécriture de 1 sous la forme (@9) n’est donc pas permise,
en fait!!

La généralisation est identique.

1. Cela peut constituer un paradoxe, puisqu’un méme nombre admet deux écritures différentes. On verra (en correction) que

cela n’est

UCBL/Po

qu’un faux paradoxe.
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Il est possible d’écrire certains nombres de deux maniéres distinctes en base 5. Nous parlons d’un faux
paradoxe & propos de cette double écriture en base 3. En effet, on fait une convention pour assurer I'unicité de
I’écriture en base 3, en écartant un développement qui contiendrait une suite infinie de chiffres égaux a g — 1
(voir par exemple |[RDO8S]). De plus, le nombre 0.999... n’appartient pas a U'intervalle [0, 1] puisqu’il est égal
a 1; sa partie fractionnaire est donc nulle. Malgré ce paradoxe, la seconde méthode, qui n’utilise pas la notion
de suite géométrique, nous permet de mettre le nombre 1 = 0.999... sous la forme d’une fraction.

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.4.
Cet exercice a été donné en examen a I’Autommne 2021.
Exercice issu de [BM03, exercice 1.2] auquel on renvoie.
On donne I’énoncé exact et son corrigé.

Enoncé

(1) Quel nombre rationnel est égal a 0,123123123... (le développement est périodique de période 123) ?

(2) En généralisant, montrer que tout nombre dont I’écriture en base 10 est périodique & partir d’un certain
rang, est égal & un nombre rationnel. On pourra, pour simplifier, supposer que z, le nombre étudié,
appartient & l'intervalle [0, 1[. Avec les notations du chapitre 1 de [BMO03]

x = 0,pqqqq...
ou
e p est un entier positif écrit en base 10, avec r chiffres;

e la période q est un entier strictement positif écrit en base 10, avec s chiffres.
Par exemple, pour x = 0,43565123123123..., on a
p=43565, ¢=123, r=5, s=3.
Sous ces notations, on montrera que
x = %. (9.11)
Corrigé

(1) On peut raisonner comme pour 'exercice [@:3 et utiliser les séries géométriques en utilisant la définition
de 0,123123123... en base 10, mais il est plus rapide d’utiliser le second procédé : on pose

x =0,123123123... (9.12)
Ainsi, on a
1000z = 123,123123123... (9.13)
En soustrayant membre & membre (@12) et (@I3)), il vient
9992 = 123
et aprés simplification il
0,123123123... = 333"
(2) Comme précédemment, on pose
x = 0,pqqq...
Puisque p posséde r chiffres, on écrit
10"x = P, qqq.-- (9.14)
Puisque ¢ posséde s chiffres, on écrit
10°10"x = Pq, 44q--- (9.15)
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En soustrayant membre a membre (O.14)et (@15)), il vient
107 (10° — 1)z = pg — P

115

Or s est strictement positif donc 10" (10° — 1) # 0 et (@I1) s’ensuit. L’égalité [@.I1]) nous montre que
x est rationnel et nous fournit son écriture sous forme de fraction (a simplifier le cas échéant).

Par exemple, pour x = 0,123123123..., on a
p=0 ¢g=123 r=0

et on obtient
q 123 41

T103—-1 999 333

Pour x = 0,43565123123123..., on obtient
pq—D 43565123 — 43565

s=3

43521558

YT 00 a0c—1) 105103 —1)
ce qui se simplifie en
7253593
rT=——.
16650000
On pourra vérifier cette formule avec matlab.

"~ 99900000’

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.5.

Exercice issu de [Bas14| auquel on renvoie.

Plus de détails dans |[Bas18, Annexe "Vitesse, temps, distance"].

Voir la suit

e, qui en est extraite :

On peut la encore traiter ce probéme de plusieurs fagons.

(1) On peut calculer les distances successivement parcourues par Achille :

l=10+1+0.1+0.01+0.001+0.0001+.... =11.1111...

et donc

l=11.1111.....

Ce résultat est fini et le temps mis par Achille pour rejoindre la torture est lui aussi fini.

(2) On peut aussi écrire qu’Achille parcourt les distances suivantes (avec L = 10)

L L L > 71\
Lt~ —y— 4= L —
* 70 T 700 " 1000 T 10000 ;(10)
gt
1-1/10
1
9
_ 100
=5
et donc
,_ 100

ce qui est bien le résultat donné par (9.16]).

(9.16)

(9.17)

(3) On a découpé le temps que met Achille pour parcourir la longueur ! en un nombre infini d’étapes,
chacune d’elles ayant un temps de plus en plus bref et la somme de tous ces temps est finie. On peut
donc réaliser un nombre infini d’opérations en un temps fini.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 9.6.

Exercice issu de [Basl4] auquel on renvoie.

Plus de détails dans |[Basl®, Annexe "Vitesse, temps, distance"].
Voir la suite, qui en est extraite.

(1) Rappelons tout d’abord le résultat trés simple suivant :

Considérons deux objets avangant I'un vers lautre, de vitesse (en norme) respectivement égale a v
et V, séparés par une distance initiale L. On peut facilement montrer (voir [Basl8, Annexe "Vitesse,
temps, distance", équation (A.7)]) que la rencontre des deux objets a lieu a Pabscisse définie par

1

T (9.18)

T

(2) Donnons maintenant le corrigé a proprement parler.

On peut la encore traiter ce probléme de plusieurs fagons.

(a) On peut calculer les distances successivement parcourues par la mouche.

Supposons que la ville B soit placée a gauche de I'axe et en constitue ’origine, la ville A a droite.
Notons v = 100 km/h, la vitese du train, V' = 200 km/h, la vitese de la mouche et d = 100 km la
distance entre les deux ville. Il est fondamental de noter que

v < V. (9.19)
Pour toute la suite, on pose
1%
v
qui vérifie, grace a (@.19)
p> 1. (9.21)

Nous allons découper le mouvement de la mouche en plusieurs phases.

(i) La premiére phase s’étend entre le moment du départ et la premiére rencontre de la mouche
avec le train, en utilisant la formule (Q.I8)) :

1
1 = d
v+1
soit encore, en utilisant (3.20)
1
=—d 9.22
=0 (9.22)

(ii) Nous allons étudier chacun des allers et retours de la mouche, qui seront en nombre infini, mais
réalisé en un temps fini, grace notamment & la notion de série géométrique.
Suppposons maintenant connue, pour n € N*, I’abscisse x,, de la n-iéme rencontre et déterminons
I’abscisse x,4+1 de la n + 1-iéme rencontre. On suppose que

xn €]0,d[. (9.23)
Cet aller et retour se décompose lui-méme en deux phases.

(A) Au moment de la n-iéme rencontre, le train 7' animé d’une vitesse v et la mouche M animée
d’une vitesse V' se trouvent tous les deux au point d’abscisse x,, (voir figure[l(a))). La mouche,
plus rapide, va rejoindre la ville A, avec une durée égale a

d—x,

t =
1%
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M %V
T ="
(a) phase 1
B Tn A
d/
L l l l
v 14 M
TV e
(b) phase 2

FIGURE 9.1. Les débuts des deux phases constituant le n-iéme aller et retour de la mouche.

Pendant, ce temps-13, le train a avancé d’une distance d’ donnée par

d = %(d—xn),

soit, en utilisant (@20)
d =p~Hd—x,). (9.24)
D’apres ([@.23), d est strictement positif.

(B) Le train T continue de se déplacer alors vers la ville A et la mouche fait demi-tour instanta-
nément et repart de la ville A vers le train, comme le montre la figure Ils sont séparés
d’une distance égale &

d'"=d—d — z,,
=d—z,—p ' (d— ),
soit encore d’une distance
d"=(d—an)(1—p7"). (9.25)

Compte tenu de ([@I9) et ([@.21]), ce nombre est bien dans ]0,d — z,[, ce qui implique aussi
que
Tn1 €]0,d], (9.26)

ce qui parfait la récurrence! On applique de nouveau ([@I8)) qui fournit la distance de la
nouvelle rencontre entre le train et la mouche (par rapport a la position du train)

d/// — 1 d//
p+1
et donc
N R, (9.27)
=13, n). .
On a donc
Tpy1 = xp +d +d7, (9.28)
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et donc

xn.l,-l — xn “l‘dl “l‘d”l,

17
— o+ p N (d = T0) + =L (d — w),

-1 1—p!
z"<1pl+py+p>+d<pl+fﬁﬁf>’

_lappliolgpi ol p Al —pT]

= n T 5
14p 1+p
p—1 2
0+,
14p 1+p
soit encore
Vn e N* x4 = ax, + 5, (9.29)
ou
-1
a=L2"- (9.30a)
p+1
2d
— ) 9.30b
b= (9.300)
Grace a ([@21), on vérifie que
a €]0,1]. (9.31)

La suite arithmético-géométrique donnée par (@.29) peut se résoudre grace au lemme [B43] page
du cours. En fait, on peut refaire le calcul. Ici 'expression explicite de x,, n’est pas utile. Il suffira
de déterminer l'expression de x,, — d. On cherche z tel que

= ax + 3, (9.32)

D’apres (@31)), on a a # 1 et donc, on écrit successivement, d’apres(@.30)
2d
1+p
p—1’
S+l
2

Totl-p+l

xr=

Y

et donc
x =d. (9.33)

De ([©@:29)-(@.32))-([@33)), on déduit
Tny1 —d = alx, —d),
et donc la suite (z, — d) est géométrique :
VneN*, z, —d=a""Yx —d), (9.34)

D’apres (@310 et ([@.34), on a
lim z, =d. (9.35)

n—+oo
Ce qui est logique : la mouche finit par atteindre la ville A! Et ce, aprés un nombre infini d’allers
et retours.

REMARQUE 9.2. Elle vole & vitesse constante, donc elle atteind la ville A en un temps fini!
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REMARQUE 9.3. Comparons les distances parcourues par le train et la mouche durant les différentes

phases déterminées lors des cas [2(a)i page 116] [2(a)iiA page 116|et [2(a)iiB page 117]

— Phase [2(a)i page 116|:

La mouche a parcouru la distance d — x1, qui vaut, d’aprés (@.22])

1
d—z=d— ——d,
p+1
1-1
_pti-1,

p+1

et donc

d—z = —L—d
p+1

Pour parcourir cette distance, elle a mis un temps égal & ¢ donné par
d—
v
__r d
p+1V’

Pendant ce temps-14, le train a parcouru la distance égale &

t =

__p vl
Cp+1 VY

P -1
=—"—dp !,
p+1p

et donc le train a parcouru la distance donnée par
d
= m
Si on fait le rapport de (@.36) par ([@37)), on obient pour cette phase

=L ax? 1
distance parcourue par le train ~ p+ 1 d

vt

dy

distance parcourue par la mouche

)

et donc si on pose, pour une phase donnée :

distance parcourue par la mouche

distance parcourue par le train
on a

R=p

— Phase [2(a)iiA page 116|:

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

On a vu que la mouche a parcouru la distance d — x,, et le train la distance donnée par d’ donné

par (@24). En reprenant la définition ([@39), on a
d* n

R:—j—l;—,

pH(d —an)

et donc, pour cette phase,
R=p

— Phase [2(a)iiB page 117]:

La mouche parcourt la distance d — 2,41 successivement égale & (en utilisant (0.28))

d—api1=d— (xp+d +d"),
— (d—l‘n) _ d/ _ d/”),

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI

(9.40)

Jérome Bastien



AUTOUR DES SERIES GEOMETRIQUES 120

puis en utilisant (@:25) et (@27 :

— (A=) = p (A ) -

1— —1
(12,

1+
l+p—pt—1—-1+p"t

:d*n )
(d—an) T

p—1
= (d—xy),

1+J Tn)

et donc la mouche a parcouru la distance ds donnée par

p—1
=——(d— . 41
ds ot 1(d Tp) (9 )

Pendant, ce temps-13, le train a parcouru la distance donné par (@.27). On a donc, d’aprés (@.41])
p—1 1+p
p+11—pt’

p—1

p—1

:PF,

R =

et donc, pour cette phase,
R=p (9.42)

Si on fait le bilan des trois phases, les équations ([@.39), ([@40) [@.42]) fournissent que, pour chaque
déplacement constituant une part du déplacement global, on a

R=p (9.43)

Compte tenu de la définition (@.20), il vient donc

r=Y (9.44)

v

Puisque la distance totale partcouru par le train vaut exactement d, la distance totale D parcourue
par la mouche vaut exactement, d’apreés (@.44) :

Vv
D= —d. (9.45a)
v
Numériquement, on a
D =200 km (9.45b)

Autrement dit :

(i) Ce n’est méme pas la peine, en toute rigueur, de déterminer la distance totale par la mouche en
utilisant la suite définie par (@34). On déduit tout de suite de (@40 le résultat attendu.

(ii) C’est tout fait normal. Il est en fait beaucoup plus rapide de de remarquer que la mouche vole
tant que le train roule. Ce temps est égal & t = d/v; puisque la mouche a une vitesse de V, elle
parcourt donc la distance V' x d/v et 'on retrouve bien (@.45])!
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Pour la beauté du calcul, finissons tout de méme le calcul entamé avant la remarque
Reprenons les calculs faits dans cette remarque. Pendant la premiére phase, la mouche a parcouru
la distance définie par (@.36]).

Puis, chaque aller et retour correspond a une distance u,, (avec n € N*) définie par la somme de la
distance d — x,, et de la distance d — x,+1 = ds5, définie par (@41I). On a donc

Un:d—.’L'n+d5,
p—1

=d-— n —(d — n)js
x +p+1( Tn)

p—1
=(1+——=](d—z,),
<+p+1)( =)

1 _
:M(d—xn),

p+1

et donc
2p
Vn e N*, wu p+1( Tn) (9.46)

Pour N allers et retours, la mouche a donc parcouru en tout la distance D,, donnée par

N
DN:d—zlJrZun
n=1
et donc
2p ol
VNeN', Dy=d—-—oz1+— d—xp).
N 1 p+1;( )

D’apres ([@34), on a donc

N
* 2p n—1
VN € N, DN:d_'T1+—p+1(d_$1)£ « .

Enfin, on écrit, en posant N’ = N — 1 dans la somme
N-1
YN eN*, Dy =(d—a) <1+—p Za"). (9.47)
p

Pour conclure, on passe a la limite quand N tend vers Uinfini. (@31]) implique que la série géomé-
trique de raison a converge vers 1/(1 — ). La distance totale parcourue par la mouche aprés un
nombre infini d’allers et retours vaut limy_, oo Dy, soit encore, d’aprés (@47 :

2p 1
D= (d—- 1+ —
( xl)(+p+11a)’

et on a successivement, d’aprés ([@.22))

1 2 1
D=d1- —)(1+-22 ,
p+1 p+11—a
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et en utilisant (9.30al) :

1-1 2 1
p+1 p+1, p—1
p+1
2
A p ,
p+1 p+1l—p+1
P
=d—L—(1+p),
ijl( p)
= dp,

Soit encore, compte tenu de ([@20), on retrouve exactement la conclusion (@.45]).

(b) La encore, la mouche a donc fait un nombre infini d’allers et retours en un temps fini! Il était
finalement beaucoup plus rapide, pour se passer des calculs exposés des pages [I16 a [122] d’utiliser
le point page [[20 pour arriver directement & la conclusion ([@.43]).

Etude générale de séries

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.7.
On constate tout d’abord que pour n € N*, u,, est strictement positif.
On a par définition et en utilisant les dl usuels

nin(1—n=2)

Uy =€ ,
_ (ol ).
= 67%+0(%),
dont la limite vaut, quand n tend vers I'infini :
Up =1 (9.48)

Ainsi, u, ne tend pas vers zéro et la série diverge grossiérement.

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.8.
u,, est positif et, 'exponentielle 'emportant, n?u,, tend vers zéro quand n tend vers I'infini. On en déduit
que
n*u, = o(1),

1
n=\n2)>
1

La série de terme général 1/n? de Riemann est convergente et et d’aprés la proposition. @15} la série Y u, a

et donc

et a fortiori

termes positifs est convergente.
On peut utiliser aussi directement la proposition du cours [0.24] page [T
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CORRECTION DE L’EXERCICE 9.9.

(1) On constate tout d’abord que pour n € N*, 2n% + an + 1 > 2n? donc 0 < (7mn?)/(2n?> + an +1 >
2n?)) < /2 et donc 0 < u, < 1.
(2) On a aussi
™
n — —)=0.
u cos ( 5 )
(3) Faisons maintenant un dl a l'ordre p = 2 de u,, en 1/n quand n.

On écrit successivement

1 ! 1
MmZtan+1 2214+ & 4 L7
1

T om2l4u’

ol u= 5~ + # — 0 quand n tend vers 'infini, ce qui fournit d’aprés les dl usuels :

et donc )
™ ™ a 1 1
_— = —|[1- — 4+ — (-2 2 — .
2n2 +an +1 2( 2n+4n2( +a)+0(n2))

2

L—Z—E—I—L(—Q—I—Lﬁ)—i—o i
2n2 +an+1 2 4n  8n? n? )’

On rappelle que l'on a pour tout X réel

cos (g —X) =sin X

T Ta T 9 1
unCOS<§E+W(2+a)+O<E>),

T Ta T 9 1
2005(5‘(@+@<2‘“)+0(m)))’

. Ta T 9 1
SIH<R+@(2G )+O<$>)

On en déduit finalement, d’aprés le dl usuel du sinus :

Ta T 9 1
unRﬁL@(Qa)ﬁLO(F). (949)

Il vient encore

et donc
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(4) (a) Si a est non nul, on a donc, d’aprés ([@.49),
a
4n

qui est le terme général d’une série de Rieman divergente donc la série diverge.
(b) Sia=0,on adonc, d’aprés ([@.49),

Unp

s
~
4n?

qui est le terme général d’une série de Rieman convergente donc la série diverge.

Un

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.10.
Exercice 1932 issu de http://exo7.emath.fr/, par gineste 2001/11/01

(1) Notons tout d’abord, que pour tout n, 2V 4 p" > 0 et donc u,, est définie pour tout n.

Nous allons tout d’abord étudier le dénominateur de u,, en factorisant 'un des termes, le "domi-
nant", pour en déterminer un équivalent, par la suite. Pour cela, on étudie d’abord la limite de la suite
v, = 2V /™. On écrit donc

ovn e\/ﬁln2
pn = enlnbd ’
et donc
. nln2—nlnbd
(% e
n =

e Premier cas: b=1.
On adonclnb=0 et
Ui, :e\/ﬁIHQ

et donc
lim v, = +o0. (9.50)

n—-+o0o
e Second cas : b # 1.
On a donc Inb # 0 et on factorise le terme "dominant" qui est —nlInb. On écrit donc

7nlnb<17M)
)

ninb

Up =€

et on a donc

(9.51)

Notons que
Im 1—-——=1 (9.52)

La encore, on a deux possibilités.
e Premier cas : b > 1. On a donc Inb > 0 et puisque —nlnb — —oo, on a donc, d’apres (@E1) et

©.52)
lim v, =0. (9.53)

n—-+oo
e Second cas : b < 1. On a donc Inb < 0 et puisque —nlnb — +o00, on a donc, d’aprés ([Q.51) et

@.52)

lim v, = +o0. (9.54)
n—-+o0o
Bref, si on récupitule, les cas donnés par (L.50), (@.53) et [.54) on a
400, sib<1,
lim vy =4 0 U= (9.55)
n—+00 0, sib>1.
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(2) (a) De ([@.53) et de la définition de v, , on déduit donc que

ovn
lim — =0,sib>1, (9.56a)
n—+oo bN
b’ll
im —— =0,sib<1. .
HEIEOO Svn 0,sib<1 (9.56b)

(9.56¢)

Autrement dit, d’aprés (@56a), dans le dénominateur de u,,, le terme "domimant" est b™, si b > 1 et
d’apreés ([Q.560), dans le dénominateur de w,,, le terme "domimant" est 2V™, si b < 1. Nous n’avons
plus qu’a factoriser ce terme dominant. On écrit donc : si b > 1

Vo
2V L pt = b <1+2b—n>,
=0"(1+0(1)),
~b".
De méme, si b <1, on a
b’n
Vg — 9V -
2V L =2 (1+ Qﬁ),
= 2¥7(1 4 0(1)),
~ 2V,

On synthétise ces deux résultat en écrivant finalement

b sib>1
VI Lt ’ 9.57
{2@ sib<1. (8:57)
(b) On a
am2vr
Up = ———.
2V 4 br

et donc, grace a (@.57)

novm .
e an , sib>1,
Up ~ novn .
GQ?/% , sib<l1.
soit encore

() 2V, sib>1,

Uy, ~
a” sib<1.

)

soit encore, en considérant p € R* défini par
a
P= 7 (958)
b
on a

oV sih > 1,
Uy ~ {p ot (9.59)

a” sib<1.

)

(¢) On enfin conclure grace a ([@.59), en discutant, cette fois-ci sur a et b.
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e Premier cas: b < 1.
D’aprés ([@59), on a u, ~ a” et on est ramené I'étude d’une série géométrique, dont on sait
qu’elle converge ssi sa raison (positive) est strictement inférieure a 1. Autrement dit, la série de
terme général u,,
converge si a < 1, (9.60a)
diverge si a > 1. (9.60b)

e Second cas : b > 1. D’aprés (@59), on a
Uy ~ p"2V" (9.61)

On a encore une discussion selon les valeurs de p.
e Premier cas : p > 1, ce qui est équivalent, d’aprés ([@58), & a > b.
Dans ce cas, il est évident que u,, — +00 et que la série diverge (grossiérement).
e Second cas : p < 1, ce qui est équivalent, d’aprés ([@58)), & a < b. On est ramené a un calcul
proche de celui de la question [Il On écrit
pn2\/ﬁ _ enlnpe\/ﬁln2’

_ en In p+\/ﬁln2
- ;

on met en facteur le terme "dominant" nlnp :

nlnp

_ enlnp(lJr—‘/ﬁl']Z)

)

et donc

pravi — e (1 ). (9.62)

On en déduit par exemple que

In 2
n’ (Pn?ﬁ) = €21n"enlnp<1+ﬁ“‘p)a

In 2
e21nn+nlnp<l+\/;lnp)7

et donc

2 () = el i e ). (9.63)
Il est simple de vérifier que

2lnn n In2 N
nlnp  /nlnp

et, puisque p < 1, d’apres (@.63)
lim n? (p”Q\/H) =0.

n—-+o0o

1+

et donc

P2V =0 (%) . (9.64)

n

Puisque la série de terme général 1/n? converge, (@.64) implique la convergence de la série
de terme général p"2V™ | et donc celle de u,, d’aprés (LE1).

(d) Résumons donc tous les résultats obtenus : la série de terme général u,, convergessi (b < 1leta < 1)
ou (b>1eta<b)etelle divergessi (b<leta>1)ou (b>1eta>0b).
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Une drdle de somme infinie

CORRECTION DE L’EXERCICE 9.11.
Voir le corrigé de ’exercice dans ’annexe [5l du cours.
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 10
Comparaison asymptotique

CORRECTION DE L’EXERCICE 10.1.
Voir [BM03, pages 14 a 16] reproduites pages [@0 & 021 du cours.

CORRECTION DE L’EXERCICE 10.2.
Voir [BM03, pages 16 a 18] reproduites pages [02 & 04 du cours.

CORRECTION DE L’EXERCICE 10.3.
Voir [BM03, pages 18 a 19] reproduites pages [04] a @5 du cours.
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 11
Exponentielle et logarithme

Exercices généraux
CORRECTION DE L’EXERCICE 11.1.

(1) (a) On peut étudier directement la fonction f définie par

Vo eR*, f(z) = eme_ - (11.1)

dont on on vérifie qu’elle est bien définie pour sur R7 , mais il est plus simple d’introduire d’abord

la fonction g définie par
T

Va €]l,+oof, g(z) = P (11.2)
dont on on vérifie qu’elle est bien définie pour sur ]1,4+o00[. On vérifie que
lim g(z) = 400, (11.3a)

z—1t

puis que que

1
Vo €]l,+oof, g(x) = T
et donc
zgrfoog(z) =1. (11.3b)
On a aussi ) .
r—1—-z
Vz €]l, . g(x)= =— ,
et donc
g’ est strictement négative sur ]1, +o0l. (11.3¢)

De (IT3), on déduit le tableau de variation[IT.Ilde la fonction g. La fonction g est donc une applica-

x 1 “+00
+00
g \
1
g -

TABLE 11.1. Tableau de variation de la fonction g.
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tion strictement décroissante de |1, +o0o[ vers |1, 4+o00[. D’aprés la proposition du cours
g~ ! existe et est application strictement décroissante de |1, +oo[ vers |1, +oc].
(b) Etudions maintenant f définie par (ILI) qui vérifie

Ve e R, f(z)=g(e"). (11.4)

La fonction e” est une bijection strictement croissante de R vers |1, +oo[ et d’aprés le cas[la page précédente]

g est une bijection strictement décroissante de |1, +oo[ vers |1, +oo[. Donc, par composition, f est
une bijection strictement décroissante de R* vers |1, 4-o0].

(2) Déterminons f~1.

(a) Déterminons déja g1, application strictement décroissante de |1, +oc[ vers 1, +-o0[ (cf. cas[Ta page précédente).

Soit y €]1, 4-00[; on sait qu’il existe un unique 2 €]1, +-o00[ tel que g(z) = y et qui vaut z = g(= (y).

Déterminons-le. On a successivement

X
9(@) =y = — =y,
<:>.T:y(l'_1),
=T =yr -y,
=z —yr=-y,

<:>$(1*y) =Y

Y
==
x 1
Siy>1,y—1>0ety>0douz>0.Deplusz >1cary>y—1. On a donc
Wy €]1, +oo], g<*1>(y):#e]1,+oo[. (11.5)

(b) Soit y €]1,+00[; on sait qu'il existe un unique = € R* tel que f(z) =y et qui vaut x = =V (y).
Déterminons-le. D’aprés (IT4), on a

g(e*) =y
d’ou
e’ =g (y)
et d’apres (I1L3)
v _ %1 €1, +oo|
et donc
c=In| 2 eR*
y—1 *
Bref,
vy €]l, 400, fCY(y)=In <#) eRY. (11.6)
CORRECTION DE L’EXERCICE 11.2.
(1) On pose
Ve eR, g(x)=2a". (11.7)
Par définition, on a
vz eRY, g(x) =e"" (11.8)

La fonction g est donc définie sur R
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(2) On a aussi, pour tout z € R*

/! zlnx

g'(x) = (xlnz)e ™",

= (ln:c + E) erine,
x

et donc
Ve eR%, ¢'(z)=(Inz+1)e"m". (11.9)
Le signe de ¢’ est donc celui de
h(z) =lnz + 1.
On a h(z) > 0 ssiIn(z) > —1 soit > e—1 =1/e et donc
1
gd(x)>0=1z>—, (11.10a)
e
A
Jgl—]=0. (11.10Db)
e
D’apreés 'équation (IZ.70) du cours, on
lim e®!"% =1, (11.11)
z—0t
On a aussi
lim ™% = 4o0. (11.12)
z—0t
On a aussi )
— =~ 0.367879441171442 (11.13)
e
et
g <l) = eéln(%) = 6_1267
e
et donc
1
g <—) = e+ ~ 0.6922006275553464. (11.14)
e
x 0 % +00
1 400
g9(x) \ /
_1
e e
signe
de ¢'(z) ) ! i

TABLE 11.2. Tableau de variation de g.

Tous les éléments (TTI0), (ITIT), (ITI2), (ITI3) et (ITI4) nous permettent de dresser le tableau

de variation [[1.2] de la fonction g.
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FI1GURE 11.1. Le graphe de la fonction g.

Son graphe est représenté sur la figure [T.11
(3) Compte tenu de (IIIT]), la fonction g peut étre prolongée par continuité en posant

g(0) = 1. (11.15)

De sorte que la fonction g ainsi prolongée est définie et continue sur R 4.

x 0 % +0o0
1 +00
g(x)
et
doge) -

TABLE 11.3. Tableau de variation de g, prolongée sur R .

Son tableau différe d’un détail du tableau [11.2 page précédente| est donné dans le tableau 11,3

Voir aussi le tableau conventionnellement adopté [I1.4 page suivante]
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x 0 % +00
{ +00
g(x)
ot
S| e

TABLE 11.4. Tableau de variation de g, prolongée sur R (convention et notation dans le tableau).

REMARQUE 11.1. (ITIH) peut par exemple aussi permettre de retrouver la convention (830) page
du cours. Mais de facon plus générale, se rappeler que 0° est une forme indéterminée !

CORRECTION DE L’EXERCICE 11.3.

(1) (a) Etudions tout d’abord f”’, f" et f’.

(i) Rappelons les données fournies dans I’énoncé :

In?(2) — 2 ~ —1.5195, (11.16a)
a = (In(2/1n?2))/In2 ~ 2.0575, (11.16b)
/(o) = —1.2297, (11.16¢)
f"a deux zéros B et By sur R, (11.16d)
avec
B1 =~ 0.4851, (11.16e)
By ~ 3.2124. (11.16f)
(ii) Si
flx) =2% — 2% = =@ _ 42, (11.17)

la fonction f est de classe C*° sur R et on a, pour tout x > 0,
f'(z) =1n(2)e” n(2) _ g2 — In(2)2% — 2z,
f(x) = n*(2)2" -2,
f(z) =1n*(2)2°.

La fonction [ est strictement positive sur R, et donc

f" est strictement croissante sur R ;. (11.18)

Voir le triple tableau de variation [I1.5 page suivante] de f ou tout est résumé.
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x 0 61 2 o B 4 +00
>0 Y —+00
1 <0 /
>0 v +
/ T . /0/
\< 0o—
+oo
v/+/
f// /O
<0 ———
f/// +

TABLE 11.5. Triple tableau de variation de f.

(iii) On a, par ailleurs,

£"(0) = In*(2) — 2. (11.19)
D’apres (III6a), on a
£(0) < 0. (11.20)
On a aussi immédiatement
IETOO 1" (z) = +oc. (11.21)
D’apres (ITI8), (IT20) et (IT.2I)), f” admet un unique zéro sur R* . Notons ce zéro o. Ainsi,
a est 'unique zéro de f”. (11.22)

On a successivement

In?(2)2% — 2 = 0 <= In?(2)2% = 2,

2
= 2% = ——,
In"(2)
et donc
In (—1 2 )
n?(2)

= 7/ 11.23
@ In2 ’ ( )

dont la valeur numérique est fournie par (ILI6L). Ainsi, f” est strictement négative sur [0, o]
et strictement positive sur Ja, +o0o[. Ainsi,

la fonction f’ est strictement décroissante sur [0, af (11.24a)
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et

la fonction f’ est strictement croissante sur ]a, +o0]. (11.24b)

Voir de nouveau le triple tableau de variation|[11.5 page précédente]

(iv) La fonction f’ admet donc un minimum en «. Or, on sait que, d’aprés (IT.16d),
'(a) < 0. (11.25)
On a, par ailleurs,
£(0) = In(2) > 0. (11.26)

D’apres (I1.24al), (IT.29) et (IL.26), f' admet un unique zéro By sur |0, af. Puisque la puissance
I’emporte (voir équation (I2.17D) du cours)

. 7 _
zgrfoof (z) = +o0. (11.27)
D’apres (11.24D), (I1.25) et (IL2T), f" admet un unique zéro B2 sur Ja, +o00[. On a donc
0<p1 <a<pfs. (11.28)

On retrouve donc (I1.I6d), les deux valeurs de 31 et B2 étant fournies par (ILI16d) et (ITI6M).
On a donc montré que

la fonction f’ est strictement positive sur [0, 31 et sur ]Sz, +00], (11.29a)
et

la fonction f’ est strictement négative sur 31, Ba]. (11.29Db)

Voir le triple tableau de variation [11.5 page précédentel

(b) Concluons maintenant par étude de f.

Rappelons les données fournies dans 1’énoncé :
f(2)=f4) =0. (11.30)

Finalement, d’aprés (IT.29), la fonction f est strictement croissante sur ]0, 81|, strictement décrois-
sante sur |31, B2[ et strictement croissante sur |3a, +00[. D’aprés les valeurs numériques données par

(I1.166) et (11.16f) on a

By €]0,2], (11.31a)

By €]2,4]. (11.31b)
D’apreés le triple tableau de variation [[T.Hl (IT30) et (IT3Ia), on a nécessairement

F(B1) > 0. (11.32)
D’aprés le triple tableau de variation [TH, (TT30) et (IT31H), on a nécessairement

f(B2) < 0. (11.33)
On a, par ailleurs,

f0) =1,

et d’aprés I'équation (IZI7H) du cours,
lim f(x) = +oc.

Tr——+00

Ainsi, f est strictement croissante et positive sur [0, 81[, strictement décroissante sur |51, S2[ avec
F(B1)f(B2) < 0 et strictement croissante sur ]Bs, +oo[ avec f(B2)f(+00) < 0. La fonction f ne
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posséde que deux zéros sur chacun de ces deux intervalles. Or, d’aprés (IT30), les deux seuls zéros

de f sont donc 2 €31, B2 et 4 €] 52, +00[. Voir le triple tableau de variation [IT.5 page 134

REMARQUE 11.2. Les valeurs numériques de (31 et (2, ainsi que les valeurs de f en ces points,
données par

f(B1) = 1.1644, (11.34a)
f(B2) ~ —1.0506, (11.34b)

sont certes utiles pour le tracé du graphe de la fonction f mais en fait inutiles pour I’étude de f.
En effet, d’aprés 'étude de f’ faite au point [L(a)iv page précédente, f' admet deux zéros sur R*,
noté encore (31 et [2 et on obtient le tableau de variation [[1.6] de f comme dans le point

x 0 51 2 B2 4 +oo
>0 / o0
~! '
d / 0\ /O
1 <0
I’ + 0 — (6]

TABLE 11.6. Tableau de variation de f.

Puisque f est strictement croissante sur [0, 51], on a nécessairement f(51) > f(1) > 0 et donc

F(B1) > 0. (11.35)
On a aussi nécessairement

f(B=2) <0, (11.36)
sinon, on aurait f(82) > 0 et, d’aprés le tableau de variation T8, f(52) ou f(0) > 0, serait le
minimmum de f sur R et f serait positive ou nulle sur R et strictement positive sur R ; \ {2}, ce
qui contredit le fait que f a au moins deux zéros distincts sur R 4, selon (TL30), qui est immédiat
4 obtenir! On a aussi

f est strictement positive sur [0, 51]. (11.37a)
Puisque f(51)f(B2) <0 et f est strictement décroissante sur [31, 82|, alors
f a un unique zéro sur [B1, Ba]. (11.37Db)
De méme, puisque f(B2)lim; 400 f(2) < 0 et f est strictement croissante sur [32, +oo], alors
f a un unique zéro sur 33, +00f]. (11.37¢)

Compte tenu de (IT3T), f ne posséde que deux zéros sur R, I'un, le plus petit est nécessairement
dans |B1, Ba[, Vautre, le plus grand est nécessairement dans |32, +ool. D’aprés (IT30), ces deux
zéros ne peuvent étre (dans l'ordre) que 2 et 4. On peut donc compléter le tableau de variation
Dans ce raisonnement, aucune valeur numérique de «, 81 ou B2 n’a été utilisée!
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Tout cela est est confirmé par le graphe de la fonction f en figure [IT.2

) I I I I I ]

FIGURE 11.2. Le graphe de la fonction f sur 0, 5.5].

(2) On en déduit donc que f est strictement positive sur |4, +oo[ et en particulier que
VneN, n>5=—2">n
(3) On a montré que, pour tout n > 5, on a 2" > n?. On cherche ensuite les solutions de 2" = n? dans

{1,2,3,4} et seuls 2 et 4 sont solutions. Ainsi, les seules solutions de 2" = n? pour n € N* sont n = 2
et n=4.

(4) (a) Montrons que les équations
#(0) <0, (11.38a)
#(a) <0, (11.38b)

ou « est donné par (IT22) ou (II.23), sont vraies, sans aucun calcul numérique (c’est-a-dire que
les valeurs données dans (ILI6) et (IT.30) ne seront pas utilisées) dont on laisse le lecteur vérifier
qu’elles permettent de justifier totalement les études des fonctions f7, f” et f".

(i) L’inégalité (I1.38al) est équivalente a

In?(2) < 2. (11.39)
On utilise alors la propriété page du cours qui permet d’écrire
Ve eRY, In(z)<z-1, (11.40)
qui donne pour z = 2 :
In(2) <1
dont on déduit, puisque tout est positif :
n*(2) <1,

ce qui implique (IT.39).
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(ii) L’inégalite (IT.38N) est équivalente a
In2 2% —2a < 0.

La définition (IT.22)) est équivalente a

In?22% —2=0.
Ainsi,
2 «
11122&:111 22 :i
In2 In2
et (IT4I) est équivalent a
2
— —2a <0,
In2 @
ou encore
1
E <«

et donc
1«1 (—2 )
n b
In?(2)

1<In2—-2Inln2,

ou encore

ce qui est successivement équivalent &

2
In2—-Inln2>1+mnh2<=In (—) > In(e) + Inln 2,

In2

2
<= In (—) > In(eln2),

In2

2
= — In2
1n2>en

soit encore
2> eln?2.

(11.41)

(11.42)

Ici, appel a la propriété (2.6 page [[05 du cours ne suffit malheureusement plus. Or, d’aprés

I'inégalité (ILI]) de 1’énoncé, on a

eln®2 < 2,8 x(0,7)? =1.372

et (IT42) est vraie.

(b) Montrons maintenant que les équations (IT.30) sont vraies, ce qui est en fait immeédiat.

(11.43)

(c) Enfin, montrons que £ et (2, définis par (ILI6d), permettent d’étudier totalement la fonction f,

sans utiliser les valeurs numériques données par (I1.16€) et (I1I16f). Voir remarque

REMARQUE 11.3. On peut en fait se passer des indications (II]) de ’énoncé, remplacée avanta-

geusement par un calcul manuel, sans calculatrice, avec un peu d’huile de coude.

Voir les simulations de la section de l’annexe [Pl du cours.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 11.4.
Exercice 5443-5) issu de http://exo7.emath.fr/, par Rouget 2010/07/10

On notera C le graphe de f.
Siz>0,e"—1>0etsiz<0,e”—1<0.Donc, pour z # 0, > 0 et f est définie sur R*. Pour x # 0,

1 -1 1 1 -1
f(=z)= ) M ——In(e™®) — T
x -z x x x

Donc, pour tout réel non nul z, f(z) + f(—z) = 1. Le point de coordonnées (0, 3) est centre de symétrie

de 05.
Etude en 0.

1 z  x? 1,z 22 1.z 1 1
= —In(l1+=+ — MN==—((2+=)—=(2) MN==+— .
fl@) =, (5 T o) = (5 + =) — 5(5)P o) = 5+ 5o+ o)
Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = % Le prolongement, encore noté f, admet en 0
un développement limité d’ordre 1 et est donc dérivable en 0 avec f/(0) = 2—14. Une équation de la tangente a
Cs en le point d’abscisse 0 est y = ﬁx + % Par symétrie, ce point est un point d’inflexion.
Etude en +oc.

—x

flz) = l(ln(ez)—l—ln(l—e_m)_lnx):1_1n_$+1n(1;6

rz—+o00 T T

=1+ o(1).

Done, lim, 400 f(z) = 1. Par symétrie, lim, o f(z) = lim; (1 — f(—2))=1-1=0.
Dérivée. Variations.
f est dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux (et donc sur R) et pour z # 0, (puisque In ezm—_l =

1n‘%| =Inle* — 1| — In|z]|),

1 e —1 1, €* 1 1 e’ —1 re®
l | — — )= —(—1 —1).
f'(@) 2z x(em—l x) z2( — +ez71 )
f! est, sur R*, du signe de g(z) = —In ezx—_l + e”ffjl + —1. g est dérivable sur R* et pour z réel non nul,

e’ 1 (e +ze®)(e® —1) —ze®.e® —we®(e® — 1) + (e — 1)? + ze® (e — 2 — 1)

/ = — — =
9) = e”ﬂ—lJr:I:jL (e —1)2 x(e® —1)2
_ (em _ 1)2 _ $2€z - (61/2 _ 6—1/2)2 _ .’L'2
- z(ez _ 1)2 - :L.(ez/Q _ 6—1/2)2
_ (2sinh§)* —a? _ sinh® £ — (2)2
1'(2 Sinh%)2 xsinh2%

L’inégalité sinh 2z > x, valable pour x > 0, est classique (par exemple, la formule de TAYLOR-LAPLACE
a l'ordre 1 fournit pour x > 0, sinhx = x + fox(z — t)sinht dt > x.) Par suite, ¢’ est strictement positive
sur 10, +o0o[, et donc g est strictement croissante sur ]0,+oco[. En tenant compte de g(0%) = 0, g est donc
strictement positive sur |0, 4o00[. Il en est de méme de f’ et f est strictement croissante sur |0, 4+o00].
Par symétrie et continuité en 0, f est strictement croissante sur R. Voir le tableau de variation[I1.7 page suivante]
Voir le graphe de la fonction f sur la figure [I1.3 page suivante]

CORRECTION DE L’EXERCICE 11.5.
Exercice issu de [Mon90, exercice 5.4.5].
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et en notant t = b/a € R

e%(ln(ar)+1n(#))’

8=

1maqeéh(kgix
ln(exlna))e% ln(%)

— e%zlnaeé ln(#)

e

8=

I
o

)

3

et d’ou
14+t*

fz) = aex (),

Montrons que f’ est strictement positive sur R* .

On a donc
1 1 tz ! 1 t*
f/(x)z(;ln( —; )) aes (*5),
1 T+e2\\’ 1 1+¢* 1 1+
—In +t =——1n +t +—(In +t
T 2 2 2 T 2
T 4 z\/
(ln<1+t )) :(1+t),
2 14t=

)
14t
(emlnt)/

14t

zlnt

Or,

et on a successivement

71nte
14t

et donc

On a donc

1 1+2\) 1 1+ ¢* 1 (Int)t®
T (L (A +—(nt)t,
T 2 2 2 r 1+1t*

et donc f’ est du signe de

que 'on écrit sous la forme

o= (e (557 )

f' est du signe de g, définie par

1+t7 (Int)t*
olo) =t (55 ) 0

x z\ '/
~ (Int)t . (Int)t '
14t= 14t*

Ainsi,

On a alors, d’aprés (I1.43)
g'(x) =

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI

)

141

(11.44)

(11.45)

(11.46)

Jérome Bastien



EXERCICES GENERAUX

142
Or, on a
()t " (e o (Int)t* ’,
1+1t= 14t 14t
~ (Ine)t” (Int)%t* (1 + ) — (Int)*t*t®
1 +tm (1 +tm)2 )
~ (Ine)t” . (Int)?t*
et donc (Int)?
Int)“t*
Ve e R, ¢(2)=2—T"—— >0. 11.47a
+ g( ) (1+tm)2 ( )
On a aussi
g(0) =0. (11.47Db)
x 0 +00o
g
0
g +

TABLE 11.8. Tableau de variation de la fonction g.

De (IT47), on déduit le tableau de variation IT.8 de g, qui est donc strictement positive sur R7 .
De (IT440), on déduit que

Ve e R, f'(z) >0,
d’ou la conclusion.
CORRECTION DE L’EXERCICE 11.6.

Exercice 5443-4) issu de http://exo7.emath.fr/, par Rouget 2010/07/10
On notera C le graphe de f.

f est définie sur R\ {—1,1}. De plus, pour z # 0,

f(l) = lel/i:/;il = le_a:gail frnd L
Ce genre de constatation peut servir a calculer lim,_, 4~ f(z) si on connait lim,_,0, >0 f(x), obtenir les
variations de f sur |0, 1[ si on les connait sur |1, +o0] ...

On peut aussi noter que Vo € R\ {—1,1}, f(—z)f(z) = —2? et donc, pour z # 0, f(—x) = —2*  Cette

= fl)-
constatation pourra étre utile pour déduire ’étude de f en —1 de I’étude en 1.
Etude en 400 et —o0.
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Puisque —$2+ e 0, on a f(z) Ly wee qui montre déja que limy 1o f(z) = 400, lim,— o f(x) =

—oo et que Cadmet en 400 et —oo, une direction asymptotique d’équation y = x. Plus précisément,

2 2 1., 2 1
T wee gL T ) = Tl
puis,
T = 14 o) =14 2+ = +o(=5)
z—+o0 x 2 2 2
On en déduit que
2 1
fl@) = z+2+—+o(-)

Par suite, Cadmet la droite d’équation y = = + 2 pour droite asymptote en 400 et —oo. De plus, le signe
2

de f(x) — (z + 2) étant localement le signe de =, Cest au-dessus de son asymptote au voisinage de 400 et
au-dessous au voisinage de —oo.

Etude en 1 (et -1).

Clairement, limg_1 251 f(2) = 400 et limy_1 »>—1 f(xr) = —oo. Ensuite, limy_1, z<1 f(x) = 0 et
limg 1, g<—1 f(l') = 0.

On prolonge f par continuité & gauche en 1 en posant f(1) = 0, et de méme en —1 et on étudie la
dérivabilité du prolongement encore noté f.

f est continue sur | — 1, 1], de classe C! sur | — 1, 1] et pour = €] — 1, 1[ (voir dérivée-variations),

4 3 2
pooy X =20 =207 — 2041 2
fl(x) = @2 1) es =t Iﬁl_fmd 0.

D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C! sur | —1, 1] et en particulier dérivable & gauche
en 1et fo(1)=0.

De méme, f est dérivable a gauche en —1 et f;(—l) = 0. Cadmet en ces points des demi-tangentes paralléles
a laxe (Ox).

Dérivée. Variations.

f est de classe C! sur R\ {—1,1} en vertu de théorémes généraux et pour z # 0,

@) o 20 oo 1 (2% —1)—2(22)
B (22 —1)2 = 2x(2? + 1) B 2t =223 — 222 -2z +1
= 2(z2 — 1)2 - 2(z2 — 1)2 ’

et donc

at =223 — 222 — 22+ 1 _z
Vo #0, f4'(x) = CESE e,

ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité de f’ en 0.
f’ est donc du signe de P(x) = 2* — 223 — 222 — 22 + 1. Or, pour z # 0,

P) = 2((# + =)~ 2a+ ) =D =aX(z + =)~ 2a+2) — ) =

::c2(x+é—(1—\/5)(904—%—(14—\/3))=($2—(1—\/5)x+1)(ac2—(1+\/g)x—i—l),

ce qui reste vrai pour x = 0.
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Le premier trindme a un discriminant égal a (v/5—1)2—4 = 2—2/5 < 0 et donc Vo € R, 22— (1—v/5)z+1 >

Le deuxiéme trindme a un discriminant égal & (\/3 +1)2-4=2+ 2v/5 > 0 et admet donc deux racines

réelles « = 2(1+ V5 + V2 +V5) =280 >1et B=2(1+V5—-v2+2V5) =1 ~0.34€0,1].

T —00 —1 0 (=~034 1 a =~ 2.89 +o0
0 ~ —0.15 +00 400
f ‘/
0
/
—00 — 0 ~ 6.34
1 + + 0 — — 0 +

TABLE 11.9. Tableau de variation de la fonction f.

On en déduit le tableau [I1.9] de variation de f.
Voir le graphe de la fonction f sur la figure [[1.4 page suivante]

Application a I'identification

CORRECTION DE L’EXERCICE 11.7.
Cet exercice a été donné a 'examen d’Automne 2021.
On pourra consulter les corrections des exercices (6.9, .10 et G111

(1) D’aprés le cours, la solution de 1'équation différentielle (IT.2]) de 1’énoncé est donnée par
y(t) = CeM. (11.48)
ou la constante C' est déterminée par la condition initiale (I1.2D) de I’énoncé qui donne
yo = Ce™,

ce qui donne donc grace a (IT.48) :

ekt

y(t) = Yo iy
et donc
Vy >0, y(t) =yoe ") (11.49)

(2) 11 suffit de raisonner par équivalence successive. Si y est donnée par ’équation (IL.49), alors, puisque
Yo > 0, y(t) est strictement positif pour tout ¢ et on a les équivalences successives suivantes :

t
VE> to, gt +7) = ay(t) <= Vi > to, % .,
y
k(t+1—to)
R = T ———
yoek(t—to)
= Vt>1, M =aq,

— T = q,
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fonction f
zeros de f’
— . — - asymptote y =z + 2

— — — asymptotes verticales

| | | |

0 2 4 6

FIGURE 11.4. Le graphe de la fonction f.

ce qui est bien équivalent a (puisque « est strictement positif) a

kT =Ino. (11.50)

REMARQUE 11.4. Souvent, on choisit la valeur de « = 1/2 : on parle alors de "demi-vie". Dans ce
cas, on a, d’aprés (IT50), la demi-vie correspond au temps que met la quantité y pour étre divisée par
deux et vaut :

In2
k )

;o (11.51)

et dans ce cas k est strictement négatif. Dans le cas ou a = 2, on parlera de "double-vie"! Dans ce

cas, d’aprés (IL50), la double-vie correspond au temps que met la quantité y pour étre multipliée par
deux et vaut :

T=— (11.52)
et dans ce cas k est strictement positif.

Voir question [4d
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(3) 1l suffit d’écrire, que pour x > 0, on a successivement

log, (x) Inz

=log, (2) <= y=—

Y 8a Y=1a
<= ylna=Inx,

ylna

=€ =z,

— z=2a".

Prenons le logarithme de I'égalité (IT.49) (ce qui est légitime car yo et y sont strictement positives),
ce qui fournit, pour tout ¢ :

In(y(t)) = In (yoc™ 1)) .

— I (ek(t—to)) +1In(yo),

et donc
Vit > tg, In(y(t)) =kt — kto + In(yo), (11.53)
et donc en divisant par In(10) :
kt — kto
Vit >t 1 t)) = ———+1 . 11.54
= 10, Og(y( )) 1n(10) + Og(yo) ( )
Ainsi, il vient en évaluant en t;
Vie{l,...,N}, log(y(t;)) = At; + B, (11.55)
avec
Ak (11.56a)
~ In(10)’ '
—kto + In(yo)
B=———_"“2 11.56b
In(10) ( )
(11.56¢)
Ainsi, d’apreés I'équation (ITH]) de I’énoncé, il vient
Vie {1,...,N}, Z;=At;+B. (11.57)

Il suffit alors de tracer le nuage de points de coordonnées (t;, Z;), -, ., d’en mesurer la pente A et
d’en déduire la valeur de k, puis de 7, grace a (IL50) et (IL56al) qui donnent

_aax L
TSk T MY Am(o)
et donc |
og o
= . 11.58
=" (11.58)

Voir sur le site habituel la fonction trace_graphique.m et les fichiers de données datal.mat et
data2.mat (tous donnés dans le fichiers examcorMFI_IIA21.zip). Si on fait un tracé des données
du tableau de I’énoncé, on obtient la figure On constate sur ce graphique que la
pente (déterminée ici avec matlab, ce qu’on peut aussi obtenir avec une calculatrice ou par mesure
graphique) vaut

A =0.1481,
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11 T T
*  Données expérimentales
lois de Moore

Proy L doublement tous les 18 mois ]

logarithme décimal du nombre de transistors

3 1 1 1 1 1
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
années

FIGURE 11.5. Le tracé du nuage de points (t;, Z;); <, < -

avec une corrélation égale a

r = 0.9856, (11.59)
proche de 1. Cela donne d’aprés la formule (TT58) une valeur de 7 égale a
T = 2.0327, (11.60)
ce qui fournit, en année, le temps de doublement de la grandeur étudiée. Cela correspond donc
environ a
un doublement du nombre de transistors environ tous les deux ans. (11.61)

Le graphique originel issu de http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Moore est donné sur la
figure [IT.6]

On peut aussi tracer un graphique proche de celui de la figure[[T.5len tracant les données (t;, y(ti)); <, < n
avec un graphique semi-logarithmique en ordonnées comme le montre la figure [1.71

Sur la figure 1.8 on a donné les trois graphiques correspondant & un jeu de données plus riche.
Pour ces données, on obtient une pente égale a

A =10.1523,

avec une corrélation égale a

r = 0.9787, (11.62)
proche de 1. Cela donne d’aprés la formule (TT58) une valeur de 7 égale a

7 = 1.9760, (11.63)

ce qui fournit, en année, le temps de doublement de la grandeur étudiée. Cela correspond donc
environ de nouveau de nouveau a ([LGT).
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Nombre de

transistors

100 000 D00 000
10000 000 000

1 000 000 D00

-
Ttaniin 2 (1,5 Mo)» /
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o - .
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— — Loide Moote ------- Double tous les 18 mois Processeurs Intel

FIGURE 11.6. Le graphique originel issu de http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Moore.

REMARQUE 11.5. Cette observation de cette loi, dite de Moore, n’est qu’empirique. Nous n’avons
pas montré que le nombre de transistors au cours du temps, y(¢) obéissait & I’équation différentielle
([II2) de I’énoncé ou a (IT.49) (équivalent). La loi (IT.49), encore équivalent a (IT.53)) ou a (IT54),
implique (IT.53)), dont on a mesuré expérimentalement la justesse, grace aux valeurs des corrélations
données par (IL59) et (IT62), dont les valeurs proches de un confirme I’alignement des points et
donc (IT54)). On a aussi mesuré expérimentalement la valeur de 7, approchée par (IL61)).

Si on veut une droite correspondant & un doublement tous les 18 mois, on considére 7" donné en
années par

18
= 11.64
Dans ce cas, pour a = 2, équation (IL50) fournit la valeur de k' donnée par
) ln_a
T b)
soit numériquement
k' = 0.4621. (11.65)
Pour cette valeur de &/, I'équation (IT.54) donne donc ’équation
kt — ktg
Vit >t 1 t)) = ——— +1
= L0, Og(y( )) 1n(10) + Og(y0)7
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10" : :

*  Données expérimentales
lois de Moore
10|| — — doublement tous les 18 mois

nombre de transistors
=
o

3
10 1 1 1 1 1 1
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
années

FIGURE 11.7. Le tracé du nuage de points semi-logarithmique en ordonnées (t;, y(t;));<;< -

ce qui donne donc en évaluant a tous les instant ¢;, grace & (I1.56) et (ITET) :
ViE{l,...,N}, Zi:A/ti—i-B/,

avec
!/ k/
—kto + In(yo)
[
B = —0) (11.66b)
(11.66¢)

Si on choisit tg = t; et Zy = Z; (donnés grace au tableau [IT.1] de I’énoncé), ce qui assurera qu’elle
passera par le point de coordonnées (t1, Z1) on aura donc I’équation de droite :

Vie{l,..,N}, Z=A({t—t)+Z. (11.67)

Cette droite pouvait étre tracée sur votre graphiquement, puisqu’elle passe par le point de coor-
données (t1, Z1) et de pente donnée par (ILGH) et (IL66a). Cette droite a été représentée sur les
graphiques précédents, sur lesquels, on constate qu’elle passe bien au dessus du nuage de points.
Pourtant cette "lois de Moore" affirme qu’"Entre 1965 et 2017, le nombre de transistors par puce de
silicium a doublé & peu prés tous les 18 mois a cofit constant, comme ’avait prédit Gordon E. Moore,
I'un des trois fondateurs d’Intel", ce qui est couramment et donc faussement déclaré. La vraie loi de
Moore correspond & un doublement environ tous les deux ans, comme on vient de le constater & deux
reprises. Plus de détails sur cette lois de Moore, qui n’est qu’empirique sur http://fr.wikipedia.
org/wiki/Loi_de_Moore et la fin de cette loi, due & un changement de technologie : http://wuw.
usinenouvelle.com/article/la-loi-de-moore-est-morte-vive-la-loi-de-huang.N1010424
et http://www.zdnet.fr/actualites/la-loi-de-moore-est-morte-encore-une-fois-et-pour-de-bon-39
htm.

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien


http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Moore
http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Moore
http://www.usinenouvelle.com/article/la-loi-de-moore-est-morte-vive-la-loi-de-huang.N1010424
http://www.usinenouvelle.com/article/la-loi-de-moore-est-morte-vive-la-loi-de-huang.N1010424
http://www.zdnet.fr/actualites/la-loi-de-moore-est-morte-encore-une-fois-et-pour-de-bon-39879081.htm
http://www.zdnet.fr/actualites/la-loi-de-moore-est-morte-encore-une-fois-et-pour-de-bon-39879081.htm

APPLICATION A L’IDENTIFICATION

Moore’s Law: The number of transistors on microchips doubles every two years

Moore's law describes the empirical regularity that the number of transistors on integrated circuits doubles approximately every two years.
This advancement is important for other aspects of technological progress in computing - such as processing speed or the price of computers.
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microchip was first introduced

Licensed under CC-BY by the authors Hannah Ritchie and Max Roser.
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FIGURE 11.8. Les trois graphiques correspondant & un jeu de données plus riche.

(5) (a) Nous avons vu dans la question 2l que I’éq

(I149)) implique

a

vt > to,
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elle-méme équivalente, dans ce cas, & (IIL50). La question se pose de savoir si (IT.G8) implique
léquation différentielle de I’énoncé (IT2) (ou (IT.Z9)), ce qui n’est pas le cas, comme nous allons
le voir plus bas.

Pour toute la suite, on considére la fonction z définie par
Vt>to, z(t) = In(y(t)). (11.69)
Remarquons maintenant que I’équation différentielle de 1'énoncé (IT2) (ou (IT49)) est équivalent
(voir question [) a (TT53) soit encore
Vt>tg, 2(t) =kt + B, (11.70)
avec
B =1In(yo) — kto. (11.71)
Si I’équation (IT2)) de I’énoncé (ou (II49)) a lieu, on a alors d’apres (IT70)
VE>to, glt+7)=k({t+7)+5,
soit, en faisant ’hypothese que (II.50) a lieu :
Vt>ty, gt+7)=k(t+71)+B=kt+B+kr
et donc
Vt>to, g(t+7)=g(t)+Mha (11.72)

On a donc vu que 'équation différentielle de 1'énoncé (I1.2)) (ou (IT.49)) implique (IT.72) (équivalent

a (II6]) et (ITE0). Se pose maintenant la question de savoir si (ILT2) (équivalent a (ILGR)) et
(T50) impliquent (IT2) (ou (IT49)).

Nous allons montrer que cette équivalence a lieu, & condition de considérer une condition suffisante
supplémentaire. Cela nous montrera donc ’absence d’équivalence et nous fournira cette condition
supplémentaire.

(b) Supposons que g soit connue et quelconque sur intervalle [tg,to + 7[ et que (ILT2) ait lieu. Dans
ce cas, on définit g sur [tg + 7,t9 + 27] en posant, grace a (172 :
Vt € [to,to+7[, gt+7)=g(t)+na
On définit alors g sur [tg + 27, %9 + 37[ en posant
Vt € [to+7,to+27], g(t+7)=g9(t)+Ina.

Ensuite, on définit g sur [tg, +00[, en définissant g par récurrence n sur [tg + n7,to + (n + 1)7[ en
supposant g soit connue et quelconque sur 'intervalle [tg, to + 7] et en posant pour n donné, grace

a (IT72) :
Vit € [to+nT,to+ (n+1)7], gt+7)=9(t)+na. (11.73)
Dans ce cas, (IL.72) a bien lieu. Pour que 'équation différentielle de 1’énoncé (IT2) (ou (I1.49))
ait lieu, aussi équivalent a (II770), il suffit donc, d’aprés ce qui précéde que [ILT0O) aie lieu sur
[to, to + T[ soit encore
VtE [to,to+7[, 2(t) =kt + B. (11.74)
On revient & y en posant alors
V> ty, y(t) =e*®, (11.75)
et ’équation différentielle de I’énoncé (IT.2)) (ou (IT.49)) ont lieu si on considére k défini par (TT.5TI)
puis yo défini par (TLT7I).
Cette condition n’est pas trés naturelle. Proposons-en une autre.
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On a montré que si (IL2) (ou (IT49)) et (ITE0) avaient lieu, on en déduisait (T1.72)), équivalent a

(IT6Y). Calculons de méme g(t + 7/2) : comme précédemment, on écrit, en faisant ’hypothése que

(I350) a lieu :
gt +7/2) =kt/2+ B+ kT,
et donc
Vi >to, gt+7/2)=g()+ (Ina)/2.
On vérifie de méme que
vt > to, g(t+7/2%) =g(t) + (Ine)/2%

et une récurrence immédiate sur n nous montre que

VneN, Vt>ty, gt+7/2")=g(t)+ (Ina)/2". (11.76)
En reprenant I’exponentielle cette expression, on constate qu’elle est équivalente &

VneN, Vt>ty, ylt+71/2") = Vay(t).

ce qui implique

Vn e N*, Vte to,to+7[, yt+7/2")= % ay(t). (11.77)

Cette condition est bien une condition nécessaire a I’équation différentielle de ’énoncé (IL2) (ou
(II49)). Réciproquement, supposons qu’elle aie lieu avec (IT72). Dans ce cas, on a en particulier

g(to+7) =g(to) + Inc.

On a aussi

g(to +7/2) = g(to) + (Ina)/2,
puis

g(to +7/4) = g(to) + (Ina)/4,
et

g(to+37/4) = glto +7/2 4+ 7/4) = g(to + 7/2) + (Ina) /22, = g(to) + (Ina)/2 + (Ina)/4
et donc
g(to + 37/4) = g(to) + (3/4)(In ).
On démontre ensuite par récurrence sur n que
VneN, Vke{0,..,2" -1}, gto+ (k/2")1) = g(to) + (k/2")Ina. (11.78)

Si on suppose g (donc y) continue sur [tg,to + 7[, Pensemble des points {k/2", n € N, 0 <<
2" — 1} étant dense dans [0, 1], on déduit de (ITT8) que

Ve e [0,1], g(to+x7) =g(to) + zlna,
ce qui est équivalent a
YVt e [0,7], g(to+t)=g(te) +tna/T.
Si on fait 'hypothése (ITH0), c’est donc équivalent a
YVt e [0,7], g(to+t) = g(to) + kt, (11.79)

et on retrouve bien, grace a (LTI, 'équation (II.74). Bref, une condition suffisante pour que
léquation différentielle de 1’énoncé (IT2)) (ou (IT49)) aie lieu, il suffit d’avoir (TI72), d’imposer y
continue sur [tg,tg + 7[, d’imposer (II.77), puis on considére k défini par (IL5I) puis yo défini par

(L.71).
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Les régles de puissance et une définition alternative de |'exponentielle

CORRECTION DE L'EXERCICE 11.8. Voir le premier énoncé et le corrrigé correspondant de I’annexe [N] du
cours.

Définition alternative du logarithme

CORRECTION DE L’EXERCICE 11.9. Contentons-nous de donner les preuves différentes de celles du cours,
ainsi que le canevas de celles qui sont identiques (mais présentées dans un ordre différent).

(1) En plus de la définition (Q.3) page 253 du cours, nous avons montré (Q.1a)) ainsi que (Q.5)), ou F' = In.
11 est clair que I'on a aussi
In(1) = 0. (11.80)

(2) On déduit donc de tout cela les propriétés (I2:2a)) page 104, (IZ2d) et (I22d) du cours. La propriété
se montre par récurrence sur n a partir de et est laissée au lecteur.
p p

(3) D’apreés 'équation (Q.3) du cours, il est donc immédiat que la fonction logarithmique est continue et
dérivable sur R* , de dérivée égale a 1/x.
(4) Montrons maintenant la proposition du cours. L’aspect strictement croissante du loga-
ritme provient de (Q.4]) avec K = 1.
Démontrons (I2:3a) du cours. Remarquons que d’aprés (I2.2H) du cours avec z = 2, on a
In(nz) =nln2,
avec In2 > 0 puisque 2 > 1, que l'on a (IL80) et que le logarithme est strictement croissant. Cela
implique donc
lim In(2") = +oo. (11.81)

n——+00
Par ailleurs, le logarithme étant strictement croissant, d’aprés la proposition du cours, le
logarithme a soit une limite infinie en linfini (cas du cours) s’il n’est pas majoré, soit une
limite finie (cas 2l du cours) s'il est majoré. D’aprés (ILRI)), le logarithme n’est pas majoré, on n’est
pas dans le cas 2l du cours et on est dans donc le cas[Ildu cours, dont on déduit (I2:3al) du cours.
L’égalité (I2.3D) du cours n’est rien d’autre que (TLI0).
Pour montrer (I2Z:3d) du cours, il suffit de poser u = 1/ dans (I2:3a) ce qui donne

1
lim In (—) = +o0,
u—0 U
et on conclue grace a (12.2d) du cours.

(5) D’apres (12.3D) du cours et (I2:3al) du cours, ainsi que la stricte croissance du logarithme, on sait qu’il
existe un unique nombre dans |1,4o00[ en lequel le logarithme vaut 1. Appelons ce nombre e > 1. On

a donc
Je>1, Infe) = 1. (11.82)
De la proposition [I2.4 page 105 du cours et (I1.82), on déduit le tableau de variation[I2.1 page 106|
du cours.

(6) La proposition du cours se montre comme dans le cours.

(7) Pour démontrer la fin des résultats du chapitre [[2 (& partir de la proposition [I2.7 page 107), le plus
simple est d’introduire maintenant la fonction récipproque du logarithme, que I'on va appeler ... expo-
nentielle !

Gréace au tableau de variarion[I2.1 page 106]du cours, on déduit que le logarithme est une bijection
strictement croissante de R vers R, qui admet une application réciproque de R vers R* , notée x > e”.

UCBL/Polytech  2023-2024 Automne Informatique 3A TD de MFI Jérome Bastien



DEFINITION ALTERNATIVE DU LOGARITHME 154

On en déduit donc la proposition [T1.7 page 99| du cours et le tableau du cours. La
définition (II8)) du cours est bien compatible avec (IL82]), qui s’exprime aussi :

Je>1, e'=e. (11.83)

(8) La définition du cours n’est plus une définition! L’¢galité (ILT2) n’est rien d’autre cette
fois ci que I'égalité ([@19a) de la proposition [J.29 page 79| du cours. Voir la démonstration compléte de

cela dans I'annexe du cours.
(9) Démontrons maintenant la proposition du cours.

(a) La dérivabilité de I'exponentielle et de I'égalité de sa dérivée avec elle-méme provient de celle du
logarithme et de du cours qui donne ici pour f =1In, f(-Y =¢ et f/'(z) =1/ :
/ 1
f(—l)) (2) = ———— = [V () = €.
( F(FC0 (@)
(b) Les égalités du cours : (IT.3al), (IT3d) et (I1.3d), ne sont qu'une conséquence des égalités (IZ.2al),
[IZ2d) et (22d). Démontrons par exemple (TL3a). Soit = et y € R. On écrit (IZ2a) appliqué a

X=e*eR} et Y =eY€RY, ce qui donne

In(e®e?) = In(e”) + In(eY) =z + y.
Si on reprend l'exponentielle de tout, cela, on a

e%e¥ = "1V,

ce qui est exactement (IT.3al). On laisse au lecteur le soin de vérifier (IT3d) et (I1.3d)) et de montrer
(I13DL) par récurrence sur n.

(10) On laisse enfin au lecteur que grace au résultats que 'on vient de démontrer sur I’exponentielle et le
logarithme, il est en mesure de pouvoir obtenir les résultats sur ’exponentielle a partir de la proposi-

tion du cours et les résultats sur le logarithme & partir de la proposition

Les preuves sont cette fois-ci identiques a celles du cours.
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