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Correction de 1’exercice 1.

(1) On trouve en utilisant par exemple la fonction suivante

http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/fichiers_matlab/developpement_limite.m,

f(x) :zg—z6+z4—z2+1+o(z8).
Ce calcul peut étre aussi fait directement a la main en utilisant
1
Tj§:1+y+yl+f*ﬂ4+dw

et en ramplcacant y par —z2.

(2) On trouve
fl@)=1/62>—1/22" + 2+ 0 (2?).

Correction de 1’exercice 2.
f3 est définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—1,1}.
Etude en —oo0. Soit x < —1.

(x+ Va2 —1)(z—vVa2-1) 1

fa(z)=x+Va?-1=

2 _

x—Var? -1 oz —VaZ—1
Or, quand z tend vers —oo, © — Va2 — 1 tend vers —oo et donc lim,—,_ f3(x) = 0.
Etude en +oo. Immédiatement, lim,_, o f3(x) = +o0c. Ensuite, pour x > 1,

falx) x4+va2-1 / 1
x x x

qui tend vers 2 quand x tend vers +o0o0. Mais alors,

fg(x)_2x:_$+\/x2—_:(—$+m)(—x—\/.x'2——l):_ 1 .
—r— a2 -1 r+V22 -1
On en déduit que lim,—, o (f3(x) — 22) = 0 et donc que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a Cs
en +o00.
Etude en 1. Pour z > 1,

fo(@) B _ -0+ e DErD | [l
xz—1 z—1 x—1’

et pour z €] — 1, 1],
fa(@) = f3(1) _ (@—1)+ pm+dxx+1):1_ r+1

x—1 —(—z+1) —z+1


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/fichiers_matlab/developpement_limite.m

fa(z)—f3(1)
1

T —

= —o0. On en déduit que f3 n’est pas

fS(Z)_{S(l) = +oo et lirnz—>1,:v<1

Par suite, limg, 1, 2>1 o
dérivable en 1, mais que C3 admet deux demi-tangentes paralléles & (Oy) au point de C5 d’abscisse 1. Les
résultats sont analogues en —1.

Etude des variations de f5. Pour x €] — oo, —1[U]1, +oo[, f3(x) = + V22 — 1 et donc

T o+ Var-1

x) =1+ =
f3(@) ] o]
Siz>1,onaxz++vVz2—1>0et donc, fi(x) >0.Siz < —1,o0na

Vaz—1<vVa? =z = -z,
et donc, x + Va2 —1 < 0 puis fi(x) < 0. Ainsi, f3 est strictement décroissante sur | — co, —1[ et strictement
croissante sur |1, +oo[. Pour z €] — 1,1], f3(x) =2 + v—22 4+ 1 et donc

fl)=1-— x :\/foJrlf:c
K —22+1 —22 41

Si z €] —1,0], on a clairement f}(z) > 0. Si x€ [0, 1], par stricte croissance de la fonction z + 2 sur R*, on a

sen(f5(x)) = sen(v/—a? + 1—2) = sgu((—>+1)—2?) = sgn(1—22%) = sgn((1—2v2) (1+2v2)) = sgn%f:c»

Donc, f} est strictement positive sur [0, % [, strictement négative sur } %, 1{ et s’annule en % En résumé,

f4 est strictement négative sur | — oo, —1[ et sur ] %, 1[ et strictement positive sur }71, % [ et sur ]1, 400l

3 est donc strictement décroissante sur | — oo, —1] et sur | =, 1| et strictement croissante sur |—1, 2= | et sur
V2 V2

[1,4+00[. On en déduit Cs.
Voir la figure [

Correction de ’exercice 3.

On pourra consulter :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Décroissance_exponentielle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Période_radioactive
https://fr.wikipedia.org/wiki/Carbone_14

(1) La résolution classique fournit :
N(t) = Noe . (1)

La demi-vie, notée t; /5, correspond a

N (ti)2) = %,
ce qui donne
et donc
e~ Mz —
soit
t1)2 = IHT2 (2)
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FI1GURE 1. Le graphe Cs.

(2) Le nombre n(t) de désintégrations par seconde (ici At vaut une seconde) , mesurable expérimentalement,

vérifie, & 'instant ¢ :
_ N(t+ At) — N(t)

n(t) = A ~ N'(t),
et donc
n(t) = =AN(t)
soit encore
n(t) = —ANge M (3)
On a de méme
n(0) = —ANp. (4)

En divisant (@) par (@), on a donc

qui est égal au nombre

816
-2 6
7= 6o (6)
connu. De (@), @) et @), on déduit
In2
—t
ez =,
et donc ()
n(y
t= 1n2 t1/2.

Numeériquement, ¢t ~ 3 025 ans.

Correction de 1’exercice 4.
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(1) Un équivalent de u,, > 0 est

v = 1/n?,
donc la série converge.
(2) On a
Up = In <_(n + 171(2” - 1))
donc

N N n+1)(n—-1
z_;un:z_;ln(—( ubit )>,
WY ) JUERIUES)

n

)

N
lnl—[<(N+1)(N1)N(N2)(]\71)(N3) 5><34><23><1),

11 N? (N-12 (N—2)2 42 3 2
1ﬁ (N + 1)(N—3) N(N—2) (N—}(N—3} Bx34x23x1
= 1n

o N2 (N—)2 (N—2)2 4 ¥ 2 )
(Nt

"\ e

dont la limite vaut —In 2 ; la somme vaut donc — In 2.
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