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Correction de 1’exercice 1.
Cet exercice correspond a l’exercice de TD [[.14l On renvoie & sa correction, reproduite ci-dessous :
La correction est trés proche de la correction de ’exercice du corrigé de TD, a laquelle on se
référera.
Posons, pour tout cet exercice,
M s
Vo eR, F(z)= 1fz2 - 381111(;3) (1)

Le domaine de définition de F est égal & Dr =R\ {1}.

(1) Notons tout d’abord que I'on a affaire & une forme indéterminée. Nous avons toujours les équations (L)
du corrigé de TD et (LH) du corrigé de TD. De plus, quand z tend vers 1, sin (%) tend vers 1 et ne

. . 3sin( Z£ .. . .
modifie pas le signe de Sl%wg) Ainsi, si z tend vers 1, 2/(1 — 22) est du signe de 1 — z et tend donc
. . -, 3sin( 2
vers +0o (resp. —oo) si x tend vers 1 par valeurs négatives (resp. positive). Il est de méme de Sin_i(wf)

On a donc une forme indéterminée puisque la limite vaut co — 0o (resp. —oco + 00) si « tend vers 1 par
valeurs négatives (resp. positives).

Utilisons les développements limités comme dans la question du corrigé de TD de 'exercice
LT3 du corrigé de TD. On counsidére h défini par (L6 du corrigé de TD.

Comme dans ’exercice [LI3] du corrigé de TD, on détermine le développement limité de ﬁ Voir
équation (L9) du corrigé de TD.

Pour le second facteur, on utilise I’expression donnée par (ILII]) du corrigé de TD. Il reste a obtenir

le développement de sin (ﬂ) en h. On écrit

()

et d’aprés les formules usuelles (voir annexe du cours), on a donc

sin (%) = sin (W—2h> cos (g) ~+ cos (W—;) sin (g) ,

On utilise les développements limités usuels de ’annexe [A] du cours et on a donc

sin (%) - 1+0<%h) =1+ o(h),



et d’apres I'équation (LI du corrigé de TD, on a donc

3sin (22 1
vwer\ {1y, S5 - L h o)) 1+ o),

1—a3 h
1

=-z (14 o(h) — h — ho(h) 4+ o(h) + o(h)o(h)) ,

= 7% (1—h+o(h))
et on retrouve donc un résultat identique a (LII]) du corrigé de TD
3sin (%) 1

On finit exactement comme dans la question du corrigé de TD de lexercice [LT3 du
corrigé de TD et on obtient de nouveau (ILI2]) du corrigé de TD.

(2) Sans ces développements limités, on peut aussi s’en sortir, mais non dans tous les cas.

(a) Ici, le calcul du point du corrigé de TD n’est plus valable car I'expression n’est plus
polynémiale et ne se factorise plus.

(b) Pour la méme raison, la premiére version de 'utilisation de la régle de ’'Hospital du point
du corrigé de TD n’est plus valable ici.

(¢) En revanche, la seconde version de l'utilisation de la régle de 'Hospital du point du corrigé
de TD est valable ici. Comme dans ce calcule, on détermine F(x) :

_( 2 _SSm(%)>

x?—1 23 —1 ’

T @2 - 1)1(;1@3 —1) (2(:”3 ~1) - 3sin (%) (- 1)) ’
:_m(2353—2—351n(%)$2+351n(%)),

Ve e R\ {1}, F(z)

et donc, avec les notations précédentes

f(z) = =223 + 3sin (%) r? — 3sin (%) +2,

g(x) =2° —2® — 22 + 1,

on a
f(1) =0,
9(1) =0
Puis,
f'(x) = —62* + 3 cos (E) x? + 6sin (E) x— 3 cos (E)
B 2 2 2 2 2/’
g (z) = 5xt — 322 — 2,
et
fl(a)=o,
g(1)=0
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Enfin,
' (x) =122 — % sin (%) 22 + 67 cos (%) T + 6sin (L;) + 371-2 sin (%) ,
g’ (x) = 2023 — 62 — 2.
et
F(1) = 6.
g"(1) =12,

et on conclut comme dans la question du corrigé de TD de l'exercice [L13] du corrigé de
TD

Correction de 1’exercice 2.
On obtient, aprés calculs :
—1/62° + o0 (2%).

Correction de 1’exercice 3.
On obtient

I=-5+3m.

Correction de 1’exercice 4.
On obtient les résultats suivants :

(1) Le systéme admet une solution unique donnée par
1
r=12
3
(2) Il'y a au moins une équation redondante (et aucun couple d’équations contradictoires et aucune équation

impossible) et le systéme admet un ensemble infini de solutions.

Correction de 1’exercice 5.
Cet exercice correspond & ’exercice de TD [6.14]

(1) On obtient successivement : la solution générale de I’équation homogéne associée (sans second membre) :
Ya(t) = ce 3",

(c est une constante quelconque), une solution particuliére {Plus précisément, on cherche un polynéme
de degré 3 du type at® + bt? + ct + d et si on réinjecte ce polyndéme dans I’équation différentielle, on
obtient un systéme de quatre équations en a, b, ¢ et d que l'on résoud.} :

yp(t) =2/9+1/3t+1/33;
la solution générale de ’équation différentielle donnée par y = y, + yp, soit ici :
y(t) =ce 3t +2/94+1/3t+1/3¢%;

et enfin, en utilisant la condition initiale, on détermine la valeur de ¢, ce qui donne

2
y(t) = 733666*“ +2/9+1/3t+1/3¢°.
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(2) (a) 11 est trés facile d’inventer une équation différentielleﬁ partant de sa solution. On suppose donc
connus tg, o € R, a € R et ¥ une fonction vérifiant

Y () + ay(t) = F(0), (3a)
y(to) = yo. (3b)
La fonction f est tout simplement donnée par (Bal), lue a "lenvers", puisque vérifiée par ¥ :
f@&) =7'(t) + ay(t). (4)

(b) Si f est connue, on résoud donc I’équation différentielle (B). On détermine d’abord yg, la solution
générale de I’équation homogeéne associée a (Bal) donnée donc par

Yy (t) = Ce " (5)

Ensuite, il faut déterminer la solution de (3)). Naturellement, méme si elle est possible, la méthode
de la variation de la constante est & proscrire, puisque ’on connait une solution particuliére de (3,
justement donnée par g, connue! On sait donc que y la solution de ([B]) est donnée par

y(t) = Ce™" +7(1). (6)
On utilise enfin la condition initiale (BL)
yo = y(to) = Ce™ " +4(to),
et puisque ¥ vérifie aussi (3h), on a donc
yo = Ce™ " +(tg) = Ce™ " +yp,

et donc
0= Ce o,

d’ou
et d’apres (@),

ce qui est tout a fait normal !
(¢) Concluons par trois exemples.
Exemple 1. Si on se donne
a =2,
to =1,
yt) =1+t +13,

on en déduit

I
w

Yo
et, d’apres @),
f(t) =3t +3+2¢ +2¢,
et la résolution de 'équation différentielle [B]) qui s’écrit donc ici
y'(t) +2y(t) = 31 + 3 + 2% + 2,
y(1) =3,

1. linéaire d’ordre un & coefficients constants pour étre précis.

Polytech  Automne 2022 MFI : Corrigé de ’examen du 19 Octobre 2022 Jérome Bastien



redonne bien y !
Exemple 2. Si on se donne
a= -3,
to = 2,
y(t) =2 cos(t),
on en déduit
Yo = 2 cos (2),
et, d’apres @),
f(t) = —=2sin(t) — 6 cos (1),
et la résolution de 'équation différentielle [B]) qui s’écrit donc ici
y'(t) — 3y(t) = —2 sin (t) — 6 cos (t),
y(2) =2 cos (2),
redonne bien y!
Exemple 3. Si on se donne
a=3,
to = 2,
7(t) = —29—3 e +2/9+1/3t+1/3¢%,
on en déduit
Yo =1,
et, d’apres (),
f&) =14+ 4+t 4+13,
et la résolution de I’équation différentielle (B qui s’écrit donc ici
Y () +3y(t) =1+ 12+t + 13,
y(2) =1,

redonne bien y!
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