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Corrigé de ’examen du 30 novembre 2023

Correction de 1’exercice 1.

(1) Pour la premiére fagon de procéder, on obtient :

(a)

Yn >0, o, = %n(n -1) (1)
(b) puis
Vn >0, yn:omL%n(n—l) (2)
(2) Pour la deuxiéme, on obtient
(a) On obtient
Vn >0, vn:omL%n(nfl) (3)

(b) PUIS Yn = VUp.

Voir correction manuscrite provisoire détaillée sur
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/complementscannes/corresolequadifferenceOl.pdf

Correction de 1’exercice 2.

(1) Exercice 1936 issu de http://exo7.emath.fr/, par Gineste et Lévi Operman 01/11/2001

Pour n >4
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T o2 est convergente. Donc - est aussl convergente par comparalson.
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(2) Exercice 1936 issu de http://exo7.emath.fr/, par Gineste et Lévi Operman 01,/11,/2001
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Montrons que (cosh vInn)=2 >4 (\/ﬁ + ﬁ) pour n assez grand. On a :

4lnn < In*n  pour n assez grand
Inn < (% In n)2
Vinn < iln=Inyn
ch(vInn) < ch(lny/n) =1 g\/ﬁ + \/Lﬁ) car x — chz est croissante
ch(vInn)=2 > 4 (ﬁ + ﬁ) B

92 2
Or /n ~ /n+ ﬁ, et (\/ﬁJr \/Lﬁ) ~ L donc Y (\/ﬁ + ﬁ) est divergente. Par comparaison, la
série de terme général (chv/Inn)? est divergente.

Correction de ’exercice 3.
On renvoie & ’annexe [(Q] du cours dont une partie du texte est rappelée ci-dessous :


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/complementscannes/corresolequadifference01.pdf
http://exo7.emath.fr/
http://exo7.emath.fr/

Proposition 1. Soit une fonction F, de R% dans R, dérivable en 1. Les deur assertions suivantes sont
équivalentes

Va,b € RY, F(ab) = F(a)+F (4a)

)
b du
—

(b)
3K €R, VteRY, F(t):K/ (4b)

Remarque 2.

(1) Le sens (D) = (al) est le sens utilisé dans |Jan22|.
(2) On peut affaiblir I'hypothése de dérivabilité de F' en 1 et la remplacer par la continuité de F' sur R*.

Voir "annexe Rl
(3) (a) Si K =0, F =0, solution nulle de (Zal).

(b) Sinon on définit b € R\ {1} tel que K =1/Inbet on a

t

reRY, F(t):ﬁ 1 dzu
On retrouve donc la définition de logb, qui est la seule solution non nulle de (Zal).

Démonstration de la proposition [l
(1) Sens (@) — @5
Remarquons tout d’abord que si 'on applique {al) & a = b =1, on obtient :
F(1)=2F(1)+ F(1),
et donc
F(1) =0. (6)
Soient t € R et h # 0, assez petit, tel que h/t >0 et t + h > 0. On a successivement, grace a (4a))
F(t+h) - F() _ F(t(1+4) - F@

h h ’
Ft)+F(1+2)-F(@t)
h

)

en utilisant (@) et en posant u =h/t >0 :

D’aprés ’hypothése sur F'
F(l14+u)—F(1)

. o
ilg}) = F'(1).

Ainsi, en posant K = F’(1) € R, on a donc
r _
lim (t+h) F(t)ZE.
h—0 h t
Ainsi, I est dérivable sur R avec
K
vVt e R, F’(t):T. (7)
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De (@) et (@), on déduit (@D) (Voir par exemple [DB22, Annexe "La primitive est l'opération inverse de
la dérivation (sous forme d’exercice)"]).

(2) Sens @) = ()
Réciproquement, considérons F' définie par (40).

Nous proposons deux preuves.

(a) Remarquons que tout d’abord que pour tout b > 0, on a successivient, en faisant le changement de
variable v = u/b (& b constant) dans l'intégrale, qui implique u = bv et donc du = bdwv :

b
du
Fb)=K —
w-x [ %
[
1/b bU
_K/l/b@,
1 v
1
_F(Z
(3)

WeR:, F (%) — _F(b). (8)

et donc

De méme, on écrit en faisant le changement de variable v = u/b (& b constant)

ab
d
F(ab) = / Ly
1

U
@ bdv
1 bv ’
¢ du
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1 a
([ e i),
/b W 1 u
1/b a
K(_/ e _)
1 u 1 u
1

=K

=K

et d’aprés () :
= F(a) + F(b).

b) Plus rapidement, si est vrai, alors f est dérivable sur R* et il existe K telle que
( p ; ; : 3 q

K

Soit @ € R? . Définissons la fonction f dérivable sur R% par
Ve e RY, f(x) = F(ax) — F(x). (10)

Polytech  Automne 2023 MFI : Corrigé de ’examen du 30 novembre 2023 Jérome Bastien



D’aprés (@), on a
Ve e RY, f'(z)=aF'(ax) — F'(x),
_ <1 _ l)
r

=0,

et donc, il existe une constante K, (qui dépend de a a priori) telle que :
Ve e R, f(z) = K,. (11)
Pour z = 1, on déduit donc de ([I0) que
K. = f(1) = F(a) - F(1).
D’apreés (@L), F(1) =0 et donc K, = F(a). Ainsi, d’apres (I0) et (1),
Vz e RY, F(a)= F(ax)— F(z),

et donc, finalement

Va e RY, VreRY, F(ax)=F(a)+ F(x).

Correction de I’exercice 4.

Exercice 5102-5) issu de http://exo7.emath.fr/, par rouget 2010/06/30

On notera C le graphe de f.

Soit & > 0. x n’est pas nul donc % existe puis 1 + % >0 et f(x) existe.

Etude en 0. Pour z > 0, zIn(1 + 2) = —zInz + zIn(1 4 z). Par suite, zIn(1 + 1) tend vers 0 quand z tend
vers 0 par valeurs supérieures et donc f(z) = exp(zIn(1+ 1)) tend vers 1. Posons encore f(0) = 1 et étudions
la dérivabilité de f en 0. Pour x > 0,

L”:Z - g(o) = é (exp(ﬂcln(l + %)) — 1) -2 (5112((111?)) N (1 + l) :

Or, zln (1 + %) tend vers 0 quand x tend vers 0, et donc

. exp(zln(1+2)) -1 . oe¥—1
lim 5l 1
a;;g zln (1 + E) y— Y

D’autre part, In (1 + %) tend vers +o0o quand x tend vers 0 par valeurs supérieures. Finalement,

lim w = +4o00.
8 *—0

Alnsi, f n’est pas dérivable en 0 mais C admet l'axe des ordonnées pour tangente en (0, f(0)) = (0, 1).
n 1 n
Etude en +oc. Pour z > 0, zIn (1+ 1) = M et donc limy 0o zIn (14 1) = limy g % = 1. Par

x

suite,

Etude des variations de f. Pour = > 0, f(z) > 0 puis In(f(z)) = zIn(1 4+ 1). Par suite, pour z > 0,

(-5

@) = @)@ = 1) (o (14 1) + 555 = St

ot g(z) =1In (1 + %) — 1—%95 Sur ]0, +00[, f’ est du signe de g. Pour déterminer le signe de g, étudions d’abord
les variations de g sur ]0, 4+00[. g est dérivable sur 0, +oo[ et pour = > 0,
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REFERENCES 5

(o) — Lt 1o, 1 -1
glr)= 1 5 = — 5 =

I+=  (z+1) x(x+1)  (z+1) x(x+1)
g est donc strictement décroissante sur |0, 400[, et puisque lim, o g(z) = 0, g est strictement positive sur
10, 4+00[. I en est de méme de f'. f est strictement croissante sur 0, 4o00(.

2<0.

25
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FIGURE 1. Le graphe C.

On en déduit C. Voir la figure [l

Correction de 1’exercice 5.
Voir les corrections des exercices de TD [I0.1] et [0.2
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