
Informatique 3A MFIappro Automne 2022

Corrigé de l’examen complémentaire du 17

Mars 2023

Correction de l’exercice 1.

Voir le premier énoncé et le corrrigé correspondant de l’annexe N du cours.

Correction de l’exercice 2.

Voir http://tableauxmaths.fr/spip/IMG/pdf/corr_exos_expo.pdf

(1) Exercice 4 ;

(2) Exercice 8.

Correction de l’exercice 3.

(1) (a) Il suffit, d’enlever une pierre dans chacun des tas. On recommence cette opération jusqu’à ce que
l’un des deux tas soit vide, qui sera le plus petit. Si les deux tas contiennent le même nombre de
pierre, on finira en même temps.

(b) Si on dispose d’un temps infini, ce qui mathématiquement n’est pas génant, c’est possible. Autrement
dit, si on peut montrer qu’il existe une bijection entre deux ensembles, qu’il soit de cardinal fini ou
infini, nous dirons qu’ils possèdent le même nombre d’éléments. Si on peut numéroter un ensemble
A par les entiers 0, 1, 2, 3, ... de N, cela signifie que A est en bijection avec N. Nous dirons que A

est dénombrable.

(c) À chaque entier naturel n, on peut lui associer le nombre pair 2n. Autrement dit, l’application f de
N dans 2N, définie par

∀n ∈ N, f(n) = 2n, (1)

est une bijection. En effet, si n appartient à N, par définition 2n appartient à 2N. Réciproquement
si un nombre p est dans 2N il est pair et se met sous la forme 2q où q appartient à N. Ainsi f(n) = p

est équivalent à 2n = 2q et donc à n = q et donc l’unique antécédent de p est n. Voir la figure 1.

N 0 1 2 3 4 n

......

......

2N 0 2 4 6 8 2n

Figure 1. Bijection entre N et 2N.

Elle revient "à doubler". De même, il y a autant d’entiers que d’entiers impairs, ce qui se constate
en considérant la bijection : f de N dans 2N+ 1 par

∀n ∈ N, f(n) = 2n+ 1. (2)

Voir la figure 2. Ainsi, l’ensemble des entiers pairs et celui des entiers impairs sont dénombrables
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N 0 1 2 3 4 n

......

......

2N+ 1 1 3 5 7 9 2n + 1

Figure 2. Bijection entre N et 2N+ 1.

et sont donc de même cardinal. On peut exhiber une bijection de 2N vers 2N+ 1 par :

∀n ∈ 2N, ∃!p ∈ N, n = 2p, (3a)

on pose alors

f(n) = 2p+ 1 = n+ 1. (3b)

Par exemple, les images de 0, 2, 4, 8 sont 1, 3, 5, 7.

(2) (a) (i) Il suffit de considérer l’application f définie de {−1} ∪ N vers N par

∀n ∈ {−1} ∪ N, f(n) = n+ 1, (4)

qui est clairement une bijection. Elle revient "à décaller d’un rang vers la droite". Voir la figure

{−1} ∪ N −1 0 1 2 3 n ......

......N 0 1 2 3 4 n + 1

Figure 3. Bijection entre {−1} ∪ N et N.

3.

(ii) De même, on considère l’application f définie de {k ∈ Z,−p ≤ k} vers N par

∀n {k ∈ Z,−p ≤ k} , f(n) = n+ p, (5)

qui est clairement une bijection. Elle revient "à décaller de p rangs vers la droite".

(b) (i) On rapelle (voir définition 8.17) que X appartient à {0, 1}×N ssi il existe k ∈ {0, 1} et p ∈ N tel
que X = (k, p). Comme suggéré dans l’énoncé, on considère l’application f définie de {0, 1} × N

vers N par

∀k ∈ {0, 1}, ∀p ∈ N, f((k, p)) =

{

2p, si k = 0,

2p+ 1, si k = 1,
(6)

ce qui est équivalent à

∀k ∈ {0, 1}, ∀n ∈ N, f((k, n)) = 2n+ k. (7)

Il est clair que f va de {0, 1} × N dans N. Soit N ∈ N. Montrons que N admet un unique
antécedent. Si N est pair, il existe un unique p ∈ N tel que

N = 2p,
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et d’après (7), l’antécédent unique de N est (0, p). De même, Si N est impair, il existe un unique
p ∈ N tel que

N = 2p+ 1,

et d’après (7), l’antécédent unique de N est (1, p). Plus rapidement, si N est un entier, en
considérant la division euclidienne de N par 2, on sait que

∀N ∈ N, ∃!(r, q) ∈ {0, 1} × N, N = 2q + r, (8)

et d’après (7), le couple (r, q) est l’unique antécédent de N .

(ii) Il suffit alors de considérer, en généralisant (7), de considérer f définie par

∀k ∈ {0, 1, ..., p}, ∀n ∈ N, f((k, n)) = (p+ 1)n+ k. (9)

Comme (8), si N est un entier, en considérant la division euclidienne de N par p+1, on sait que

∀N ∈ N, ∃!(r, q) ∈ {0, 1, ..., p} × N, N = (p+ 1)q + r, (10)

et d’après (9), le couple (r, q) est l’unique antécédent de n.

(3) (a) (i) Le réceptionniste va demander au client de la chambre 0 d’aller dans la chambre 1, au client de
la chambre 1 d’aller dans la chambre 2 et pour tout n ∈ N, au client de la chambre n d’aller
dans la chambre n + 1, à "l’infini". Ainsi, la chambre 0 est libre. Autrement dit, on utilise une
bijection entre l’ensemble {−1, 0, 1, 2, ...} qui sont les numéros de clients (−1 est le numéro du
nouveau client et 0, 1, .... sont les numéros des clients, chacun dans sa chambre de même numéro)
et l’ensemble des numéros de chambre qui leur vont être attribuée. Cette bijection est celle de la
question 2(a)i.

ancien numéro de chambre

nouveau numéro de chambre

nouveau client

0 1 2 3 4 n . .....

......0 1 2 3 4 n + 1

Figure 4. Admission d’un client supplémentaire.

Voir figure 4.

(ii) Il suffit de me demander aux cliens de l’hôtel de tous se décaller de p chambres cette fois-ci,
laissant libres les p premières chambres. Autrement dit, on utilise une bijection entre l’ensemble
{−p,−p+1, ...,−1, 0, 1, 2, ...} qui sont les numéros de clients (−p à −1 correpondent aux numéros
des nouveaux clients et 0, 1, .... sont les numéros des clients, chacun dans sa chambre de même
numéro) et l’ensemble des numéros de chambre qui leur vont être attribuée. Cette bijection est
celle de la question 2(a)ii.

(b) (i) Il suffit de demander aux client de l’hôtel de se décaler de sorte que le client de la chambre 0

reste dans la chambre 0, celui de la chambre 1 aille dans la 2, celui de la 2 dans la 4, .... , celui
de la chambre 3 dans la 6, ...., celui de la chambre n dans la 2n. Ainsi, toutes les chambres paires
sont occupés par les client déjà à l’hôtel, laissant libres toutes les chambres impaires, destinées
à celles des voyageurs du bus. Autrement dit on peut attribuer aux clients de l’hôtel un couple
d’entiers (0, n) où n est un entier, et aux voyageurs du bus un couple d’entiers (1, n) où n est un
entier. On a donc des personnes repérées par des éléments de {0, 1}×N, en bijection avec N, qui
sera l’ensemble des numéros de chambre attribuée, en utilisant la bijection de la question 2(b)i,
ce qui revient à formaliser ce qu’on vient de voir.

Voir figure 5
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Figure 5. Admission des clients d’un bus.

(ii) On utilise la bijection de la fonction 2(b)ii. Les bus sont numérotés de 1 à p. Les clients de l’hôtel
sont reperés par un couple (0, n) où n est un entier, tandis que les clients du bus numéro i pour
i ∈ {1, ..., p} sont repérés par un couple (i, n) où n est un entier. On sait d’après la question,
2(b)ii, que l’ensemble de ces couples peuvent être mis en bijection avec N, qui sera l’ensemble de
numéros de chambres attribuées à tout ce petit monde. Plus précisément, en utilisant la bijection
de la question 2(b)ii, les clients de l’hôtels se décaleront de façon à occuper toutes les chambres
dont les numéros sont multiples de (p+1) laissant libre les autres chambres. Ensuite, les voyageurs
du bus numéro 1, occuperont les chambres de numéro égaux à (p + 1)n + 1 où n décrit N, les
voyageurs du bus numéro 2, occuperont les chambres de numéro égaux à (p + 1)n + 2 où n

décrit N,... et enfin, les voyageurs du bus numéro p, occuperont les chambres de numéro égaux à
(p+ 1)n+ p où n décrit N.

(iii) Les voyageurs du bus numéro i ∈ N
∗, sont numérotés par 1, 2, 3, .... Autrement dit, chaque

voyageurs du bus i est repéré par un couple du type (i, n) où i ∈ N
∗ est le numéro du bus et n

est le numéro du voyageur dans ce bus. Les client déjà dans l’hôtel sont repérés par un couple du
type (0, n) où n est un entier. Ainsi, il nous faut atribuer à tous ces voyageurs, reperés par des
couples de N

2, un entier unique qui sera le numéro de chambre qu’il occupera. Cela est possible
puisque N

2 est en bijection avec N

Figure 6. Admission des clients d’un nombre infini de bus.
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Voir figure 6

Remarque 1. Une façon de procéder plus explicite est d’utiliser la façon de faire exposée 1 dans
un des deux liens cités plus bas : "Une demi-heure plus tard arrive un groupe plus important
constitué d’une infinité de cars, chacun ayant à leur bord une infinité de passagers. « Pas de
problème, je vous arrange ça », répond le responsable de l’accueil. Il téléphone au client de la
chambre n ≥ 0 de passer dans la chambre de numéro

Q = 2n, (11)

(ce qui libère toutes les chambres ayant un numéro impair) et donne la consigne suivante au
responsable du groupe d’autocars : le passager numéro n ≥ 0 du bus m ≥ 1 doit occuper la
chambre de numéro

Q = 2m(2n+ 1)− 1. (12)

Tout se passe bien, et jamais deux voyageurs différents ne se sont vu attribuer la même chambre."

En effet, on peut montrer la propriété suivante :

∀p ∈ N, ∃!(m,n) ∈ N
2, p = 2m(2n+ 1)− 1. (13)

ce qui revient à écrire

∀p ∈ N
∗, ∃!(m,n) ∈ N

2, p = 2m(2n+ 1). (14)

Ainsi, grâce à (13), on dispose d’une bijection explicite de N vers N
2, notée σ, qui vérifie donc

σ(p) = (m,n). La bijection réciproque est donc donnée par p = σ(−1)(m,n) donnée par

∀(m,n) ∈ N
2, ∃!p ∈ N, p = 2m(2n+ 1)− 1. (15)

L’équation (15) permet enfin d’attribuer un nouveau numéro de chambre p et de façon unique
soit à un des clients déjà en place dans la chambre n ≥ 0 (correspondant à m = 0, voir équation
(11)) soit à un voyageur de numéro n ≥ 0 dans le bus m ≥ 1 (voir équation (12)).

Remarque 2. Cet hôtel de Hilbert a été inventé par Hilbert lui-même pour mettre en avant les paradoxes
des ensembles infinis. Voir par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/H%C3%B4tel_de_Hilbert ou
https://www.futura-sciences.com/sciences/dossiers/mathematiques-infini-il-paradoxal-mathematiques-

page/2/. On a mis en évidence la notion de dénombrabilité, c’est-à-dire la propriété d’être en bijection
avec N. Ainsi 2N, 2N+ 1, {−p,−p+ 1, ...− 1, 0, 1, 2, ...}, {1, ...., p} × N et N

2 sont dénombrables.

1. très légèrement modifiée.
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