POLYTECH

LYON Université Claude Bernard

Matériaux 3A MFImater Automne 2021

Corrigé de I’examen du 5 Octobre 2022

Correction de ’exercice 1.
Cet exercice constitue 'exercice .15 de TD dont la correction est rappelée ci-dessous.

Cette correction est proche de la correction de I’exercice

(1) L’approximation la plus simple que l’on puisse faire est g(z) & ¢(0), soit, compte tenu de

R2
9(z) = gom, (1)
on propose
9(2) = go- (2)

(2) Compte tenu de (@), erreur absolue est donnée par
£(z) = l9(2) — gol- (3)
On cherche a résoudre 'inéquation (en z)
e(z) <e, (4)
ou
e=10"" (5)
Nous proposons deux méthodes pour résoudre I'inéquation (@) : soit en faisant le calcul exact, soit en
utilisant les incertitudes (voir section du cours).
(a) Résolvons l'inéquation ({@).

L’inéquation (@) est donc équivalente a

R2
gom —go| <€
soit
R? €
(R+2)? 90
soit encore, puisque % <1:
1 R? < €
(R+2)% ™ go

soit encore a
€
(R+2)" = R* < —(R+2)%
go
successivement équivalente &

R2+2Rz+z2—R2§gi(RQ—i—QRz—i—zQ) <:>2Rz+22§gi(R2+2Rz+22),
0 0

R2
<:><1—£>2:2+2R<1—£>z—€—§0,
g0 g0 g0
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et donc, puisque € < go

—1
R2
<:>z2+2Rz—(1—i) =<,

go 9o
R2
=224 2Rz — —— <),
go — €
On pose donc
9 eR?
VzeRy, P(z)=2°4+2Rz— (6)
go—¢
Il nous faut résoudre I'inéquation
P(z) <0. (7)
On constate, puisque € < go que
R2
P0)=-——" <,
go—¢€
lim P(z) = +o0,

z—+o0

et donc, il existe une valeur z; tel que P(z1) = 0 et, pour tout z € [0, z1[, P(z) < 0. Ainsi, 'inéquation
([@) est équivalente finalement a

z €10, z)]. (8)
Le discriminant réduit (voir annexe du cours) A’ de P est donné par
Nopre S R,
go—¢ go—¢
Le polynome a donc deux racines z; et z2 réelles, dont le produit vaut (voir annexe du
cours) — R ), Ainsi, elle sont de signes contraires et la plus grande, notée z; est strictement

go—¢€
positive. Elle est donnée par

21 =—R+ VAI,

R2
2= —R+ go ,
go — €

c’est-a-dire encore

R2
= —R + 1 — <>
go
et donc finalement
o\ 12
z1R+R<1—> (9)
90

2

)

Numeériquement, on obtient, en prenant go = 9.810ms™

z1 = 0.32622 km = 326.22270 m. (10)

On peut confirmer cela en tragant |g(z) — go| pour z € [0, 21] sur la figure sur laquelle

on constate que l'on a bien I'inéquation (4)) puisque, numériquement,

max (|g(z) — go|) = 10.107%,
2€[0,21]
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FIGURE 1. Le graphe |g(2) — go| pour z € [0, 21].

(b) Transformons maintenant 'inéquation (@) en une équation plus simple & résoudre, en utilisant les
calculs d’incertitudes.

On trace sur la figure lécart entre g(z) et gappro(%) calculé par l'approximation
linéaire tangente vue au cours du chapitre 2 du cours. L’éccart est trés faible et donc g(z) est "a

a peu
prés" affine et la remarque du cours, justifie le calcul par incertitude.

Avec les notations de la section du cours, I'erreur absolue est donnée par Ag ou g est
donnée par (Il). D’aprés 'équation ([Z52) du cours, en notant Az, 'erreur absolue sur z, on a

Ag =1g'(0)] Az.
Ainsi, les équations [B)) et ) sont donc équivalentes a
lg'(0)]Az <e. (11)
Enfin, on détermine ¢'(z) :
R\
1Y —

/
— goR? ((R n z)_2) ,
et ainsi :

Bref, ([II]) est équivalente a

2
%Az <e.
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FIGURE 2. Le graphe [g(2) — gappro(2)| pour z € [0, z1].
et donc
Az < ﬁ
290
soit encore z € [0,71] ou
~ eR
290
Numériquement, on obtient,
%) = 0.32620 km, (13)

trés proche du résultat donné par (I0]).

Remarque 1. Cette bonne adéquation numérique provient du fait que € est "petit". Faisons un
développement limité de z; donné par ([@) a lordre un. D’aprés les formules habituelles de 1’an-
nexe du cours, on a, pour u tendant vers zéro :

(L+u) ™2 =12 +ofu),

et donc, pour u = gio avec € — 0, (@) donne

o\ Y2
—R+R<1——) ,
go
R+R<1+i+o<i>),
290 9o

eR
z1 = — +o(¢g), 14
L= 5ot o) (14)

21

soit
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et en négligeant le terme o(e), on a donc, pour € "petit" :

21 = ﬂ (15)
290
L’équation (&) correspond & 'expression donnée par (I2)).
Autrement dit, si on fait un développement limité & 'ordre un en e de la solution exacte et que 'on
néglige le terme o(e), on obtient la méme solution que le raisonnement que fournit les calculs par
incertitudes, ce qui est logique, puisqu’ils sont fait a I’ordre un, en négligeant le terme d’erreur en o
de la variable.

Correction de ’exercice 2.
On écrit, grace aux formules de annexe [Al du cours, le développement limité de cos en zéro & l'ordre 4 :
2 4

T T 4
cosx:177+ﬂfo(x).
et donc
cosr =1+ u,
ou
x? 2t 4
u:77+ﬂ70(:c), (16)

qui tend vers zéro quand z tend vers zéro. On écrit, ensuite grace aux formules de 'annexe [A]l du cours, le

développement limité de In(1 + w) en zéro a 'ordre 4 :
2 3 4
ln(l—i-u):u—%—i—%—uz—i—o(u‘l) (17)

Remplacons v par son expression en fonction de x :

2 2t 1 2?2t 2
In(1 =——4+ = - Ho -+ 4
n(l+ u) Y o(z*) 2( Y o(x))—i—
1 2 ot 4 P 2 ot 4 :
iy S [ .
3( 2 " ; O(””)) 4( > " O(””)) (18)
2
On calcule le terme quadratique f% (75”—22 + % -0 (x4)) en ne conservant que I'unique terme d’ordre inférieur
ad:
1 2?2t 4 2 zt 4
(-5 o6h) =S rol
Les autres termes (de puissance 3 et 4) ne contiennent que des termes d’ordre supérieurs a 5 et donc
2 4 4 A
In(cos(z)) =In(l +u) = —— + YRy +o(z),
et donc
z? 2t 4
In(cos(x)) = ~ 5 " 13 + o (z*), (19)

qui ne contient bien que des termes pairs puisque la fonction étudiée est paire.

Remarque 2. En fait, un dl a Pordre 2 du logarithme suffisait ! On remplace (7)) par
w2
In(1+w) :u—?+0(u2).
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On remarque aussi que, d’aprés ([I)), on a o (uQ) =0 (:I:4) Ainsi, compte tenu de tout cela, (I8]) est remplacé

par

x? gt 1 x? gzt
2 24 2

2
In(l4u)=——+=— — - —7+ﬂ) +o(aY),

et on conclut comme précédemment.

Vérifions enfin tout cela avec matlab. On obtient bien en tapant

syms

X5

pretty (taylor(log(cos(x)),5));

In(cos(z)) = —1/2a% — 1/122 + o (27)

ce qui est bien conforme a (I9).

Correction de 1’exercice 3.

(1)

(3)

Il est tres facile d’inventer une équation différentielleﬁ partant de sa solution. On suppose donc connus
to, Yo € R, a € R et 3 une fonction vérifiant

y'(t) +ay(t) = f(t), (20a)

y(to) = yo. (20b)
La fonction f est tout simplement donnée par ([20al), lue a "envers", puisque vérifiée par ¥ :

f@) =7) + ay(t). (21)

Si f est connue, on résoud donc I’équation différentielle (20). On détermine d’abord y,, la solution
générale de I’équation homogeéne associée a (20al) donnée donc par

yy(t) = Ce . (22)

Ensuite, il faut déterminer la solution de (20). Naturellement, méme si elle est possible, la méthode
de la variation de la constante est a proscrire, puisque l'on connait une solution particuliére de (20),
justement donnée par g, connue! On sait donc que y la solution de ([20) est donnée par

y(t) = Ce™ " + (1) (23)
On utilise enfin la condition initiale (20D)
Yo = y(to) = Ce™ ™ +7(to),
et puisque ¢ vérifie aussi (200), on a donc

yo = Ce™ " +5(tg) = Ce™ " + yo,

et donc
0= Ce o,
d’ou
C =0,
et d’apres ([23),
y(t) =y(t), (24)

ce qui est tout a fait normal!

Concluons par trois exemples.

1. linéaire d’ordre un & coefficients constants pour étre précis.
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Exemple 3. Si on se donne
a =2,
tO = 17
yt) =1+t +t3,
on en déduit
Yo = 35
et, d’apres (21I),
f(t) =312 +3+213 +2t,

et la résolution de 'équation différentielle (20)) qui s’écrit donc ici

y'(t) +2y(t) = 312 + 3+ 2% + 2¢,

y(1) =3,
redonne bien y !
Exemple 4. Si on se donne
a=—3,
to = 2,

§(t) = 2 cos (1),
on en déduit
yo = 2 cos (2),
et, d’apres (21I),
f(t) = —=2sin(t) — 6 cos (),
et la résolution de équation différentielle (20)) qui s’écrit donc ici
y'(t) — 3y(t) = —2 sin (t) — 6 cos (t),
y(2) = 2 cos (2),
redonne bien y !

Exemple 5. Si on se donne
a=3,
to = 2,
~ 23 5 3¢ 3
y(t):—gee +2/9+1/3t4+1/3¢°,

on en déduit
Yo = 17
et, d’apres (21I),

ft) =1+ 4t +13,
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et la résolution de équation différentielle (20)) qui s’écrit donc ici
y'(t) +3y(t) = 1+ >+t + 13,
y(2) =1,

redonne bien y!

Correction de 1’exercice 4.
On obtient les résultats suivants

(1) Le systéme admet une solution unique donnée par

3

(2) Il'y a au moins une équation redondante (et aucun couple d’équations contradictoires et aucune équation
impossible) et le systéme admet un ensemble infini de solutions.

Correction de 1’exercice 5.
L’objectif de cet exercice est de retrouver certaines primitives :

dx
/b:c—c’
dx
[ 7=
dx
| o=

sur des intervalles ou ces fonctions sont définies et d’utiliser ces primitives pour quelques calculs d’intégrales.

(1) (a) Soient b un réel non nul et ¢ un réel quelconque. Si bz — ¢ > 0, on a

£(a) = Qufbe — el = (o)) = ——.

Sibr—c<0,ona
-b b
—bzr+c br—c

J'(@) = (b + )’ =

et donc, dans les deux cas,

(In|bz — ¢|)' = (25)

br — ¢
On en déduit sur un intervalle ot bx — ¢ ne s’annule pas

1
/ L (26)

br —c b

Remarque 6. On peut aussi, de fagon plus générale remarquer que, si on se place sur un intervalle

ou la fonction u ne s’annule pas, on a
!

U
(inful) =~ (27)
En effet, si u est strictement positive, on a

(1nful)’ = (In(u))’ = =.

Si u est strictement négative, on a

(In ful)’ = (In(—w)) = == = L.
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On a donc dans les deux cas :

/
/% = In|ul, (28)
et on retrouve les résultats de la question [Ial
Pour tout la suite, on suppose
b>0. (29)
(b) La fonction bz — ¢ ne s’annule qu’en « = ¢/b. D’aprés (29), bz — ¢ est donc strictement positif sur
Je/b, +o00[. On a
c c+b
Zi1=
b + b’
c c+2b
2 19—
b * b’
et puisque
c < c+b < c+2b
b b b’
on a d’aprés (26]),
(e2)/b gy 1 1 2b b
_ 1 _oe=(etr2p)p 1 c+ o ctoy
/(c+b)/b br—c b[ln b2 = ellocternyp = b <1n }b < b > C‘ 8 }b ( b > ‘ > 7
1
=3 (Injc+2b—c| —Injc+b—¢]),
1
= - (1n 26| ~ Inb])
1. |20
= —1 _
bl
et donc
(e+20)/b gy In2
= — (30)
(c-‘rb)/b b.fC — C b
On a de méme
c c—b
Z 1=
b b’
c c—2b
- _9-—
b b’
et puisque
c—2b - c—b - c
b b b’
on a d’aprés (26]),
(e=b)/b iy 1 1 —b —2b
_ _ o e=e=by/b _ 1 ¢ R ¢ _
[t et (o ()b (52) )
1
= E(ln|c—bfc| —Injle—=2b—¢|),
1
=3 (In|—b] — In|—2b]),
1. |b]
= —1 —_
b 2]
et donc
/W’)/b dr  In2 (31)
(c—2b)/p DT — ¢ b
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(2) Dans I’énoncé, pour cette question, la valeur de a était choisie égale a 1, valeur qu’il suffira de prendre
dans la suite de ce corrigé. On suppose donc pour toute la suite

a>0. (32)

(a) Déterminons la dérivée de la fonction arcsin(x/a), qui est définie si x € [—a,a] et dérivable si

x €] —a,al. On a
z\\’' 1 z
(arcsin (—)) = — arcsin’ (—) : (33)
a a a
On a aussi grace a la formule (2.I1g) du cours, appliquée ici & f = sin, pour tout y €] — 1, 1]

1 1
. ! _ —
arcsin'(y) = sin’ (arcsin(y))  cos (arcsin(y))’

que l'on transforme en utilisant arcsin(y) €] — 7/2,7/2[ et donc cos(y) > 0, en écrivant

1 1 1
arcsin’(y) =

B | cos (aresin(y)) | \/1 — sin? (arcsin(y)) - Vi—y?

ce qui permet d’écrire & partir de (B33),

soit finalement

(arcsin (2))/ = ﬁ. (34)

On en déduit donc sur tout intervalle inclus dans | — a, al :

dx T
—— =arcsin | — ) . 35
| == (5) (35)
C’est en fait vrai sur tout intervalle inclus dans [—a, a], puisque la limite de arcsin (%) existe si x
tend —a ou vers a méme si la fonction \/ﬁ n’est pas définie en +a. Ici, nous avions en fait a
prior: une intégrale dite impropre mais dont ’aspect impropre, au voisinage de x = =+a disparait

grice au caractére continu de sa primitive arcsin (%) en +a. On a donc montré que

dx x
sur tout intervalle inclus dans [—a, al, / ——— = arcsin (—) . (36)
Vva? — x? a

Remarque 7. Pour déterminer cette primitive, on peut utiliser les techniques plus générales de la
section "Fonction en racine carré d’un trindme du second degré" de I'annexe inititulée "Quelques
calculs de primitives" de |[Bas22al. Il est ici aussi classique (en utilisant les techniques de la section
du cours) de faire le changement de variable

x = asin(u). (37)
Si on se place sur un lintervalle [—a, a], alors u décrit 'intervalle [—7/2,7/2] et on a
dx = acos(u)du
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et
—acos(u

dv )du
:a/ cos(u) du.

\/a? — a?sin’(u)

_ a/ cos(u) du.
a2(1 — sin?(u))
cos(u)

Va2\/cos?(u)

cos(u)

=a

du,

)

|al| cos(w)|

et d’apres ([B2), et le fait que sur [—7/2,7/2], le cosinus est positif :

- [y,

On revient & x en utilisant (37), qui implique, puisque u € [—7/2,7/2] et © € [—a,a] :
n(2)
u = arcsin | — ) ,
a
et donc
tout intervalle inclus dans | ]/d:” (:”) (38)
sur tout intervalle inclus dans [—a, a ——— =arcsin( — | .
’ [a2 — 12 a
(b) Dans cette question, on souhaite calculer

/ _de (39)
V@
par parité de cette fonction, on peut supposer que l'on est sur Ry. On se place de plus sur un
intervalle ol

T > a. (40)
Pour déterminer cette primitive, on utilise en fait les techniques plus générales de la section "Fonction

en racine carré d’'un trinéme du second degré" de I’annexe inititulée "Quelques calculs de primitives"
de [Bas22al].

(i) Calculons maintenant

Le discriminant A de 22 — a? vaut 0 — 4 x 1 x (—a?) = 4a® > 0. On fait donc, comme indiqué
dans les références ci-dessus, le changement de variable

Va2 —a?2=x+t, (42)

ce qui donne
22 —a® = 2% 4 22t + 12,
et donc

2t = —t% — a2,
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t ne peut étre nul, sinon on aurait t2 = a? et donc t = +a = 0, ce qui n’est pas possible. On a
donc

t2 + a2
T

(43)

On a alors
/
z'(t) = PR
2t(2t) — 2(t% + a?)
(2t)? ’
42 — 2t% — 24
412 ’
2t%2 — 242
42 7
—t2 + a2
2t2 7

et d’olt
—t? 4 a?
de = %
2t2
(ii) Pour la suite du calcul, on utilise les techniques habituelles de la section [3:2.4:3 page 23| du cours.
On en déduit donc de @3) et (@),

dt (44)

de e
/ JZ—a / (Ex —
2t
_ / e trd,
VA 4 at 4 2t2a2 — 4a2t2 2t2 ’
t —t2 4 a?
=2 — 2|a|2t2 — et

_t2 + 0/2

_ 1t
= f—

t| t?—a?
S (N el
|t2—a2| t2

dt,

et donc
d t2 —a? |t
/7”” __ [zt (45)
N 2= a2 2
Or, d’aprés ([42), on a
t=+Vz2—-0a?2—z
et puisque vz2 — a2 < z, on a donc
t<0 (46)
On a aussi
t> —a, (47)

puisque c’est équivalent a

Vaz—a2—z> —a<= Va2 —-a2>zx—a,
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et en utilisant (@0)

<~ Vr2—-a2>zx—-a>0,
—1?—a® > (z —a)?,
<:>:c2—a22$2—2ax+a2,
<:>2a$—2a220,

< 2a(x —a) >0,

13

ce qui est vrai d’aprés (d0). De (@6) et (@7), on déduit —a <t < 0 et donc a? > t2 et de (E3)),

on déduit
a? —t% |t

/ dx _ gt
\/552—(12 o |t27a2|t2 ’

It]
i,

t
L
1
[l
t

= —In|t|,
= - ln(it)a

et d’aprés ({46)

et d’apres ([42)),

/%:_1n(x_m).

(48)

On a bien t = x — v22 — a? > 0. Transformons enfin 'argument du logarithme en remarquant

que l'on a
1 VI
VR @ (VR B) et V@)
4+ VI @
AT E
N
2

a
et donc, d’apres ([ 8), (et In(1/a) = —In(«))

dx 1
=1 ,
/m “<x_m>
N T
= In 72 ,

=1n (x+\/x2—a2) —ln(aQ),

et, & une constante pres

zln(z+ z2—a2),
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ce qui est bien le résultat de I’énoncé.
On a
F(z) =In (m + Va2 — a2) . (49)

et en particulier pour a =1 :

F(z) = In (ac + /22— 1) . (50)

On a donc montré que

sur tout intervalle inclus dans [a, +00], / \/7 =1In (x + Va2 — a2) . (51)
(c) D’apreés les calculs qui précédent, on a donc successivement
(i)
{111 (:c + Vv )]
=1In (4 + \/E) —In(2+3),

. 44++/15
243

= arcsin(1) — arcsin(0),

[ 7=

/ dx
0o V1—2zx2

On remarque que la fonction \/11_7 n’est pas continue en 1 néanmoins son intégrale existe sur

[0,1]. C’est donc une intégrale impropre. Voir par exemple 1’annexe [E] du cours sur cette notion.
Cet aspect impropre disparaissait en fait a cause de 'aspect continue de la foncton arcsin en 1!

(iii) Ici, il est indispensable de constater que /|z2? — 1| est continue sur R* mais que ’xQ - 1’ prend
une expression différente sur [0, 1] et sur [1,+oo[ & cause du changement de signe de 22 — 1 de
part et d’autre de —1. Il faut donc bien séparer I'intégrale en deux et écrire :

/5 dz _/1 dx +/5 dz
o Vie—1 b V-1 L V-1
! T 5 T
— — + —_,
/0 V1 — 2 /1 Va2 -1
on utilise le calcul fait ci-dessous;
x=>5
T [ln(:c+ \/xzfl)} ,
x=1
T (5 + \/_) Int,
= §+ln(5+2\/6).

La encore, nous avions une intégrale impropre au voisinage du point 1 en lequel

30

30

1

avait
v |z2=1]

une limite infinie. En séparant proprement U'intervalle [0, 5] en deux sous-intervalles [0, 1] et [1, 5]
pour lesquels chacune des deux primitives est continue en 1, I'aspect impropre de l'intégrale
disparaissait donc!
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Remarque 8. Ces primitives figurent dans I’annexe [Cl du cours.

Remarque 9. Notons qu’avec matlab, ces calculs sont possibles. En tapant

syms a b ¢ x;
1/(bxx—c),x)

disp(int );
1/sqrt(x” 2 a),x
)

(
disp(int ));

( 1/sqrt(1-x"2),x)
1/sqrt(a~2—x"2),

disp(int

)
)

disp (int

on obtient

/ 1 In(bz—c)
br —c¢ b ’

/ dx | ( n 3 )
————=In(z 2 —a
/22 — g2 ’
/dix = arcsin (z)
Vi—a? ’
/ dz ; x
——— =arctan | ——— | .
[aZ — 22 2 _ 22

Remarque 10. Notons qu’avec matlab, ces calculs sont possibles. En tapant

Syms X;

disp (simple(int (1/sqrt(x"2-1),x,2,4)));
disp (simple(int (1/sqrt(1-x"2),x,0,1)));
disp (simple(int (1/sqrt(abs(x"2-1)),x,0,5)));

on obtient
/4 _dz  _ In M
o Va2 -1 44415 )
1

/ dx 1/2
e — T,
0 \/1—1‘2

/5 dx
o Vl]z? =1

Remarque 11. On peut aussi utiliser la fonction réciproque de la fonction sinus hyperbolique pour calculer

=1/27+1n (5+26).

f \/%, comme on a procédé dans la question [1
Rappelons que les fonctions sinh et cosh définies sur R par

et +e”
coshx = —s

xT —T
. —e
sinhx = —s

sont respectivement paires et impaires et définissent respectivement une bijection de R 4 vers [1, 400 et de R
vers R. Explicitons la réciproque de la fonction sinh, notée argsh, par analogie avec arcsin. Soit 4y € R. On sait
qu’il existe un unique réel x € R tel que

sinhz = y.

Cherchons a calculer z en fonction de y, qui vérifie par définition x = argshy. On a aussi
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Remarque 12. C’est presque la méme équation que sinz = y dans C. Voir [Bas22d, Annexe "Définitions des
fonctions complexes arcsin et arccos (sous la forme d’un exercice corrigé)"].

On a donc successivement en multipliant par e* # 0
e — 1 = 2%y,
et donc en posant X =¢e”* >0
X? —2Xy—-1=0,
équation du second degré en X (& y fixé) de discriminant réduit (voir [Bas22b, Annexe "Rappels sur les racines
d’un polynéme de degrés 2"])
AN =9%+1>0,

et on a donc deux racines y & 1/y2 + 1 dont on vérifie que seule la racine y + /92 + 1 est positive. On a donc
z =In X et donc

Yy € R, argshy =In (y + \/m) . (52)
On peut montrer de méme que
Yy € [1,+00[, argchy =In (y + \/yQ——l) . (53)
On a aussi, de facon analgue & cos? x + sin” 1 = :
Vz € R, cosh®z —sinh? =1. (54)
En effet, on a

2 -
cosh” z — sinh” x =

((ez + 671)2 — (em - efI)Q) ,

(€2z+672I+2762I76721+2),

N e

On a aussi trés facilement
/ .
cosh’ x = sinh z,
. I
sinh’ x = cosh x.

Calculons maintenant

/ dx
Vo=

sur un intervalle ot x > a. en faisant le changement de variable
x = acoshu,

avec u > 0 et donc x > a. Cela est fait de fagon analogue & z = asinu. Le calcul est le méme qu’avec la
trigonométrie circulaire. On a

dx

! .
— = acosh’ u = asinhu,
du

et aussi

\/1‘2*(12:(1\/(‘,08}12’&*1,

i 12
= aVsinh” u,

= a|sinhu|,

= a sinh u,
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Ainsi, on a

/ /asmhu
vV —a2 asinhu
:u,
= argch (E),

a

2
- <_ NE 1> ,
a a
1
1n((:c+ x2 fa2) —) ,
a
=In (er x2 —az) —Ina,
ce qui est bien le résultat déja obtenu, & une constante multiplicative preés.
Remarque 13. Trichons allégrement et écrivons que si A est un réel positif, on a
V-A=/(-1)x A=V-1VA
et donc
VAeR,, V-A=iVA (55)

ce que l'on peut vérifier en écrivant que les carrés de cette équation donnent bien

2

2 2
a (vEA) = (wA) = (V) = - )
Si on applique (BH) pour tout réel x > a on a a? — 22 < 0 et donc

Ve >a, Va?—22=1iVz2—a?
et donc
Ve >a, Va?—a?=—iva®— a2 (57)

Servons nous de cette égalité pour montrer (en étant conscient que l'on triche!) (&) a partir de ([B6l). D’aprés
D), on a donc, sur tout intervalle inclus dans [—a,a] :

/ dx / dx / dx

= =1
Va2 — a? —iva? — x? va? — x?
et donc, d’aprés (34,

sur tout intervalle inclus dans [—a, a], / \/7 = jarcsin (2) . (58)

Ici, le terme arcsin (%) n’est pas défini pour x > a car 'arcsin n’est pas défini pour = > 1. Néanmoins, ’arcsin
est défini en fait sur C tout entier et en particulier sur | — 1, +00[.

Voir par exemple

https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_cosinus,

https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_sinus,
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonométrie_complexe,

ou encore le cours [Bas22d| en particulier ’annexe intitulée "Définitions des fonctions complexes arcsin et arccos
(sous la forme d’un exercice corrigé)". On a alors pour tout z € C :

Vz € C, arcsin(z) = —iln (zz +v1-— z2) . (59)

Polytech  Automne 2021 MFImater : Corrigé de ’examen du 5 Octobre 2022 Jérome Bastien


https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_cosinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_sinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonom�trie_complexe

18

Attention, cela utilise la notion propre de \/ sur C, qui peut étre définie & partir du logarithme complexe (voir
|Bas22d, chapitre "Séries entiéres et fonctions usuelles sur C" et annexe intitulée "Redéfinitions des fonctions
complexes z — /Z et z — 2" (sous la forme d’un exercice corrigé)"]). et en particulier

Vit € [1, +o0l, arcsin(t):gfiln’tJr \/15271‘.
et donc, puisque t +Vt2 —1>0
Vt € [1,+o0], arcsin(t) = g —iln (t + V2 - 1) . (60)

En particulier pour ¢ = z/a pour > a, sur tout intervalle inclus dans [a, +00[, on a
. (T T x )2
arcsm(—):——@ln -+ (_) -1,
a 2 a a
1
-7 il ((—) ($+ x? —a2)> ,
2 a

1

= —iln (z+\/:c2—a2) +g—iln (—),
a

= —iln (z+\/:c2—a2) +g+ilna,

et on a donc d’aprés (B8)), sur tout intervalle inclus dans [a, +00] :

/dix—i(—iln(x—i— $2—a2)+ﬁ+ilna)
/22 — a2 9 ’
zln(x—i— x2—a2)+%—lna

et on retrouve donc bien (G&I) & une constante additive pres.

Tous ces calculs peuvent étre tout a fait rendus rigoureux en consultant |[Bas22d, chapitre "Séries entiéres et
fonctions usuelles sur C" et annexe intitulée "Redéfinitions des fonctions complexes z — /Z et z — z!/™ (sous
la forme d’un exercice corrigé)"]).

Le calcul de la remarque [[3] est aussi présenté rigoureusement a la |Bas22d, annexe intitulée "Redéfinitions
des fonctions complexes z +— /Z et z — 2/ (sous la forme d’un exercice corrigé), Remarque E.3"]).

Remarque 14. On peut aussi utiliser les calculs déja faits plus haut pour calculer, de fagon informelle, mais
qui ont tout leur sens d’aprés les références citées plus haut. Il existe d’autres analogies entre la trigonométrie
circulaire et hyperbolique, comme les équations

eiz + e—iz
cosz = ———
2 )
] eiz _ e*iz
inzg=————
St 2%
dont on déduit
cos z = cosh(iz), (61a)
1
sin z = — sinh(iz). (61b)
i

dx
=—-Ona

e , . . . dz :
Utilisons ces équations pour déterminer formellement [ == en fonction de J -

y = sin(z) <= x = arcsin(y).
On a donc

1
y = sin(z) = = sinh(iz)
i
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d’on

iy = sinh(ix)
et en inversant

iz = argsh(iy)
et

arcsin(y) = x = —iargsh(iy)
et d’ou
arcsin(y) = —iargsh(iy). (62)

dx o i
/ﬂ = Z(fz)argsh (;) y
= argsh (E) ,
a

D’aprés (B8], on a

et d’apres (B2) :

et en réutilisant (B3),

et formellement

1
E+—\/ 2a2> +Inz,
a

2
In EJr x—21>+1ni,
a a
x
a

2

=In

In (er T fa2) —Ina+Int,

et on retrouve donc bien (BIl) & une constante prés.

Tous ces calculs peuvent étre rendus tout & fait rigoureux en utilisant la notion d’intégrales de fonctions
complexes, comme présenté dans [Bas22d, Chapitre "Intégration des fonctions complexes, Théoréme de Cauchy
et Formules des Résidus"].
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