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calculatrices scientifiques de base

Exercice 1.
Soient @ = 0, b = 1 et f une fonction définie de [a, b] dans R. On choisit les quatre points d’interpolation
d’abscisses {a,a, b, b}.

(1) (a) Déterminer le polynome d’interpolation ps de degré trois de f sur les points d’interpolation
d’abscisses {a,a,b,b}. Ce polynome sera déterminé en fonction de la variable ¢ et de
différences divisées, elle-mémes exprimées en fonction de f(a) = f(0), f'(a) = f'(0),
F(6) = £(1) et £/(b) = £/(1).

(b) Quelles équations sont-elles satisfaites par p3 ?
(¢) (i) Déterminer ps dans le cas particulier ou
f0)=0, f(0)=0, f(1)=1/2, fQ1)=1 (1)
Cette fonction ps3 sera notée, pour toute la suite, z.
(ii) Déterminer p3 dans le cas particulier o
f0)=-1/2, f(0)=1, f(1)=1/2, f(1)=1 (2)
Cette fonction p3 sera notée, pour toute la suite, y.
(iii) Quelles équations sont-elles satisfaites par = et y ?

n élimininant ¢ entre z et y, montrer que, quan écrit [0, 1], le point de coordonnées
2) En élimininant ¢t ent t t d t décrit |0,1], 1 int d donné
(x(t),y(t)) décrit une courbe d’équation

v =1/2(y+1/2)% 3)
avec y décrivant 'intervalle [—1/2,1/2].

(3) Quelle est la nature de la courbe d’équation (B]) ? Tracez-la dans un repére orthonormé en
précisant ses points extrémaux, notés A et B et ses tangentes.
(4) Question facultative
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(a) Tracer la parabole obtenue sur la figure [L(a) page 5| (page que vous devrez détacher et rendre). Pourquoi
la parabole passe par les points A et B et est tangente au droites (0A) et (OB), ou O est le centre du
carré?

(b) Pour chacune des deux figures et essayez de trouver deux autres courbes simples, incluses dans
le carré tracé, partant chacune du point A, arrivant en B, tangentes en A a la droite (OA) et en B a la
droite (OB), ou O est le centre du carré. Construire les courbes obtenues sur les figures correspondantes.

(¢) En utilisant chacune des trois courbes obtenues, correspondant aux différentes courbes des figures [I] et
qui pourront « déplacées » (c’est-a-dire transformées par une isométrie du plan), essayer maintenant de
construire une courbe sur la figure 2] et qui vérifie les régles suivantes :

— Partir du point A; ;

— Passer par chacun des points Aa, Az, ...., Ag en restant a l'intérieur de chacun des huits carrés de
centres respectifs O1, O, ...., Os;

— La portion de courbe relative & chacun des huits carrés de centre O; (pour 1 < i < 8) doit partir de
A;, arriver en A;4+1 (A1 pour le dernier carré) et étre tangente en A; a la droite (O;A;) et en Ajp1 (Ar
pour le dernier carré) a la droite (0;A;+1) ((OsA1) pour le dernier carré).

— Arriver au point As.

Construire la courbe obtenue sur la figure

(d) Pourquoi la courbe ainsi construite est de classe C* ?

Dans le corrigé, plus de détails vous seront fournis sur la construction de cette courbe et l'utilisation de la parabole, &

l’origine d’un brevet d’invention pour des jouets.

Exercice 2.
Soit la fonction polynémiale p définie par
p(x) = 2 + 622 + T + 1.

(1) Calculer des approximations de l'intégrale de p sur l'intervalle [A,B] ot A =0et B=1en
utilisant respectivement la méthode du point milieux, des trapézes et de Simpson en prenant
m = 3 sous-intervalles.

(2) Calculer la valeur exacte de l'intégrale et déduisez-en les différentes erreurs.
(3) Conclure. Pourquoi l'erreur avec la méthode de Simpson est-elle nulle ?

Exercice 3.
On cherche & approcher les éventuelles racines de I’équation :

&€—1/2 cos (&) =0, (4)
sur U'intervalle I = [0,1/27].
(1) Montrer qu’il existe une seule racine r de I’équation () sur I.
On se propose d’approcher cette racine par la méthode de point fixe de la fonction g(§) =
1/2 cos (€).
(2) Montrer que cette méthode de point fixe converge vers la racine r pour n’importe quel point
d’initialisation £ € I. Quel devrait étre Pordre de convergence de cette méthode ?
(3) Calculer les deux premiers itérés générés par cette méthode, en choisissant vous-méme un
point d’initialisation.
(4) Trouver une constante C' < 1, telle que pour n’importe quel point d’initialisation & 0 e, on
ait
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En déduire le nombre d’itérations nécessaires pour avoir une erreur d’au plus € = 1.01076,
dans le cas ot on choisirait £ =1/47.

Exercice 4.
On veut approcher numériquement la solution y de 1’équation différentielle suivante

Y1) = 2ty(t) — g+, y(0) =1 (5)
On utilise pour cela une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2, dite méthode d’Euler modifiée que nous
rappelons ici :

Uy = Uy + hf(tny un)a
h .
Up41 = Up + §(f(tmun) + f(tnt1,dn)).
o t, =ty + nh, ug = y(to) et u, est une approximation de y(t,).

(1) Calculer au moyen de cette méthode une approximation de y(0.40), solution de (@] a ¢ = 0.40
en fixant le pas & h = 0.20.

(2) On a appliqué cette méthode d’Euler modifiée et la méthode d’Euler progressif pour différentes
valeurs du pas de temps h. Le tableau suivant montre les erreurs (|solution exacte - solution
calculée|) commises par les deux méthodes a 'instant ¢ = 1.00, vu qu’on connait ici la solution

exacte :

h méthode 1 | méthode 2
0.125 | 8.228810~% | 2.421510¢
0.250 | 2.9821102 | 4.555710~1

Identifier quelle colonne a été calculée en utilisant la méthode d’Euler modifiée. Justifier votre
réponse.

Exercice 5.
Résoudre le systéme linéaire suivant par une méthode de décomposition LU :

36 15\ /1 0
1 —1/2 0| |z]=1{0
2 -1 2/ \as 2

Corrigé

Un corrigé sera disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

Polytech ~ Automne 2014 MNB : Examen du 29 Janvier 2015


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

4/l

[page blanche]

Polytech ~ Automne 2014 MNB : Examen du 29 Janvier 2015



Page a détacher et a rendre (le cas échéant!)

Nom :
Prénom :

Polytech

Automne 2014

FIGURE 2. La figure & compléter

5[

MNB : Examen du 29 Janvier 2015




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


