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Avant-propos

Ce polycopié constitue les corrigés de TD de Méthodes Numériques de Base du département Matériaux
3A (2024-2025, Automne).

Un certain nombre d’exercices sont extraits de [BMO03]; certaines corrections ne sont pas données, mais
elles figurent dans cet ouvrage, disponible a la BU.

Des notes en petits caractéres comme suit pourront étre omises en premiére lecture :

Attention, passage difficile! {

Ce polycopié de corrigé de TD est normalement disponible a la fois
e en ligne sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html & la rubrique habituelle ;
e en cas de probléme internet, sur le réseau de 'université Lyon I : il faut aller sur :
— ’Poste de travail’,
— puis sur le répertoire 'P:

)

(appelé aussi ’\\teraetu\Enseignants’),
— puis ’jerome.bastien’,

— puis 'Polytech’,

— puis 'Matériaux 3A’.

— enfin sur 'MNBmater’.


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 1

Introduction

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.1.
On renvoie & la section du chapitre [l du cours.
Exercices facultatifs
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.2.
(1) Grace au cours, on obtient
1
sin(z) =z — 6303 +o0(2?),
1
cos(z) =1— =z® + o (2?).
(1) =1~ 32° +0(«?)
Cette derniére égalité est méme valable a 'ordre 3 :
1
cos(z) =1—=2®+o(z%).
(1) =1~ 52* +0 (")
(2) On en déduit quand x est "proche de 0" :

ou
S(x) =2 — ~a
r)=x—=x
6 )
1
C(s):1—§x2,

On utilise cela pour approcher les valeurs de cos (10’3) et sin (1073)
(3) Numériquement, on trouve :

C(z) = 9.999995000000000 x 10~
cos = 9.999995000000417 x 101,
lcosx — C(x)| = 4.1633 x 10~ 14,
S(x) = 9.999998333333334 x 10,
sinz = 9.999998333333417 x 1074,
|sinz — S(x)| = 8.2399 x 10718,

ce qui confirme les faibles écarts.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.3.

REMARQUE 1.1. Les sources matlab cités dans ce corrigé sont disponibles sur http://utbmjb.chez-alice.
fr/Polytech/MFI/fichiers_matlab/approximation_sinus_cosinus.zip.


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/fichiers_matlab/approximation_sinus_cosinus.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/fichiers_matlab/approximation_sinus_cosinus.zip

EXERCICES FACULTATIFS 2

(1) (a) On applique la formule de Taylor Lagrange en zéro a l'ordre 2n+1 a la fonction cos a 'ordre 2n + 2
& la fonction sin :

2n+1 n
s — cos(k)(())xk N cos(2nt2) (¢ ),

prs k! (2n +2)! (L1)
y 242 (k) ) , N cos(2n+3) ( 0) ’
inx = x ,

oS (2n + 3)!

ou ¢ et ¢ appartiennent a ]0, z[ (ou |x,0[). En zéro, les dérivées d’ordre pair de la fonction cosinus
valent £1 et ses dérivées d’ordre impair sont nulles . De méme, en zéro , les dérivées d’ordre impair
de la fonction sinus valent +1 et ses dérivées d’ordre pair sont nulles. Les dérivées des fonctions
sinus et cosinus sont majorées par un. On en déduit donc les formules usuelles : pour tout entier n
et pour tout réel x

$2 $4 n x?n .
cose =1 b g e U g e
(1.2)
. 2 2P I an s
sz =@ =gt g et (D Gy
ou
, |z|2n+2 ) |x|2n+3
R, < — —_— 1.3
"= (2n+2)!7 """ (2n+3)! (13)

REMARQUE 1.2. On peut aussi démontrer les majorations des restes ([3) en écrivant que les
fonctions sinus et cosinus sont développables en série entiére, qu’elles constituent des séries alternées
et que le reste est inférieur en valeur absolue au premier terme négligé.

(b) On note désormais

22t o g2n
Cn(z)—1*?+z+ +(-1) o)’

(1.4)

.1'3 .1'5 $2n+1

—r—— 4+ = 1"
Selon (L3), on a
[cosx — Cp(x)] < ﬂ [sinz — S, (x)] < ﬂ (1.5)
~ (2n+2)V ~ (2n+3)!

ce qui signifie que, pour tout n et pour tout x, Cy,(x) et S, (z) constituent des approximations de
cosz et de sinz avec une erreur respectivement inférieure a (|z)*"2)/(2n +2)!) et (|z|*"*)/(2n +

3)1).

(2) On suppose dans toute cette question que x = 1075.

(a) En partant de n = 0, on essaye différente valeur de n de fagon a obtenir

| |2n+2 | |2n+3

<1079,

S T3 < <107° (1.6)

On obtient
ny = 1. (L.7)

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 1.3 Jérome Bastien



EXERCICES FACULTATIFS 3

(b) Pourn=n; =1,0n a

Cula) =1~ 7,
(1.8)

Sp(x) =2 — 3;—?

(c) On obtient numériquement pour x = 1073

Cy () = 9.999995000000000 x 10~*, (1.9)
cosz = 9.999995000000417 x 10~*, (1.10)
|cosz — Cy(2)] = 4.1633 x 10714, (1.11)
Sy () = 9.999998333333334 x 10~ %, (1.12)
sinx = 9.999998333333417 x 10™4, (1.13)
|sinz — S, (z)| = 8.2399 x 102, (1.14)

Ces calculs ont été réalisés sous matlab.
On pourra utiliser le script fourni calculloc. Voir aussi les fonctions matlab (qui sont appelées par
calculloc), determinnloc, approxncos, approxnsin, dlncos et dlncos.

Les égalités (LII) et (II4) nous confirment que I'erreur commise est bien inférieure & 10~°.
(3) On suppose dans toute cette question que x € [0, 7/4].

(a) Puisque |z| < /4, les inégalités

2n+2 2n+3

2| (z)2n+2 1 2| (z)2n+2 1
2n+2)! — \4 2n+2)!" (2n+3)! — \4 (2n+2)!
sont, vraies si les inégalités suivantes sont vraies :
1 1 |] < 1
Cn+2)! ~ 2n+2)!" 2n+3)! — 2n+2)!

La seconde inégalité est équivalente a

|z| < 2n+ 3,

ce qui est vrai puisque |z| < 7/4 < 3 < 2n+ 3. On a donc, pour tout z € [0, 7/4],

2n—+2

|.’L'| T 2n+2 1

< (= S 1.1
2n+2) = (4) (2n +2)" (1.152)
|23 N 2n+2 1
I (2 — -
2n+3)! — (4) (2n +2)! (1.15b)

(b) On vérifie numériquement que pour ng = 5, on a
Grace a ([[L2)), (L3) et (ILIH), on a donc pour n = ny = 5, pour tout x € [0, /4]

(1.16)

|cosz — Cy(z)] <1077,
lsinz — S, (z)| < 107°.

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 1.3 Jérome Bastien



EXERCICES FACULTATIFS 4

x10° Erreurs d'approximation du sinus et du cosinus x 107 Erreurs d'approximation du sinus et du cosinus
25 T T T T T T 25 T T T T T T

sinus sinus.
cos

cos

L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

(a) (b)

FIGURE 1.1. les courbes |[cosx — Cp ()| et [sinax — Sy, (z)| sur [0,7/4] n étant choisi de telle
sorte que Perreur soit majorée par e = 1073 (figure (a)) et e = 1076 (figure (b)).

(¢c) Pour n =ny =5, 0na

.’L'2 .’L'4 SCG ZCS ,CClO
= 1 —_ — —_ —_— _— —
Cnl() SRR TR TR T
(1.17)

£C3 5 .’L'7 9 11

Snle) =z -t g -t o T
|z ||cosz — Cy(a)] | Isina — Su(2)] |

1030 0

/7 | 1.3922 x 10713 | 4.8294 x 1071°
/4 | 1.1462 x 10719 | 6.9280 x 10712
TABLE 1.1. Les erreurs |[cosz — Cp(z)] et [sinz — S, (z)| pour n =ny =5 et x € {1072, 7/7,7/4}.

Dans le tableau[LTont ét¢ indiquées les erreurs |cos x — Cy ()| et [sinz — Sy, ()| pour 2 € {1073, 7/7, w/4}
(calculs réalisés sous matlab).

On pourra utiliser le script fourni calculglob. Voir aussi les fonctions matlab (qui sont appelées
par calculglob), determinnglob, approxncos, approxnsin, dlncos et dlncos.

Ces erreurs sont bien inférieures & 10™?; on constate aussi que, plus z est petit, plus lerreur est
petite.

On peut s’intéresser au tracé des fonctions qui, pour n fixé, associe & = € [0,7/4] les valeurs
[cosx — Cp ()] et |sinaz — Sy (z)].

Voir figures [Tl Sur ces figures, on a choisi n de fagon que ’erreur soit majorée par £ > 0.

On a plutot habitude de tracer le logarithme en base 10 de cette erreur, ce qui permet de "dilater"
Péchelle. Voir les figures [[2] ot on a choisi n de fagon que 'erreur soit majorée par ¢ > 0 (Voir
aussi tableau [L2Z). On constate que I'erreur ne descend pas en dega de 10716, qui correspond au
zéro machine (sous matlab).

On pourra aussi consulter la fonction qui a fournit ce graphe (tracelogerreursincos) ainsi que
la valeur de n correspondant a la valeur de € (donné dans le tableau [[2)).

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 1.3 Jérome Bastien



EXERCICES FACULTATIFS 5

Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus
-2 T T T T T T T -6 T T T T T T

sinus
16 cos R
| Iog, (epsilon)

(a) (b)

Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus

T -11 T

— sinus
— cos
—_ log, (epsilon) |

— sinus
cos
log, (epsilon)

0.4 05 06 07 08

0.7 08

Logarithme 10 des erreurs d'approximation du sinus et du cosinus

0.4 0.

sinus
cos
"~ log,(epsion)
(e)

-155 T

06 0.

FIGURE 1.2. les courbes log,, (Jcosz — Cy,(z)|) et logy, (|sina — S, (x)]) sur [0,7/4] n étant
choisi de telle sorte que I'erreur soit majorée par ¢ = 1073 (figure (a)), e = 107% (figure (b)),
e =107 (figure (c)), e = 10712 (figure (d)) et ¢ = 10716 (figure (e)).

(d) Dans la question 2] nous avions choisi n pour que C,(x) et S, (z) fournissent des approximations
de cosz et sinx & x fixé. Nous constations que n = 1 suffisait (pour une erreur majorée par 10~?).
En revanche dans la question Bl pour la méme précision, il fallait prendre n = 5, plus élevé. Cela
s’explique par le fait que dans le second cas, la majoration est valable pour tout élément = de [0, 7/4]
(on parle de majoration uniforme) et donc plus stricte. De fagon numeérique, dans le premier cas,
le fait que z soit "tres petit" explique la petite valeur de n : dans le reste |z[*""2/((2n + 2)!) et

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 1.3 Jérome Bastien



EXERCICES FACULTATIFS 6

1073 |2
1076 | 4
1072 |5
1072 | 6
10716 | 8

TABLE 1.2. Valeurs des entiers n qui permettent une erreur inférieure a € sur [0, 7/4].

2n+2 2n+3

|2|>" 2 /((2n + 3)!), quand n grandit, |z| et |z tend trés vite vers zéro. En revanche, dans

le second cas, le reste |z|*" T2 /((2n +2)!) est remplacé par (7/4)" 72 /((2n+2)!) et (7/4)*" "2 tend

vers zéro moins vite que |z*" 2.

(4) (a) La majoration d’erreur proposée en question [3 n’est valable que pour x € [0, 7/4]. Si x appartient
a R, les propriétés de périodicité et de symétrie permettent de ramener le calul au calcul du sinus
et du cosinus sur [0, 7/4] :

— si x € R, on rameéne, par périodicité, au calcul sur [0, 27[ (voir ensuite cas suivant) ;

— si & € [m,27], on raméne, par symétrie autour de 7, au calcul de sur [0, 7[ (voir ensuite cas
suivant) ; si x € [0, 7[, voir cas suivant;

— si @ € [7/2,7[, on raméne, par symétrie autour de /2, au calcul de sur [0, 7/2] (voir ensuite
cas suivant) ; si « € [0, 7/2][, voir cas suivant ;

— si x € [r/4,7/2[, on raméne, par symétrie autour de 7/4, au calcul de sur [0, 7/4[ et c’est fini!
si x € [0,7/4], c’est fini!

|z ||cosz — Cu(2)] [ sinz — Sy (2)] |
7/3 | 8.8506 x 10713 | 3.5693 x 10714
3.2 | 1.2490 x 10716 | 0

6 2.2204 x 10716 | 5.5511 x 10716
TABLE 1.3. Les erreurs [sinz — Sy, ()] et [cosx — Cp(z)| pour n =ng =5 et z € {n/3,3.2,6}.

Daus le tableau[[3lont été indiquées les erreurs |cos & — Cy, (2)] et [sinx — Sy, (x)| pour x € {7/3,3.2,6}
(calculs réalisés sous matlab).
Ces erreurs sont bien inférieures a 107Y.

On laisse vérifier au lecteur, que si on ne prend pas la précaution de se ramener a l'intervalle [0, /4],
les approximations proposées ne satisfont plus une erreur inférieure a 10~°.

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 1.3 Jérome Bastien



CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 2

Interpolation

Pour tous les calculs de polynéme d’interpolation par la méthode de Newton, on consultera la défini-

tion du cours.
CORRECTION DE L’EXERCICE 2.1.
(1) D’apreés la définition
a™ est le produit de n facteurs égaux a a, (2.1)

O n’a aucun sens a priori. A un niveau élémentaire, on peut montrer que

Vn,m>1,a""" = a"a™. (2.2)

et I'expression a

En effet, d’aprés la définition 2.]), a™™ est le produit de n +m facteurs égaux a a, a™ est le produit
de n facteurs égaux a a, a™ est le produit de m facteurs égaux & a et donc a™™™ est aussi le produit de
n+m facteurs égaux a a. Cependant, violons le domaine de validité de (Z2)) et écrivons-la abusivement
avec n = 0, ce qui donne formellement

Vm e N*,  a%t™ = ¢%™.

soit
vmeN*, o™ =a’a™. (2.3)
Si a est non nul, ¢ est non nul et dans [23)), on peut donc diviser par ™ et obtenir
1=a. (2.4)

0

Cette égalité non montre que a”, a priori non défini, peut étre posé formellement égal & 1. Ainsi, on

pose
Va#0, a®=1. (2.5)
Plus de détails dans I’annexe [Al
(2) (a) De la méme fagon que les diverses équations de I'annexe [A] il est légitime de considérer que si I et
J sont deux ensembles finis non vides et disjoints, on a
ieluJ iel  ied
Si on applique formellement (28] a J vide, on aurait donc, puisque T U} = I
H €Xr; = H €T; H X,
i€l iel el
et dong, si les x; sont non nuls, on a, par division,
[[z=1 (2.7)
i€l
ce qui légitime de choisir si I est un ensemble vide, le produit
P = H i,
iel

conventionnellement égal & 1.



2. INTERPOLATION 8

(b) Tl est légitime de considérer que si I et J sont deux ensembles finis non vides et disjoints, on a

Z xl:le—i—le (28)

ieTuJ iel ieJ
Si on applique formellement (28] & J vide, on aurait donc, puisque TU ) =T

in :in—i—z,ri

i€l i€l i€l
E T, = 0,

ce qui légitime de choisir si I est un ensemble vide, la somme

S:ZZ'Z',

el

et donc on a, par soustraction

conventionnnellement nulle.

REMARQUE 2.1. Dans matlabﬁ, cette convention est choisie! Une somme d’un tableau vide est
nulle et un produit d’un tableau vide est égal & 1.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.2.

(1) Ici,on an=1.
Chacun des polynomes de Lagrange I; (de degré 1) est donné par la formule :

n
r — Iy

Vi € {0, ... li(z) = . 2.9
e 0 te) = IS (29)
J#i
On a donc successivement,
(z—2)
l =
o(z) -2
(z—1)
l = .
@) =5
soit encore apres calculs :
lo(x) = —x+2, (2.10a)
lLi(z) =2 — 1. (2.10b)

Ensuite, le polyndme interpolateur de degré 1, II,,(g), est donné par la formule :
M (g)(x) = > gla:)li(). (2.11)
i=0

Ici, on a donc :
I (9)(@) = g(z0)lo(x) + g(z1)l1 (2).
Aprés calculs, il vient :

I, (g)(z) =4z — 1. (2.12)
Pour o« = 1,100 000, on obtient alors :
1T, (g)(@) = —2,600 000, (2.13)

ce qui constitue une valeur approchée de g(«).

Sur la figure 2], ont été tracés les polynomes de Lagrange [y et [; et le polynéme interpolateur.

1. et sirement avec d’autres langages.

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.2 Jérome Bastien



2. INTERPOLATION 9

»
— ] 1
JE— |1
091
05
0.8
ol
0.7F
0.6 -05F
05t b
041
-15F
0.3f polynéme
*  données
-2r O valeur caclulée
0.2+
01k -25
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . 3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
11 1.2 13 14 15 1.6 1.7 18 1.9 2 11 1.2 13 14 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2
(a) Les polynémes de Lagrange lo et I1. (b) Le polynéme d’interpolation et les données.

FIGURE 2.1. L’interpolation de Lagrange.

(2) Ici, on an=2.

Chacun des polyndémes de Lagrange I; (de degré 2) est donné par la formule (29). On a donc

successivement
(2 —2)(x+2)
lo(@) 1-2)(1+2)
(-1 (x+2)
h@) 2-1)(2+2)
(x—1)(x—2)
L= 5T (g
soit encore aprés calculs :
lo(z) = —1/32% +4/3, (2.14a)
Liz)=1/42" +1/4x —1/2, (2.14b)
lo(x) =1/122% —1/42 + 1/6. (2.14c)

Ensuite, le polynome interpolateur de degré 2, I1,,(g), est donné par la formule ([ZIT)). Ici, on a donc :

I, (9)(z) = g(zo)lo(z) + g(z1)l1(z) + g(z2)l2(2).

Aprés calculs, il vient :

17 25

I =—a2?—1/4x— =, 2.1
n(9)(@) = 52t = 1/dz— < (2.15)
Pour o« = 1,100 000, on obtient alors :

1L, (9)(@) = —2,727 500, (2.16)

ce qui constitue une valeur approchée de g(«).

Sur la figure[Z2] ont été tracés les polyndomes de Lagrange lg, [1 et [ et le polynome interpolateur.

(3) (a) Ici, on an = 1.

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.2 Jérome Bastien



2. INTERPOLATION 10

polyndme

2 *  données
O valeur caclulée

L I L L L L ) 5 I I I I I I I )

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2

(a) Les polynémes de Lagrange lo, l1 et 2. (b) Le polynéme d’interpolation et les données.

FIGURE 2.2. L’interpolation de Lagrange.

mz\k/’ | 0 1
1'1:2 1

TABLE 2.1. Différences divisées de g.

Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences divisées
glxi, ..., i) données dans le tableau [l Ensuite, on n’utilise plus que les différences divisées qui
sont encadrées et le polyndme interpolateur de degré 1, I1,,(g), est donné par la formule :

n

I, (g)(z) = Zg[mo, oy &) (x = x0)e (T — 24-1). (2.17)

i=0
Ici, on a donc :
I1,,(9)(z) = glzo] + g[zo, z1](x — x0).
On a

r—x9=z—1,

Aprés calculs, il vient :
I, (g)(z) =4x —T1. (2.18)

Pour a = 1,100 000, on retrouve alors la valeur donnée par ([2.I3).

Ici, on a n = 2. On n’est pas obligé de reprendre tous les calculs. 11 suffit de rajouter le point x5 dans
le tableau des différences divisées et la valeur correspondante g(xs), comme le montre le tableau
Ensuite, on utilise la formule (ZI7), pour passer de n — 1 a n; il suffit de rajouter le polynome

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.2 Jérome Bastien



2. INTERPOLATION 11

.Tl\k 0 1 2
.Tozl -3

17
12

TABLE 2.2. Différences divisées de g.

glxo, o, Tn)(x — x0)...(x — x5—1) au polynome II,_;(g) pour obtenir le polynéome II,,(g). On obtient
le polynéme ci-dessus.

Pour o = 1,100 000, on retrouve alors la valeur donnée par (Z10).

(4) La seconde solution est plus rapide, car fait appel aux calculs précédents, ce qui était le but poursuivi
par « linventeur des différences divisées », Isaac Newton. On pourra consulter par exemple

http://www.unige.ch/ wanner/teaching/Numi/Numi2.pdf
CORRECTION DE L'EXERCICE 2.3.

(1) (a) Déterminons tout d’abord les points de Chebytcheft.

On peut procéder de deux fagons.

(i) Les formules (Z63) du polycopié de cours donnent numériquement

z0 = 6, (2.19a)
71 = 6.25, (2.19D)
zo = 6.75, (2.19¢)
x5 =1. (2.19d)

(ii) On peut aussi utiliser interprétation de la remarque 2:32] du polycopié de cours, avec a = 6 et
b = 7. On considére le demi-cercle de centre d’abscisse

b
o, = a;“ — 6.50 (2.20)

et de rayon

R:b—a

= 0.50, (2.21)

c’est-a-dire passant par les points d’abscisses a et b. On divise ce demi-cercle en en n = 3
parties égales; on a donc 4 points définis par les angles iw/3 pour 0 < ¢ < 3. Voir la fi-
gure[2.3 page suivantel Les n+1 = 4 abscisses de ces points ne sont autres que les points définis
par ([2.63) dans le cas n = 3. Il est clair que zo et x3 sont égaux respectivement a a et b et on
retrouve (2.19a)) et (2.19d)). Géométriquement, on constate que le triangle OAB est un triangle
équilatéral (deux coté égaux et 'angle au sommet égal a 7/3). Ainsi, le point D, le pied de la
hauteur (BD) est le milieu de [OA] et donc OD = R/2 et donc ED = 3/4 R. Autrement dit,

3
z2:a+§R

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.3 Jérome Bastien
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E 0 \W/S . D N

To=a T Te To T3 =2>

FIGURE 2.3. Les points de Tchebycheff pour n = 3.

et donc, grace a (Z21)), il vient

w

xo=a+-(b—a),
1 3

= Za+ b
14"

— 6.75,
et on retrouve (2Z.I9d). On fait de méme pour (2.19d).

S

FIGURE 2.4. La rosace (et ’hexagone qui la sous-tend, en pointillé), avec les quatre points de
Tchebycheff, repérés par quatre croix
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On peut aussi faire cette construction a la régle et au compas, puisque ce cas particulier

est fondé sur la construction d’un triangle équilatéral. Voir par exemple la construction de

I’hexagone régulier, issu de |Bas22a, Section "Quelques exercices", dans annexe ""| et la fi-
gure 2.4 page précédente, adaptée de la référence citée, qui montre la jolie rosace habituelle.

(b) Déterminons maintenant le polynéme d’interpolation.
X, \ k 0 1 2 3

z0 =6 2.708050 |
0.131159
—0.008158
0.000653

—0.007505

1 = 6.250000 | 2.740840

0.125041
2 = 6.750000 | 2.803360

0.119412
2.833213

563:7

TABLE 2.3. Différences divisées de f.

Pour calculer le polynome sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences divisées
flzi, ..., xitx] données dans le tableau 23] Ensuite, on n’utilise plus que les différences divisées qui
sont encadrées et le polynome interpolateur de degré 3, II5(f), est donné par la formule :

n

I3(f)(z) = Zf[zo, co i) (@ — o). (. — mi—1).

=0

Ici, on a donc :

On a successivement
r—x9=x—06,
(x — x0)(x — 1) = 2% — 12.250000z + 37.500000,
(x —20)(x — 21)(x — 22) = ® — 1922 + 120.1875002 — 253.125000.

Apres calculs, il vient :

I5(f)(x) = 0.0006532% — 0.02056422 + 0.309573x + 1.449886.

Voir la figure [2.5 page suivantel

(2) On utilise le théoréme 2:241 du polycopié de cours : il existe £ tel que

@

Es(f)(x)

et donc

maxg | f(€))|

|E3(f)] < o

Graphiquement, on constate que

max |wq ()],
xT

max (|ws) | &= 0.016000.

Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.3

(2.22)

H5(f)(x) = flzo] + flzo, z1](x — @0) + flwo, 21, 22)(x — w0) (% — 1) + flz0, T1, T2, T3] (T — T0) (T — 21) (7 — 22).

(2.23)
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2.85

2.8 7

2751 O Noeuds ]

Interpolée de g
fonction g

2.7 I I I I I I I I I

FIGURE 2.5. La fonction g et son interpolée.

Par ailleurs, on peut vérifier que
FD (@) = =96 (22 +3)7",
et puisque sur [a,b], x > 6, on a
|f W ()] <1.896301073,

dont on déduit que

1
|E3(f)] < 1.600001072 x 7 < 1:89630 1073 = 1.2642010~°.

14

(2.24)

(2.25)

(2.26)

REMARQUE 2.2. Si utilise la fonction maxabsfun, fournie sur le site habituel, pour déterminer avec

plus de soin, un majorant exact de f(*), on obtient
M =1.89630107°.

qui est identique a (Z25).
Voir figure

Dans ce cas, Uestimation ([226]) est identique puisque 1’on obtient
1
|Es(f)| < 1.6000010~2 x 77 X 1:89630 1073 = 1.26420107°.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.4.

(1) D’aprés le théoréme [2.27] du polycopié de cours, on a, pour des nceuds équirépartis de Uintervalle [a, b

En(f) < #(b__“)wr1 max ’f(n+1)($)’
T 4m+ 1)\ n z€[a,b] '

La dérivée n-iéme de f est majorée, en valeur absolue, par 1/3". D’ou

1
E.(f) < )
() < 4(n + 1)pnti3ntt

soit encore

1

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.4
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151

fonction
valeur absolue

05 *  extrémaux
max

Ol — - Ll
-0.5
1+
-1.5F

Il Il Il Il Il Il Il Il Il J

6 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9 7

FIGURE 2.6. Extréma de la fonction f définie par (2:24).

15

(2) On sait que cette quantité tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Nous proposons deux méthodes

légérement différentes.

(a) De fagon brutale, on détermine & la main, le plus petit n tel que cette quantité soit inférieure a

e = 107%. C’est-a-dire, on teste successivement n =1, n =2, .... On trouve

n=3.

(2.29)

(b) De fagon plus subtile, remarquons que 'on a successivement les majorations suivantes : pour tout

n entier, on a
4(n +1)(3n)" Tt > 4(3n)"H,
=4 x 3"tipntl
=12 x 3"t
> 12 x 3"n",
=12 x (3n)",

et donc 'inégalité
1

4(n+1)(3n)" =

est vraie si

1
€
12(3n)m = 7
ce qui est équivalent &
(3m)" > —
= 10
et donc a
1
(3n)3n Z =
(12¢)

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.4
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Par croissance, il suffit donc de trouver le plus petit entier ng tel que

1
3n)>"0 = .
(8n0) (12¢)°
D’aprés la section [E.3] de ’annexe du cours cela est équivalent &
In 2z
T=—
W(nz)’
ou
1
xr=3ng et z = 3
(12¢)
On trouve donc, dans R :
In 2z
ng = ————,
07 3W(n2)

soit numériquement :
no = 3.0417459.

et donc, dans N :

nog = 4,
ce qui est un peu plus grand que la valeur donnée par ([2:29), ce qui est normal car on a raisonné
en condition suffisante, en remplacant I'inégalité (Z30) par U'inégalité (231)) moins forte. Au final,
cette méthode est plus pessimiste !

(3) Tous les résultats sont identiques pour la fonction g.

REMARQUE 2.3. Dans cet exercice, on a montré que l'erreur d’interpolation entre f et son polyndéme
d’interpolation p,,, défini par n + 1 points équirépartis est donnée par (Z27) dans le cas général et par (Z28)
dans le cas particulier étudié.

Ainsi, cette erreur tend vers zéro quand n tend vers l'infini. Attention, ce résultat n’est vrai qu’en théorie ;
en pratique, du fait des arrondis de calculs, ’erreur d’interpolation entre f et p, ne tend pas vers zéro quand
n grandit.

De plus, dans [BM03, Exercice 2.3 p. 53 et 239 et TP 2.D p. 65|, nous avions mis en avant le fait que l'on
peut évaluer numériquement le polynéme p,, de trois fagons :

(1) en utilisant la forme de Newton donnée par

n

pn(x) = Z flzo, .oy xi](x — 20)...( — 24-1), (2.32)

=0

et I'algorithme d’évaluation de HornerE

2. qui consiste en fait & évaluer p,(z) de la fagon suivante : si on note a9 = f[zo], a1 = flzo,z1], a2 = flzo,z12,2],...,
an = f[zo, ..., Tn], alors on calcule p, défini par (232)) de la fagon suivante (dans cet ordre, sans exprimer ce qui suit dans la base
canonique) :

p1(x) = a0 + (z — wo)a, (2.33a)
sin=1,
p2(2) = a0 + (z — wo)(a1 + (z — z1)a2), (2.33b)

si n = 2 et de fagon plus générale :

pn(x) = ao + (x — zo)(a1 + (x — z1) (a2 + (x — z2)(a3 + (x — x3)(-..(an—2 + (x — zpn—2)(an—1 + (x — Tn—1)an)))...))), (2.33¢c)

de facon, entre autres, & diminuer le nombre d’opérations a effectuer, notamment le calcul des produits (z — xo)....(z — x;). (voir
[BMO03, Algorithme 2.1 d’'Horner p. 38 et TP 2.A p. 61])

UCBL/Polytech  2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.4 Jérome Bastien
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(2) en utilisant sa forme canoniqueﬁ
n
pn(z) = Z bzt ; (2.34)
i=0
(3) en utilisant son écriture dans la base des polynomes de Lagrange I;

pul) =Y f(x:)li(x), (2.35)
=0

ol
n

Li(z) = [ 2. (2.36)

o — 1
j=0" J
J#i

L’erreur est intrinséquement liée & 1’'utilisation d’un calculateur par le cumul d’imprécisions liées aux arrondis.

Cependant, les trois méthodes n’ont pas la méme sensibilité numérique. Nous donnons en annexe [Bl deux
simulations numériques mettant cela en évidence sur les fonctions f et g définies dans I’énoncé.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.5.
D’aprés le théoréme [2:24] du polycopié de cours, on a, sur chaque intervalle [x;, 2;11] = [ih, (i + 1)h],

(2)
Ei(x) = / 2!(§> (x — ;) (x — Tip1).

Sur [0, 1], on peut majorer brutalement chacun des produits (z — ;) par h et donc |(x — ;) (2 — x;41)| par h2.

On peut aussi étre plus précis et montrer que la fonction z — (¢ — 2)(b — ) a un maximum égal a %. On
majore donc |(z — x;)(x — x;41)| par h?/4. On a donc

B < gm0 5y = mae [12(0)] &-
On peut aussi retrouver cette formule grace au théoréme 2.37 du polycopié de cours. Par ailleurs, on a
F@@) =27 (~1+242). (2.37)
On peut utiliser brutalement I'inégalité triangulaire
Va,be R, |a+b| <|a|+]b|. (2.38)
On écrit donc
vz € [0, 1], ‘f(z)(:c)‘ <2le| |2a2 - 1], (2.39)
ce qui donne
Yz € [0, 1], ’f@)(x)‘ < 27" 222 — 1, (2.40)
et donc
Vo € [0,1], ’f@)(z)’ <22? -1, (2.41)
dont on déduit, grace a ([2Z38)),
va € [0,1], ‘f@)(z)’ < 2(|222] + |-1]), (2.42)
et donc
Ve e [0, 1], ‘f@)(x)‘ <2(22%+1), (2.43)
et enfin, puisque sur [0,1], 22 <1 :
vz € [0, 1], ‘f@)(x)‘ <2(2+1) =6, (2.44)

3. que l'on obtient grace a la forme de Newton et par exemple |[BMO03, Exercice 2.7 p. 56, Algorithme 6.1 p. 246].

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.5 Jéréome Bastien
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et un majorant M de ’f@) (z)] sur [0,1] est donné par

Bref

M =6, (2.45)

|m@ﬂg%m.

Ainsi, pour avoir une erreur inférieure a ¢ = 5.1077, il suffit que

soit

3
ZhQ S &

h < ,/%s, (2.46)

soit encore

On a donc

N > i = 1224.744871.
4e

Puisque N est entier, on choisit

N = 1225. (2.47)

REMARQUE 2.4. On peut améliorer la valeur de M donnée par ([Z43) de trois fagons.

(1)

Comme I’a remarqué M. Thioliere en 2018, il suffit de reprendre 'inégalité (2.39). D une part, on utilise
le fait que z +— 222 — 1 est croissante sur [0, 1] et qu’elle vaut —1 en 0 et 1 en 1; cette fonction est donc
comprise entre —1 et 1 et en valeur absolue, elle est donc majorée par 1. On a donc

vz €[0,1], |22 —1| <1 (2.48)

D’autre part, la fonction z — e est positive, décroissante sur [0, 1] et elle vaut 1 en 0; elle est donc

majorée par 1, en valeur absolue. On a donc

Vzel0,1], e <1 (2.49)
Bref, de (Z40) (248) et (2.49), on déduit
vxemu,’ﬂmuﬂgzxL (2.50)
et donc
vrefo1], @) <2, (251)
et on remplace donc (2.45]) par
M=2. (2.52)

Dans ce cas, M est optimal puisque’il est atteint par f :
‘f@)(o)‘ = M. (2.53)
On peut aussi, remarquer que d’aprés ([2.37), on a
O (x) = dze™™ (3—227%). (2.54)

La fonction z — 3 — 222 est décroissante sur [0,1], elle vaut 0 en 1 et 1 en 1 et est donc positive
sur [0,1]; Ainsi, f® est positive sur [0,1] et f(?) est donc croissante sur [0, 1]. Elle est donc comprise
entre f(2(0) = —2 et fP)(1) =2e~!, tous les deux inférieurs a 2, en valeur absolue. On retrouve donc

(2.52).
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(3) On peut aussi, de fagon informatique, utiliser la fonction maxabsfun, fournie sur le site habituel, pour

déterminer avec plus de soin, un majorant exact de f(2), on obtient
M = 2.000000000,
et on retrouve donc ([252).

151~

0.5
fonction
valeur absolue
O— =7 % extrémaux |~ — — — — — T T o > oo
max
-0.5
b
_15L
- Il Il L I}
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 2.7. Extréma de la fonction g définie par (2.37).

Voir figure 2717
En utilisant ([2.52) ou (2.53)), 'estimation (2.46) est remplacée par

/8
hé ME,

1
h b
Pestimation (247 est remplacée un peu plus avantageusement par

et donc puisque

N =

N = 708.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.6.

(2.55)

(1) Parmi les différents points ¢ de ’énoncé , on considére quatre points successifs qui encadrent "au mieux"

la donnée 7 = 3.100000. On utilise tout d’abord le fait que I'on fait de 1""inter"polation (la donnée 7

est & lintérieur des points ¢;). De plus, 'écart entre 7 et les ¢; doit étre le plus faible possible. En outre,
I’écart entre les différents ¢; doit étre le plus faible possible. Enfin, on admet que la situation doit étre

la plus symétrique possible. Finalement, on choisit donc :

to = 2.50,
t =3,
ty = 3.50,
ty = 4.

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 2.6
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ti\ k 0 1 2 3

to = 2.500000 | | 7.830700 |
2.750600

t=3 9.206000
2.809000

to = 3.500000 | 10.610500 —0.014800
2.794200

t3 =4 12.007600

TABLE 2.4. Différences divisées de f.

Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées f[t;, ..., t;+r] données dans le tableau 2.4l Ensuite, on n’utilise plus que les différences divisées
qui sont encadrées et le polynome interpolateur de degré 3, I3, est donné par la formule :

a(t) =Y flto, .o ti](t — to)-..(t — tio1). (2.57)
1=0

Ici, on a donc :
Hs(t) = flto] + flto, ta](t — to) + flto. tr, t2](t — to)(t — t1) + flto, t1, ta, t3](t — o) (t — t1)(t — t2).
On a successivement
t —to =t — 2.500000,
(t —to)(t — t1) = t* — 5.500000¢ + 7.500000,
(t —to)(t — t1)(t — t2) = t3 — 9t + 26.750000¢ — 26.250000.
Aprés calculs, il vient :

I3(t) = —0.048800¢* 4 0.497600¢* + 1.124000¢ + 2.673200. (2.58)

On en déduit
II3(7) = I3(3.100000) = 9.485735.

Voir la figure 2.8

REMARQUE 2.5. Au lieu de prendre ([Z356]) on considére cette fois-ci les points ¢; définis par

to =1, (2.59a)
¢, = 1.500000, (2.59Db)
to =2, (2.59¢)
t5 = 2.500000, (2.59d)
ty =3, (2.59)
t5 = 3.500000, (2.59f)
te = 4. (2.59g)

Une autre fagon plus compléte de procéder et de déterminer tous les polyndémes de degrés 3 définis par
4 points qui se suivent parmi les ¢;, qui peuvent méme ne pas encadrer 7! On dispose des 4 possibilités
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12

11

10

o

*

données expérimentales
polynéme
T

2 25

3 35

FIGURE 2.8. Les données expérimentales et la courbe de degré 3.

21

différentes données par i € {1,2,3,4}, i € {2,3,4,5}, ¢ € {3,4,5,6} et i € {3,4,5,6}. On calcule pour
ces 4 possibilités les différences divisées puis II3(7). On trouve
I3 (7) = 9.435602,
II5(7) = 9.488824,
I3 (7) = 9.486686,
I5(7) = 9.485735.

13

12

11

10

o

*

données expérimentales
différents polyndmes
différentes valeurs en 1

FIGURE 2.9. Les données expérimentales et les différentes courbes de degré 3.

3 35

Voir la figure On constate que les quatre solutions sont quasi identiques.
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(2) L’expression analytique de Perreur est donnée par
ARG
-4l

ol ici f et & ne sont pas connus. Cette formule provient de la propriété 22241 du polycopié de cours

Es(x) w4 (), (2.60)
utilisée ici avec n = 3.

(3) 1l est donc impossible de calculer une telle erreur. Cependant, on peut supposer par exemple que f est
polynomiale de degré 4, ou ce qui revient au méme que f) ne varie pas. On a alors une approximation
de V'erreur, obtenue en prenant un point supplémentaire ¢,,4; :

Eg(l') ~ f[to, ceny tn+1](1' — to)(x — tn), (261)

utilisée ici avec n = 3. Cela provient de ([2.60) ; en effet, si f est polynomiale de degré 4, le coefficient
dominant de f est f[to, ..., tn+1] puisque c’est le coefficient dominant de f = Il sur la forme de newton.
On a alors pour tout &, puisque f(4) est constant :

f(4)(§> = 4'f[t05 "'at4]7
ce qui donne, réinjecté dans (Z.60) :
E3(x) = f[th ey t4]w4(1‘)

Si cette fois-ci, f(4) varie peu, cela devient une approximation et on a donc, dans tous les cas (Z.61).
Prenons tg = 2.500000, t; = 3, to = 3, t3 = 4 et t4, = 2. On compléte le tableau déja fait dans la

ti\ k 0 1 2 3 4

to = 2.500000 | | 7.830700
2.750600

t1=3 9.206000 0.058400
2.809000 —0.048800

to = 3.500000 | 10.610500 —0.014800 0.019800
2.794200 —0.058700

t3 =4 12.007600 0.043900
2.728350

ty =2 6.550900

TABLE 2.5. Différences divisées de f.

question [I] en rajoutant un cinquiéme point, en bas du tableau; voir le tableau On déduit de ce
tableau la valeur de f[to, t1,t2,t3,t4] donnée par :

flto,t1,t2,t3,ts] = 0.019800.

On a alors
E3(1) =~ 1.98000 1072 x (7 — tg)...(T — t3) = 4.70448 10~*.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.7.
On renvoie a la section 271 du polycopié de cours et a la [BM03, Correction de l'exercice 2.8 p. 247 et TP
2.F).
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Exercices facultatifs
CORRECTION DE L’EXERCICE 2.8.

(1) On rappelle que II,, vérifie
Vi e {0,...,n}t, I,(z;) =y. (2.62)

D’aprés la proposition du polycopié de cours, le polynoéme II,, est de degré au plus n. Il suffit de
choisir un polynéme P de degré p tel que

Vie{0,...,n}, vy = Px;). (2.63)

Le polynome d’interplation IT,, vaut alors P. Il est en effet de degré p, inférieur ou égal & n par définition
et, d’aprés (2.63), [262) est vérifiée pour II,, = P. P vérifie donc I'équation ([2Z:26) du polycopié de
cours de la proposition du polycopié de cours. Par unicité du polynéme d’interpolation,

1L, = P. (2.64)

(2) Prenons par exemple

D’apres ([263)), les y; sont donnés par
Vi€ {0,...,n}, yi=a=71%
11 serait fastidieux de déterminer IT3. 11 suffit d’utiliser (2:64) qui nous donne :
3(z) = 22

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.9.
On pourra aussi consulter la correction de 'exercice de TD trés proche de cet exercice.

(1)

x (en métres) 0 | 100 | 1500 | 10000
t(z) (en secondes) | 0 | 13 | 245 | 1980

TABLE 2.6. Les données du sportif.

Parmi les différents points (d; ). les distances données dans la premiére ligne du tableau
0<3i<3
on considére trois points successifs qui encadrent "au mieux" la donnée

d = 5000. (2.65)

On utilise tout d’abord le fait que 'on fait de I""inter"polation (la donnée d est & 'intérieur des
distances (d;)<;<5) De plus, 'écart entre d et les d; doit étre le plus faible possible. En outre, I’écart
entre les différents d; doit étre le plus faible possible. Enfin, on admet que la situation doit étre la plus
symétrique possible. Finalement, on choisit donc :

X, = 100, (2.662)
X, = 1500, (2.66b)
X, = 10000, (2.66¢)
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et les durées correspondantes données par

Yo = 13,
Y, = 245,
Ys = 1980,

24

(2.67a)
(2.67D)
(2.67¢)

Il était préférable d’utiliser la méthode de Newton, mais le calcul par les polynémes de Lagrange

est aussi présenté.

(a) Chacun des polynomes de Lagrange I; (de degré 2) est donné par la formule :

_ TX - X
VZG{O,...,TL}, ZZ(X) ﬁ
7=0
J#i
On a donc successivement
—1 —1
() — = 1500) (X~ 10000)
(100 — 1500) (100 — 10000)°
1 () — X =100 (X — 10000)
! (1500 ~100) (1500 — 10000)’
—100) (X — 1500)
(10000 ~100) (10000 — 1500)°

soit encore aprés calculs :
lo(X) = 7215007214 108X 2 — 8.297258297 10X + 1.082251081,
11(X) = —8.403361345 108X ? 4 8.487394957 10~ *X — 8.403361345102
lo(X) = 1.188354130 103X ? — 1.901366606 10~ °X + 1.782531193 10>

Ensuite, le polynéme interpolateur de degré 2, I, est donné par la formule :

n

M(X) = 3 Vili(X).

Ici, on a donc :
5 (X) = Yolo(X) + Y1l (X) + Yalo(X).

Aprés calculs, il vient :

My (X) = 3.879127409 10~ °X? + 1.595076819 10~ ' X — 2.989559460.

Xi\k 0 1 2
Xo = 100

| 1.657142857107!|

X; =1500 | 245 \3.879127409 1076
2.04117647010~!

X9 = 10000 | 1980

TABLE 2.7. Différences divisées de f.
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Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées f[Xj,..., X;+r] données dans le tableau 27} Ensuite, on n’utilise plus que les différences
divisées qui sont encadrées et le polynéme interpolateur est donné par la formule :

Mo (X) =Y f[Xo, .0 Xi) (X = Xo)...(X = Xi1). (2.72)
1=0

Ici, on a donc :
2 (X) = f[Xo] + f[Xo, X1](X — Xo) + f[Xo, X1, Xo](X — Xo)(X — X1).
On a successivement
X - Xo=X —10%
(X — X0)(X — X1) = X2 — 1.600000000 10°X + 1.500000000 10°.

Apreés calculs, on retrouve donc bien le polyndéme déterminé par la méthode de Lagrange (voir

équation (Z7T)).

En prenant
d = 5000, (2.73)

on en déduit la valeur de donnée par IIz(d) donnée par
7 = I (d) = 891.5270, (2.74)

ce qui fournit une approximation de la performance sur le 5000 m.

2500
polynéme d'interpolation de degré 2
O résultat
2000 - *  données i

1500

1000

500

-500 I L L L L I
-2000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

FIGURE 2.10. les données et le résultat.

Voir aussi la figure [ZI0 ou sont répresentées les données, 11, d et IIa(d).
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26

REMARQUE 2.6. On peut aussi utiliser les trois premiers points, ce qui était un peu moins moins

pertinent. D’une part, on ne fait plus de 'interpolation car le point est & 'extérieur des données. De

plus, on utilise le temps nul correspondant & une distance nulle, ce qui n’est pas trés intéressant.

Présentons néanmoins ce calcul. Il était préférable d’utiliser la méthode de Newton, mais le calcul

par les polynémes de Lagrange est aussi présenté.

(a) Chacun des polynomes de Lagrange I; (de degré 2) est donné par la formule :

X - X
Vie{0,...n}, Li(X)= - -J
) i — X
Jj=0
J#i
On a donc successivement

(X —100) (X — 1500)

lo(X) = (0—100) (0 — 1500)
(X)) (X —1500)

LX) = (100) (100 — 1500)”

LX) = (X) (X — 100)

(1500) (1500 — 100)°

soit encore apreés calculs :
lo(X) = 6.666666667 10" °X? — 1.066666667 10~ 2X + 1,
11(X) = —7.142857142 107 °X? + 1.071428571 102X,
Io(X) = 4.761904762 107X ? — 4.761904762 10 °X.

Ensuite, le polynéme interpolateur de degré 2, Ils, est donné par la formule :

n

Mo (X) =) Yily(X).
Ici, on a donc :
> (X) = Yolo(X) + Yil1(X) + Yalo(X).
Apres calculs, il vient :

Mo (X) = 2.380952381 10 °X? 4 1.276190476 10~ X..

X\ k 0 1 2
Xo=0

| 1.300000000 107! |

X; =100 | 13 \2.380952381 107°
1.657142857 1071

X5 = 1500 | 245

TABLE 2.8. Différences divisées de f.
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Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées f[Xj,..., X;+r] données dans le tableau 2.8 Ensuite, on n’utilise plus que les différences
divisées qui sont encadrées et le polynéme interpolateur est donné par la formule :

(X)) = Z F1Xo, ooy Xi] (X — X0)ooo(X — Xi_1). (2.79)

Ici, on a donc :
2 (X) = f[Xo] + f[Xo, Xa](X — Xo) + f[Xo, X1, Xo](X — Xo)(X — X3).
On a successivement
X-Xo=X,
(X — Xo)(X — X;) = X? — 10%X.
Aprés calculs, on retrouve donc bien le polynome déterminé par la méthode de Lagrange (voir
équation (Z78).
On en déduit la valeur de donnée par II2(d) donnée par
7 = IIx(d) = 1233.3333, (2.80)
ce qui fournit une approximation de la performance sur le 5000 m & comparer avec la valeur donnée
par ([2.74).
(2) L’expression analytique de l’erreur est donnée par

F2©)
3!
ou ici f et £ ne sont pas connus. Cette formule provient de la propriété 2.24] du polycopié de cours

Ey(z) = ws(z), (2.81)

utilisée ici avec n = 2.
Il est en théorie impossible de calculer une telle erreur. Cependant, on peut supposer par exemple

que f est polynomiale de degré 3, ou ce qui revient au méme que f3) ne varie pas. On a alors une
approximation de l’erreur, obtenue en prenant un point supplémentaire :

EQ(iE) ~ f[Xo, ...,Xn+1]($ — Xo)(,CE — Xn), (282)

utilisée ici avec n = 2. Cela provient de (ZJI)); en effet, si f est polynomiale de degré 3, le coefficient
dominant de f est f[to, ..., tn+1] puisque c’est le coefficient dominant de f = I3 sur la forme de newton.
On a alors pour tout &, puisque f(?’) est constant :

f(3) (g) = 3|f[XOa (23} X3]a
ce qui donne, réinjecté dans 281 :
Eg(iE) = f[Xo, ceey Xg]wg(x).

Si cette fois-ci, f(3) varie peu, cela devient une approximation et on a donc, dans tous les cas 2=T).
Prenons Xy = 100, X7 = 1500, X5 = 10000 et X3 = 0. On compléte le tableau déja fait dans la question
[ en rajoutant un quatriéme point ; voir le tableau[2.9 page suivante On déduit de ce tableau la valeur
de f[Xo, X1, X2, X3] donnée par :

flXo, X1, Xo, X3] = —1.993039639 10 7.
On a alors

Es(d) ~ —1.993039639 10~ x (d — Xo)(d — X2)(d — X3) = 170.903149138443,
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X\ k 0 1 2 3

Xo = 100

|1.657142857 10"
X, = 1500 | 245 |3.879127409 10~ |

2.041176470 10~ | ~1.993039639 10~°

X9 = 10000 | 1980 4.07843137210°6
1.980000000 101

X35=0 0

TABLE 2.9. Différences divisées de f.

28

ce qui est assez élevé dans I'absolue ; Uerreur relative est donnée par exemple par (en utilisant la valeur

de 7 donnée par ([274))
Es(d
es(d) = 2; ) ~ 0.19169710 = 19.169710%,

ce qui est "plus raisonnable".
REMARQUE 2.7. On peut tenir le raisonnement suivant Pour calculer I’erreur
Ey(z) = f(z) — Ha(z) = Is(z) — 1a(z),
on détermine II3(x) grace au tableau 291 On écrit alors

Es(d) = 3(d) — Iz (d),

en utilisant la valeur de Iz (d) donnée par (2.74]). Mais, c’est beaucoup plus long et identique! On sait

en effet d’aprés les relations de récurrence de II,, que :
3(d) = Ila2(d) + f[Xo, X1, X2, X3](d — Xo)(d — X1)(d — X2),
et donc on a
Es(d) = 13(d) — Ha(d) = f[Xo, X1, X2, X3](d — Xo)(d — X1)(d — X2),

et c’est donc exactement identique & (Z82) avec n = 2 au point d!

REMARQUE 2.8. 1l serait peut-étre pertinent de remette en cause ce calcul, non pas sur le plan mathéma-
tique, mais sur le plan sportif ou biomécanique : est-il pertinent de se servir des performances sur des durées

différentes et donc des compétences différentes 7

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.10.

On considére le demi-cercle de centre d’abscisse (a + b)/2 et de rayon (b — a)/2, c’est-a-dire passant par

les points d’abscisses a et b. On divise ce demi-cercle en n parties égales; on a donc n + 1 points définis par les
angles i/n pour 0 < i < n. Voir la figure 2.1T page suivante] Pour i € {0, ...,n}, on introduit les angles w et v

comme indiqué sur la figure Z11} On a

_am
=
w—1=m,
et donc ]
Vi € {0, ...,n}, W—ng.
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AN
Q KX B
BESs :E

/ |
*—6o * * < :E ¢
Lo T (b — a)/2 7T/TL Tn

FIGURE 2.11. Les points de Tchebycheff.

On a aussi
a+b b—a
Ccos w

2+2 ’

Vi € {0, ...,TL}, Xr; =
ce qui donne d’aprés ([2.83))

b b-— ‘ b b— j
Vi € {0,...,n}, xi:a+ + acos(ﬂ'—ﬂ):a—’— — acos(ﬂ),
n

2 2 n

ce qui n'est autre que 'équation ([Z263]) du cours.
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Intégration

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.1.
Pour tout cet exercice, découpons [A, B] en sous-intervalles & pas constant h (h € RY ), notés [x;, xi11].
Ainsi
B-A

r9o=A; zy= B, V’L'G{O,...,N—l} Tiy1 —x; =h dou h:T (31)

Par suite pour tout ¢ de {0, ..., N}
x; = A+ih. (3.2)

(1) L’approximation de I'intégrale par la méthode des trapézes composite (voir tableau 34 du polycopié
de cours) est

h
T ==
N9

N-1
(f(A) + fF(B) +h Y f ().
=1
Pour N = 4, on obtient
15 =1/841/8e  +1/4e V10 4 1/4e /4 4 1/4e 5.

et donc
Il =0.742984. (3.3)

(2) L’erreur commise par la méthode des trapézes composite (voir tableau du polycopié de cours) est

T _ _2(B=A)

En théorie (et si f” (n) ne varie que peu), si h est divisé par 2, cette erreur est divisée par 4.

f"(n) avec n € [A, B].

REMARQUE 3.1. On peut aussi écrire
(B—-4)

T 2
|[Ex|<h 12 z€[A,B]

et remarquer que cette derniére quantité est divisée par 4 quand h est divisée par 2.
(3) Notons Mz = sup,ca,p |f"(7)]. On a
) =2 (-1+227).
que 'on peut majorer par Ms = 6, comme on a déja fait 'exercice 2.5 page 17| (voir (Z43])). Pour avoir

une erreur inférieure a € > 0, il suffit donc que

B—-A
2! D )M2 <e, (3.4)
ce qui est équivalent a
(B—A)°
12N2 M2 S g,
ou encore
B—A)®
( 125) My < N. (3.5)

30
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Numériquement, on obtient donc pour A=0, B=1, et ¢ = 10~*
N > 70.710678

et puisque N est entier, on choisit
N=1T1 (3.6)

REMARQUE 3.2. On peut étre plus subtil et utiliser la majoration de la remarque de
Pexercice (voir (Z52)) et on obtient N = 41, ce qui est plus faible que ([3.6).

En utilisant le calcul symbolique de matlab, on peut avoir une approximation trés précise de
I'intégrale recherchée :

I = 0.746824, (3.7)
Pour la valeur de N donnée par (B.4]), on a
I =0.746812, (3.8)

on vérifie a posteriori alors que
|1 —I%| =1.216210"".
ce qui est bien inférieure a 10~

(4) L’approximation de l'intégrale par la méthode de Simpson composite (voir tableau B4 du polycopié de
cours) est

Iﬁ%(ﬂAHfun+2§;f@n+4§;fﬁm+§)>.

Pour N = 2, on obtient
15 =1/12+1/12e 7 +1/6e Y4 +1/3e /16 4 1/3¢ 5.

et donc
Il =0.746855. (3.9)
(5) L’erreur commise par la méthode de Simpson composite (voir tableau du polycopié de cours) est
(B 4)
Ei] = *]’L4Wf(4) (77) avec 1 € [A, B] .
Comme précédemment, on pose My = Sup,c(a, pj |/ (z)|. On a
fO(@)=de ™ (3-122° +42). (3.10)
Pour majorer | f&® (z)|, on procéde exactement comme dans l'exercice 2.5 page 17} On écrit
FD(2) = 46~ pa(x), (3.11)
ou
pa(z) =3 —122% 4 427, (3.12)
Puis on raisonne comme dans 'inégalité (239) :
voe 0,1, [fD@)| <ale|Ipata)l, (3.13)
et, comme dans les inégalités (Z40) et ([2:41]), on a
v e 0,1, [fD@)| < e pa(a)], (3.14)
et
vz € [0, 1], ‘f<4>(x)} < 4|pa(z)]. (3.15)
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Pour majorer |ps(x)|, on raisonne comme on a déja fait dans les inégalités [2:42), (Z43) et (244) en
utilisant I'inégalité triangulaire (Z38])), écrite ici sous sa forme plus générale :

q
<3 lbil. (3.16)
1=1

q

Db

i=1

V(by, ..., by) € RY,

On écrit, ensuite, pour tout polynome @ :

et puisque |z| <1

On a donc

(]
5

Vz € [0,1], |Q(z)] <

i=0

Ici, pour ps donné par (BI2), dont les coefficients sont {4,0,—12,0,3}, on a
Vo € [0,1], [|pa(z)| < 19.

Alnsi, grace a (310), on a

vz € [0, 1], ‘f(4)(x)‘ < M. (3.17)
ou
My = 76. (3.18)
Pour avoir une erreur inférieure a € > 0, il suffit donc que
B—-A)
B =A< 3.19
2880 1= ° (8.19)
On raisonne comme dans la question Bl 1l faut avoir
N> (B_A)SM (3.20)
=V 2880 '
Numeériquement, on obtient pour A =0, B=1, et ¢ = 10~*
N > 4.030466,
et puisque N est entier, on choisit
N =5, (3.21)

a comparer avec la valeur donnée par (B.6]).
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REMARQUE 3.3. Si utilise la fonction maxabsfun, fournie sur le site habituel, pour déterminer avec plus
de soin, le majorant exact (puisque atteint en un point) de g, définie par ([I0), on obtient

M, =12,

qui est un peu plus précis que ([B.I8). On pourra consulter annexe[C] pour une preuve rigoureuse de ce résultat.
On peut donc remplacer (321 par

N = 3.
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.2.

(1) La valeur approchée est égale a
I ~ —0.694794,

que 'on peut comparer a la valeur exacte

I=—-2¢t=—-0.735759.

(2) Attention, la formule d’intégration n’est valable que sur lintervalle [—1,1]. Pour cacluler l'intégrale
J = f13 xInzdz, il faut donc ramener cette intégrale & une intégrale sur [—1,1]. Il faut donc faire un
changement de variable et choisir a et 8 de telle sorte que la nouvelle variable u = ax + 8 vale —1
quand x = A =1 et 1 quand £ = B = 3. On a donc le systéme linéaire trés simple

11 a 1
3 1 (6) - (—1) ’
dont on tire
a=1, [ =-2.000000.
On a donc, avec
flz)=xznx

et en posant u = ax + f3

J/lsf(z)dz/11f<uaﬂ> i—“.

Soit encore

Ainsi, la valeur approchée est égale a
J ~2.941036.
La primitive de f est connue; elle vaut
1/22%In (z) — 1/4 2%

On a donc
J =2.943755,

que 'on peut comparer a la valeur approchée.
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graphique log log

FI1GURE 3.1. Le graphique log log.

On se rend compte que dans la colonne de gauche, h est divisé par 2, en passant de la premiére &
la deuxiéme et de la deuxiéme & la troisiéme ligne. Les erreurs sont alors respectivement divisées par
15.869998 et 15.934000, soit encore approximativement 16 et 16, c’est a dire 2%. On a donc une méthode
d’ordre 4.

Une autre fagon plus automatique est de faire un graphique log-log (ou logy-log;,) : dans ce

graphique (voir figure B.)), on trouve une pente égale & 3.991133 ~ 4 pour une corrélation linéaire
égale & r = 1.000000.

Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.3.

(1)

(2)

Par linéarité des fonctions f +— I(f) et f — Q(f), U'exactitude de la formule de quadrature sur l’espace
vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur a 2 est équivalente a ’exactitude de la formule de
quadrature pour les vecteurs de la base canonique de cet espace vectoriel, ¢’est-a-dire pour les fonctions
définies par f(z) =1, f(z) = z et f(x) = 2. Cela donne le systéme lindaire suivant

1 1 0

(5] 1
01 1 ||ax|=1]1/2
01 0 Q3 1/3

On peut le résoudre & la main ou matriciellement pour obtenir :

o 2/3
[6%) = 1/3
@3 1/6

D’aprés le lemme [3.33] page du cours, la formule est au moins de degrés d’exactitude 2. Pour
vérifier si elle est degré d’exactitude exactement 2, on calcule I'erreur correspondant & un polynéme de
degré 3. Pour cela d’aprés le lemme B33 du cours, on calcule I(2®) — Q(x3). Si cette erreur est nulle,
le degré est au moins 3. Sinon, il est exactement 2, ce qui est le cas ici.

1 ~ 0.789293,
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que l'on peut comparer a 3.3), B7), B.8) et (3:9).

L’exercice suivant a été donné a I'examen de MNB en Informatique a I’Automne 2018

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.4.
On renverra aussi a ’exercice de TD [3.3] proche de cet exercice !
Pour toute la suite, les noceuds interpolant sont notés xq, ...., x,.

(1) (a) Par linéarité des fonctions f — Z(f) et f — Q(f), U'exactitude de la formule de quadrature sur
I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur a 1, de dimension 2, est équivalente
a l'exactitude de la formule de quadrature pour les vecteurs de la base canonique de cet espace
vectoriel, ¢’est-a-dire pour les fonctions définies par

eo(z) =1, e(z) ==

Cela donne le systéme linéaire suivant

(1/13\/?? 1/31\/?‘,) ¢= (3) ’ (3.22)

ou C est le vecteur des coefficients W; recherchés. On peut le résoudre & la main ou matriciellement

C= G) : (3.23)

La matrice intervenant dans le systéme linéaire ([322) est en fait la matrice de Vandermonde sui-

pour obtenir :

REMARQUE 3.4.

vante, correspondant aux points x; :

1 1 1 1 1
i) X1 Xro e Tp—1 In
x3 x? x5 .. 22, a2
D, = . . . (3.24)
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
T T, x5 e To_y ap
g xt Ty ... Tp_ T

Notons que cette matrice peut s’inverser en théorie en utilisant les polynémes de Lagrange! Voir
[BMO03, Exercice 2.5 p. 55]. Si on veut U'inverser directement, on notera que cette matrice est sensible
a 'inversion numérique (car elle a un conditionnement important quand n grandit). Il est préférable
d’utiliser la méthode de la question pour la calculer pour n grand.

(b) (i) Pour calculer IT; (f), le polynéme d’interpolation de f en fonction de f(—1/3/3), £(1/3/3), on
utilise la forme de Newton, en prenant bien soin de laisser les valeurs de f(—1/3v/3), f(1/3/3)
génériques, comme le montre la suite.

Pour calculer le polynome sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences
divisées f[x;, ..., ;1] données dans le tableau Bl Ensuite, on n’utilise plus que les différences
divisées qui sont encadrées et le polynome interpolateur de degré 1, II1(f), est donné par la
formule :

I (f)(z) = Z Fl20,s ooy i) (@ — 20)...(x — 24_1). (3.25)

Ici, on a donc :

Oy (f)(z) = flzo] + flwo, 21](z — o).
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i \ k 0 1
w0 =—1/3V3 || f (-1/3V3)

12 (£(1/3v3) = (~1/3V3)) V3

v =1/3v3 | f(1/33)

TABLE 3.1. Différences divisées de f.

r—xo=1x+1/3V3,

Apreés calculs, il vient :
M(f)(w) = 1/22V3f (1/3V3) = 1/2av5f (-1/3v3) +1/2 (-1/3V3) +1/2 (1/3V3) . (3.26)

(ii) L’intégrale Z(IT;(f)) définie par

1

Z(mi(f)) =/ 1L (f)(z)dz, (3.27)

—1

s’obtient en intégrant le polynéme IT; (f) qui vient d’étre déterminé. En intégrant les fonctions
1 et x, sur [—1, 1], on obtient donc finalement

T( (1) = £ (~1/3V3) + 1 (1/3V3). (3.28)

(iii) On cherche & trouver les coefficients W; de telle sorte que la formule de quadrature intégre
exactement les polynémes jusqu’au degré 1. Cela est donc équivalent & ce qu’elle soit exacte
pour II;(f), pour toute fonction f, puisque II;(f) est un polyndéme de degré au plus 1. Clest
donc équivalent a légalité de @ (II1(f)) et de T (Hl( f)) Dans cette derniére égalité, chacune
des valeurs de II;(f)(x;) est remplacée par définition par f(x;). D’aprés ([B.28), on voit donc
apparaitre les coefficients W; qui correspondent bien a ceux donnés par (3.23)).

(2) Pour déterminer le degré d’exactitude (que I'on appelle aussi 'ordre) de la méthode, on procéde comme
suit : on essaye les différentes polynomes de degrés supérieur ou égal & 2 et on considére le plus grand
degré intégré par la formule de quadrature. On obtient un ordre ¢ donné par

q=3. (3.29)

REMARQUE 3.5. L’ordre obtenu dans (3.29) est élevé par rapport au nombre de points (1) de la
méthode de quadrature. En fait, cet ordre est égal & 2n + 1. C’est I'ordre optimal pour une formule &
n + 1 points. Cette méthode correspond & la méthode de Gauss-Legendre & 2 points. Plus de détails
dans [BMO03, Section 3.3 et corollaire 3.49]. Cet ordre elevé explique la faible erreur (voir équation

B.30).
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(3) Pour donner une approximation numérique de 'intégrale, on utilise la formule de quadrature détermi-

1 6_1/3
7= (1) ()

=2¢71/3

née; on a donc

~ 1.433062621147579.
Si on utilise la fonction quadl de matlab pour déterminer une valeur trés précise, on obtient
7 = 1.493648265624854,
ce qui correspond & une erreur donnée par
£ = 6.058551072. (3.30)

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.5.
On renverra aussi a I'exercice de TD [3.3] proche de cet exercice !
Pour toute la suite, les noceuds interpolant sont notés xzq, ...., x,.

(1) (a) Par linéarité des fonctions f — Z(f) et f — Q(f), l'exactitude de la formule de quadrature sur
I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur & 2, de dimension 3, est équivalente
a l'exactitude de la formule de quadrature pour les vecteurs de la base canonique de cet espace
vectoriel, c’est-a-dire pour les fonctions définies par

eo(x) =1, e(x)=xz, es(z)=2>

Cela donne le systéme linéaire suivant

1 1 1 2
~1/5v15 0 1/5V/15|C=1] 0 |, (3.31)
3/5 0 3/5 2/3

ou C est le vecteur des coefficients W; recherchés. On peut le résoudre a la main ou matriciellement
pour obtenir :
5/9
c=| 3 |. (3.32)
5/9
(b) (i) Pour calculer TIy(f), le polynéme d’interpolation de f en fonction de f(—1/5+/15), £(0), f(1/5/15),
on utilise la forme de Newton, en prenant bien soin de laisser les valeurs de f(—1/5 \/ﬁ), £(0),
f(1/5+/15) génériques, comme le montre la suite.

z; \ k 0 1 2

zo = —1/5V18 f(71/5\/ﬁ)

‘ 1/3 (£(0) - f (-1/5 V15)) \/ﬁ‘

1 =0 7(0) ‘1/6 (1/3 (£ (1/5V18) = £ (0)) V15— 1/3 (£ (0) - £ (-1/5V15)) \/ﬁ)\/ﬁ‘
1/3 (f (1/5v15) = £ (0)) V15

zy = 1/5 V15 f(1/5V15)

TABLE 3.2. Différences divisées de f.
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Pour calculer le polynéme sous la forme de Newton, on détermine tout d’abord les différences divisées flz;, ..., ;4] données
dans le tableau[3:2} Ensuite, on n’utilise plus que les différences divisées qui sont encadrées et le polyndme interpolateur de degré
2, II5(f), est donné par la formule :

Mo (f)(@) = 3 Fl20, onr 2i)(& — 20)-..(z — 24 _1). (3.33)
i=0

Ici, on a donc :
H2(f)(z) = flzol + flzo, w1](z — x0) + flzo, z1, z2](z — o) (z — x1).
On a successivement
x—x9 =2+ 1/515,
(z —z0)(z — w1) = 2° + 1/52V/15.
Aprés calculs, il vient :

5/622f (1/5 \/ﬁ) —5/322f(0)+5/62f (71/5 \/ﬁ) +1/6zVIBf (1/5 \/ﬁ) —1/6 zV15f (71/5 \/ﬁ) + £(0). (3.34)

L’intégrale Z(II>(f)) définie par

1(1a() = [ Thlf)(e)de (3.35)

s’obtient en intégrant le polynome Ilz(f) qui vient d’étre déterminé. En intégrant les fonctions
1, x et 2%, sur [~1, 1], on obtient donc finalement

IUIﬂf»::5/9f(1/5vqg)4—§f(0y+5/9f(41/5vqg). (3.36)

On cherche & trouver les coefficients W; de telle sorte que la formule de quadrature intégre
exactement les polynémes jusqu’au degré 2. Cela est donc équivalent & ce qu’elle soit exacte
pour IIy(f), pour toute fonction f, puisque IIa(f) est un polynéme de degré au plus 2. C’est
donc équivalent a I'égalité de Q (TIz(f)) et de Z(Iz(f)). Dans cette derniere égalité, chacune
des valeurs de TIo(f)(z;) est remplacée par définition par f(z;). D’aprés (B.36), on voit donc
apparaitre les coefficients W; qui correspondent bien & ceux donnés par ([3.32).

(2) Pour déterminer le degré d’exactitude (que I’on appelle aussi I'ordre) de la méthode, on procéde comme

suit : on essaye les différentes polynomes de degrés supérieur ou égal & 3 et on considére le plus grand

degré intégré par la formule de quadrature. On obtient un ordre ¢ donné par

q=>5. (3.37)

(3) Pour donner une approximation numérique de I'intégrale, on utilise la formule de quadrature détermi-

née; on a donc

5/9 e 3/5
I=( 5] 1 |,
5/9 e 3/5
10 55,8
9ty

1.498679595660029.

Q

Si on utilise la fonction quadl de matlab pour déterminer une valeur trés précise, on obtient

T = 1.493648265624854,

ce qui correspond & une erreur donnée par

UCBL/Polytech

£ =5.031321073. (3.38)
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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 4

Equations non linéaires

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.1.

(1) La dérivée de la fonction f vaut
fl(z) =227 -2,
strictement positive sur R . Ainsi f est strictement croissante sur R . Puisque f(0) = =7 < 0 et que
limg 400 f(z) = 00, la fonction f est une bijection de R 4 sur [—7, 00| et n’a donc qu’une seule racine
sur R 4.

(2) (a) On pose a = 0 et b = 1.2. Puisque f(a)f(b) = —4.4 < 0 et que f est continue, la méthode de la
bissection est convergente vers une racine de f qui est dans R ;. D’aprés ce qui précéde, cette racine

est unique. Ainsi, sur cet intervalle, la méthode de la bissection est convergente vers I'unique racine
de fsur R,.

0 | 0.6000 | 0.0000 | 1.2000
11 0.9000 | 0.6000 | 1.2000
21 1.0500 | 0.9000 | 1.2000
3 | 1.1250 | 1.0500 | 1.2000
4 11.1625 | 1.1250 | 1.2000

TABLE 4.1. Valeurs des extrémités a,, et b, des intervalles et des milieux x,,

Les résultats sont donnés dans le tableau (4.1

(3) On pose a = 1.0 et b = 2.0. Puisque f(a)f(b) = —111.22138 < 0, la méthode de la bissection est
convergente vers 'unique racine de f. D’aprés la formule (£21)) du polycopié de cours, on a n = 27.

(4) (a) On a f'(x) = 1+ sin(x) > 0, puisque sin(xz) > —1. Ainsi, la dérivée de f est positive sur R et ne
s’annule qu’aux points isolés x,, = —7/2 4 2n7 ot n décrit Z. Ainsi, la fonction f est strictement
croissante sur R et a fortiori sur [—1.0,2.0]. Ainsi, la fonction f est une bijection de [—1.0,2.0] sur
[—1.540302,2.416147] et n’a donc qu’une seule racine sur [—1.0,2.0].

(b) (i) Puisque f(a)f(b) = —3.72160 < 0, la méthode de la bissection est convergente vers 1'unique
racine de f.

(i)
Les résultats sont donnés dans le tableau
(¢) D’apres la formule ([@2I]) du polycopié de cours, on a n = 29.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.2.
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[nlen  Jan [0 |
0 | 0.5000 | —1.0000 | 2.0000
1| 1.2500 | 0.5000 | 2.0000
21 0.8750 | 0.5000 1.2500
3 10.6875 | 0.5000 | 0.8750
4 10.7813 | 0.6875 | 0.8750

TABLE 4.2. Valeurs des extrémités a,, et b, des intervalles et des milieux x,,

ar 0.39
38r 0.38[ R
36
037 q
34r
0.36 q
321
0.35[ q
st
0.341 —
2.8
0.33 q
261
al 032} B
fonction
2.2F itérés du point fixe 031 7
*  derniere valeur
) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2 22 24 26 28 3 32 3.4 3.6 38 4 2 22 2.4 26 28 3 32 3.4 3.6 38 4
(a) Le graphe de la fonction g et les premiéres valeurs de (b) Le graphe de la fonction |g’|.
la suite x.,.

FIGURE 4.1. Les graphes des fonctions g et |¢'|.

(1)

(a) ()(A) Ona
1

90 = s

(B) Sur la figure on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant &

(4.1)

la valeur
r=3.

(C) Sur la figure on constate que les valeurs de la fonction |¢’| sont inférieures a 0.377964.

Démontrons cela rigoureusement. La dérivée de la fonction g est monotone et ¢’ prend donc
ses valeurs entre ¢g'(a) et ¢’(b). Sa valeur maximale est donc donnée par

o = 0.3779644730092
(D) Sur la figure on constate que l'intervalle [a, b] est g-stable.
Démontrouns cela rigoureusement. La fonction g est croissante ; ainsi, sur 'intervalle [a, b], elle

prend les valeurs [g(a), g(b)]. On vérifie que g(a) = 2.6457513110646 et g(b) = 3.3166247903554
sont bien dans lintervalle [a, b].
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(ii) D’apres les points [1(a)iC| et [L(a)iD} les deux hypothéses de la proposition 19 du polycopié de

cours sont vérifiées et donc g admet un point fixe unique r dans I = [a,b] et, pour tout xy de

I, la suite (z,,) est définie et converge vers r. Cette valeur est nécessairement celle donnée dans

I’énoncé, par unicité de celle-ci!

(b) Appliquons le résutat de la proposition L2T] du polycopié de cours; on choisit n définit par (45
du polycopié de cours, ou la valeur de k a été donnée plus haut, ce qui donne numériquement

(¢) On obtient alors progressivement :

n=_8. (4.2)

To =4;

r1 = g(z0) = 3.3166247903554 ;
x2 = g(x1) = 3.1037476670488 ;
x3 = g(z2) = 3.0343854953017 ;
x4 = g(z3) = 3.0114400194265 ;
x5 = g(z4) = 3.0038109192912 ;
z6 = g(zs) = 3.0012700375978 ;
x7 = g(xs) = 3.0004233159999 ;
xs = g(z7) = 3.0001411020150.

REMARQUE 4.1. Si on calcule I'erreur réellement commise, en utilisant la valeur de x,, déterminée

ci-dessous et la valeur de r donnée dans 1’énoncé, on a

|, — r| = 3.0001411020150 — 3| = 0.0001411020150,

ce qui est bien inférieur & la valeur de € donnée dans I’énoncé.

REMARQUE 4.2. Si on utilise la majoration donnée par (Q.13]) du polycopié de cours, on obtient

|2, — | < 0.0001714803342,

qui est bien inférieur a la valeur de € donnée dans I’énoncé.

(a) (i)(A) Ona

g (x)=-3(x—2)". (4.3)

(B) Sur la figure on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant &

la valeur

r=—1.

(C) Sur la figure on constate que les valeurs de la fonction |¢'| sont inférieures a 0.979592.

Démontrons cela rigoureusement. La dérivée de la fonction g est monotone et ¢’ prend donc

ses valeurs entre ¢'(a) et ¢’(b). Sa valeur maximale est donc donnée par

o = 0.9795918367347

(D) Sur la figure on constate que l'intervalle [a, b] est g-stable.

Démontrons cela rigoureusement. La fonction g est monotone (car décroissante) ; ainsi, sur
Pintervalle [a, b], elle prend les valeurs comprises entre g(a) et g(b). On vérifie que

2024-2025 Automne Matériaux 3A
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fonction 0.9
itérés du point fixe
ok *  derniére valeur

0.8

0.7

-0.51
0.6

0.5
1k

0.4

0.3

0.2

-2 L L L L 01 L I I I

-2 -15 -1 -0.5 0 -2 -15 -1 -05 0 0.5
(a) Le graphe de la fonction g et les premiéres valeurs de (b) Le graphe de la fonction |g'|.
la suite z,,.

FIGURE 4.2. Les graphes des fonctions g et |¢'|.

et

g(b) = —1.7142857142857

sont bien dans 'intervalle [a, b].

(ii) D’apres les points [2(a)iC| et [2(a)iD} les deux hypothéses de la proposition ET9 du polycopié de
cours sont vérifiées et donc g admet un point fixe unique r dans I = [a,b] et, pour tout z de
I, la suite (z,,) est définie et converge vers r. Cette valeur est nécessairement celle donnée dans

I’énoncé, par unicité de celle-ci!

(b) Appliquons le résutat de la proposition 2] du polycopié de cours; on choisit n définit par (£45])
du polycopié de cours, ou la valeur de k a été donnée plus haut, ce qui donne numériquement

n = 375. (4.4)
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(¢) On obtient alors progressivement :

o = 0.2500000000000 ;

x1 = g(wo) = —1.7142857142857 ;
x2 = g(x1) = —0.8076923076923 ;
23 = g(x2) = —1.0684931506849 ;
r4 = g(z3) = —0.9776785714286 ;
x5 = g(x4) = —1.0074962518741 ;
z6 = g(ws) = —0.9975074775673 ;
x7 = g(xs) = —1.0008315316814 ;
x5 = g(x7) = —0.9997228995788 ;
z9 = g(zs) = —1.0000923753395 ;

= —0.9999996198634 ;
= —1.0000001267122 ;
= —0.9999999577626 ;
= —1.0000000140791 ;
= —0.9999999953070 ;
= —1.0000000015643 ;
= —0.9999999994786 ;
= —1.0000000001738 ;
= —0.9999999999421 ;
= —1.0000000000193 ;
= —0.9999999999936 ;
= —1.0000000000021 ;
= —0.9999999999993 ;
= —1.0000000000002 ;
= —0.9999999999999 ;

REMARQUE 4.3. On constate que la valeur de n est importante ; cela est di a la valeur de k proche
de un. En pratique, l'erreur sera plus faible et les z,, atteindront la valeur limite bien avant le n
déterminé, comme le montrent les simulations précédentes. On peut aussi choisir zg = 4.0, qui n’est
pas dans l'intervalle d’étude [a, b]. On obtient la méme valeur limite —1.0. On peut montrer que la
convergence a lieu : pour n assez grand x,, est de nouveau dans 'intervalle d’étude [a, b].

UCBL/Polytech = 2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater Exercice 4.2 Jéréome Bastien



4. EQUATIONS NON LINEAIRES

-9
— = y=x
O point fixe

0 I I I I I I I I

3.8

3.6

3.4

3.2

2.8

2.6

2.4

2.2

2 22 2.4 26 28 3 32 34 3.6

(a) Le graphe de la fonction g.

3.8

44
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FIGURE 4.3. Les graphes des

22 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

(b) Le graphe de la fonction |g'|.

fonctions g et |¢’|.

REMARQUE 4.4. Si on calcule I'erreur réellement commise, en utilisant la valeur de x,, déterminée
ci-dessous et la valeur de r donnée dans 1’énoncé, on a

|z —7[ = [-1=(=1)[ =0,
ce qui est bien inférieur & la valeur de £ donnée dans I’énoncé.

REMARQUE 4.5. Si on utilise la majoration donnée par (Q.13]) du polycopié de cours, on obtient
|2, — r| < 0.0000000000000,

qui est bien inférieur a la valeur de € donnée dans I’énoncé.

On a
g (x) == (4.5)
Sur la figure on constate que la fonction g semble avoir un point fixe, correspondant a la valeur
r=3.

Sur la figure on counstate que les valeurs de la fonction |¢g’| sont comprises entre 2 et 4. En
particulier, en la racine r, on a

lg'(r)] > 1.
La proposition I IT]du polycopié de cours ne peut s’appliquer ici car on ne sait pas montrer (£25al)
du polycopié de cours a priori.

La proposition [L.121du polycopié de cours sur 'intervalle [a, b] ne peut étre utilisée ici. Faisons donc
une preuve manuelle de la divergence de la suite. Pour alléger ce corrigé, la preuve est présentée en
annexe

On en déduit donc la divergence de la suite (z,) pour tout zo € I\ {3}. Nous avons montré en
fait que pour tout pour tout xg €] — 0o, —3[U]3, +o0], la suite x,, tendait vers +oo et pour tout
xo €] — 3,3[, elle tendait vers —1, Pautre point fixe de g. Elle n’est stationnaire, égale a 3, que si
ro =3 ou xg = —3 ou, égale & —1 si o = —1.

2024-2025 Automne Matériaux 3A Corrigés des TD de MNBmater
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CORRECTION DE L’EXERCICE 4.3.
(1) La dérivée de la fonction f est donnée par f'(z) = —sin(1/47x) 7 —2e ", que 'on écrit
f'(x) = = (27" + wsin(rz/4))
Sur [0,4], sin(rxz/4) > 0 et donc f’ est strictement négative. Ainsi f est strictement décroissante.
Puisque f(0) =6 > 0 et que f(4) = —3.96 < 0, f n’a qu’un zéro noté x* sur [0, 4].

(2) Voir la proposition @54 du cours. On y a vu que la la méthode de Newton est quadratique ssi f/(z*) # 0
et si f”(z*) # 0. On sait que f/(xz*) est non nul, (d’aprés la question [l puisque f’ < 0), et le cours
assure que ¢'(z*) = 0. Ainsi, la méthode est au moins quadratique.

De plus, elle est exactement quadratique si et seulement si g”(z*) # 0, ce qui est équivalent a
f7(@*) #0.

Nous avons plusieurs niveaux de réponse :

(a) Puisque x* n’est pas (encore!) connu , nous ne connaissons pas f”(x*) et on peut affirmer seulement
que la méthode de Newton est ici au moins quadratique d’aprés la remarque[£.56 page 100]du cours.
(b) Numériquement, on peut montrer (en calculant a posteriomﬁ et de fagon numérique la racine z*)

que
I (z*) =~ 0.404142257991627,

et donc
f(a*) #0. (4.6)
Ainsi, la méthode de Newton est ici quadratique.

(¢) Enfin, & un niveau plus évolué et plus précis, on peut remarquer que l'on a
f"(x) = —1/4 cos(1/dmx)n* + 277,
f"(x) =1/16 sin (1/472) 7 — 2"

et, aprés calculs :
1
fO(z) = 61 o (1/4mz)nt + 277,
1
fO(z) = ~%8 sin(1/d7x)m® —2e™".

Puisque x appartient a [0, 4], on a mz/4 appartient a [0, 7] ; ainsi sin(1/4 72) > 0. Ona aussie™* >0
et ainsi f(°) est strictement négative sur [0,4]. Ainsi,

@ est strictement décroissante sur [0, 4]. (4.7

Définissons A et B appartenant a [0,4] par

A=2,
B =21.
On vérifie que
F(A) ~ 0.27067057, (4.82)
£(B) ~ —0.06892353. (4.8D)
A fortiori, d’aprés (@1, on a
@ est strictement décroissante sur [A, B]. (4.9)

1. ce qui est un peu hypocrite !
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On vérifie que
FW(A) = 0.27067057 > 0, (4.10a)
FW(B) &~ 0.12549678 > 0. (4.10b)

D’aprés ([@3) et @I0), f* est strictement positive sur [A, B]; ainsi, " est strictement croissante
sur [4, B]. Ainsi,

Vo € [A,B], f"(z)> f"(A)~ 0.27067057 > 0.

Ainsi,
f" est sctrictement croissante sur [A, B]. (4.11)
D’aprés ([{9),
l'unique zéro z* de f sur [0, 4] appartient a [A, B]. (4.12)
On a enfin
F"(A) & 0.27067057 > 0. (4.13)
Ainsi, (10, (£12) et (£I3) impliquent
' (x*) > 0.

ce qui confirme (4.0]).

(d) Une derniére méthode, beaucoup plus rapide et élégante, proposée par Guillaume Rousseau, 3A en
2022, est donnée. Raisonnons par ’absurde et supposons que

f(x*) = 0. (4.14)
On rappelle que
2 *
[ (x*) = T cos [ TE) 427" (4.15)
4 4
On a aussi
f@®)=0
et donc
4 cos (WZ ) +2e7% =0. (4.16)

Si (14) a lieu, la différences des deux équations (L10) et ([@I6) implique que

™
cos( 1 )0

ce qui implique, en utilisant de nouveau ({13,

ce qui n’est guére possible!

(3) Voir les propositions et (454 du cours.
On y a vu que le développement de Taylor de la fonction g sur [z*, z,,] permet de montrer que
|Zns1 — 2| < Dlxy — 2*)? (4.17)
et D= %Ilél[%ﬁ] lg" (z)] en admettant d’abord a priori que la suite x,, converge et que les z, sont dans
lintervalle [0, 4].

La constante D est donnée par la formule (£97) du cours qui peut aussi étre remplacée avanta-

geusement par ([EI0T).
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(4) On se place désormais sur l'intervalle [A, B] = [1.8,2.3] et ’étude précédente est encore valable sur cet
intervalle puisque f(A)f(B) = —-0.7<0

Nous donnons deux fagons de faire.

(a) Comme on a déja fait dans 'exercice nous allons prendre différentes valeurs de n, en
partant de O et en le faisant croitre jusqu’a ce que l'erreur soit inférieure a la valeur € donnée par
I’équation de I’énoncé. Pour cela, on écrit simplement et successivement

)

|tg —2*| < B—A=23-18=0.5
puis, en utilisant les inégalités de (A7) et (@8] de I’énoncé, on écrit
#1 —a*| < Dlwg —2*> < D x (5.107)* = 5.1072,

ce qui est strictement supérieur a la valeur £ donnée par 1’équation (£9) de 1’énoncé. On utilise de
nouveau U'inégalité (A7) de ’énoncé et on obtient

2 —a*| < Dlgy —2*> < D x (5.1072)* = 5.107%,

ce qui est strictement supérieur & la valeur ¢ donnée par 'équation (@3] de I’énoncé. On utilise de
nouveau U'inégalité (A7) de ’énoncé et on obtient

|3 —a*| < Dlws —2*> < D x (5.1074)* = 5.107%,

ce qui est strictement supérieur a la valeur ¢ donnée par 'équation ([@J) de 1’énoncé. Enfin, on
utilise de nouveau l'inégalité [@71) de ’énoncé et on obtient

24 —a*| < Dlws —2*> < D x (5.107%)* = 510716,

ce qui cette fois-ci inférieur a la valeur € donnée par I'équation ([@9]) de I’énoncé. On a donc montré
que l'entier n valait

n=4. (4.18)

(b) Reprenons le calcul plus général proposé dans 1'annexe [Rl du cours.

En fait, on a écrit les différentes inéquations suivantes :

|zog — 2| <0.5=B— A,
puis d’aprés I'inégalité ([@L7) de I’énoncé :

lz1 — 2*| < D|x; — 2*|*> < D(B — A)?,
puis d’aprés I'inégalité [@L7) de I’énoncé :
|2 —2*| < D]y — 27> < D(D(B — A)*)?,
puis d’aprés l'inégalité (@7 de I'énoncé :
3 — 2| < Dlas —a*[2 < D(D(D(B — A)?)?)?,
puis d’aprés I'inégalité ([@L7) de I’énoncé :
|24 —2*| < Dlzz — 2" < D(D(D(D(B — A)*)*)*)*.

Autrement dit, il s’agit de calculer explicitement les différents termes de droite en fonction de n.
On écrit, en notant p = 2 et e, = z,, — x*, tout d’abord

|60| S (B — A)
Puis, d’aprés 'inégalité (£1) de I’énoncé (ou p est remplacé par 2) :
ler| < Dleo|” = D(B — A)”,
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Puis, de nouveau d’apreés 'inégalité (£17) de I’énoncé
les| < Dles|P = D(D(B — A)P)? = D'P(B — A)®"),
Puis, de nouveau d’apreés U'inégalité ([@7) de 1'énoncé
les| < Dleq|P = D(D1+p(B - A)P2)p _ D1+p+p2(B _ A)(pB)_

Par une récurrence immédiate, on montre alors que

Vn €N, |en| < DUPHP 42" (B 4)@") (4.19)
Puisque p # 1 on a
L+p+p+..+p" = ]%
et done, on réécrit (1Y) sous la forme
WneN, |z —a*) < DFT) (B - 4)". (4.20)

soit encore

Ty, — 2] =< D<p:¥31)(B — AP,
—< D(%)p(%)(g — Ay,
= < (=) (D))" (B 4",
=< D) ((B - A)D(ril))(p"’,
soit, en notant
y = D), (4.21a)
§ = (B — A)D(F1), (4.21b)
on a donc
VneN, |z, —z*| <y5®"), (4.22)
On vérifie numériquement que §, donné par
§=0.1, (4.23)
vérifie
o<1

Ainsi, la limite de |z, — z*| est bien nulle quand n tend vers l'infini! Cela justifie a posteriori
I’hypotheése faite dans la question [B] & savoir que la suite x,, converge et que tous les x,, sont bien
dans Uintervalle [0,4]. Voir en effet la proposition 38
Pour avoir

|xn — 2| < e
il suffit donc que

6P < e,
ce qui est équivalent &

5@") < E

Y

Si on prend le logarithme de cette inégalité, on arrive a

ln%
no>
p ~ Ind
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Si on prend de nouveau le logarithme de cette inégalité, on arrive a

In £
nlnp > 1n (ﬁ) .

1 In£
n>—In (—V> . (4.24)

et donc

Numeériquement, on a

la valeur de ¢ est donnée par ([{23) et, d’apres ({214,

v =5,

et donc
n> 4. (4.25)
et on retrouve donc ([EIS).

REMARQUE 4.6. On vient en fait de démontrer la proposition [4.33] dans le cas p = 2.

REMARQUE 4.7. Si on fait tourner effectivement la méthode de Newton en prenant xy = 2.3, on
arrive a

x4 = 2.079615501859806

Si on se sert de la fonction fzero de matlab, on arrive a

x* = 2.079615501859807
dont on peut supposer que c’est le zéro exact de f. La différence entre ces deux derniers nombres vaut
4.4410716 et est bien inférieure & 10710,

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.4.
(1) (a) On constate dans le tableau de I’énoncé que la suite des itérés semble converger vers
Z = —2.000000000000000.

(b) On constate aussi que le nombre de chiffres significatifs exacts est approximativement doublé a
chaque étape, ce qui caractérise Pordre 2 de la méthode (voir [BMO03, Corollaire D.4 p. 367]).

(c)
On peut confirmer cela en tracant le graphique du nuage de points (|e,|, |en+1]), comme en figure

44l Les points y sont trés bien alignés. On sait d’aprés le cours qu’une méthode d’ordre ¢ vérifie

lim [ensa] _ C,

n—+4oo |€n|q o

(ot e, = x, —x*), ce qui implique en prenant le logarithme en base 10 que 'on a assymptotiquement
log(lent1]) = qlog(len|) + K.

la pente du nuage fournit donc g. Numériquement, on a une corrélation égale a 0.9999460 et une
pente égale a 1.9781754, ce qui confirme numériquement l'ordre 2 de la méthode de Newton.

(2) (a) Sion regarde le tableau L3l de ’énoncé, on constate cette fois que la convergence a l’air beaucoup
plus lente, ce qui est aussi confirmé par ’étude du graphique [£3] de ’énoncé. La suite des itérés
semble converger vers

Z = 5.000004682255494.
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-18 1 1 1 1 1 1 1 |
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

FIGURE 4.5. Nuage des points et la droite aux moindres carrés.

(b) Le nombre de chiffres significatifs exacts ne semble plus approximativement doublé a chaque étape,

(c) Si on raisonne comme dans la question [[d on obtient le graphique de la figure Numérique-
ment, on a une corrélation égale a 0.9977103 et une pente égale & 1.1607981, ce qui confirme
numériquement ’ordre 1 de la méthode de Newton.
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Nglo|lals|lw|lv| oS

| f'(zn)

—704.000000000000000
—427.948910593538640
—351.156276099246160
—343.094356463075880
—343.000012974177370
—343.000000000000280
—343.000000000000000
—343.000000000000000

TABLE 4.3. Valeurs des f'(x,,)

Dans le cours, il est écrit que la méthode de Newton appliquée a la résolution de p(x) = 0 en «*
est d’ordre 2 si p/(z*) # 0, ce qui est le cas de la question[Il Cela est confirmé par le graphique de
I’énoncé et le tableau

[n [ f/(n) |
0 | 17.000000000000000
1 | 7.708731935680873
2 | 3.467149387443545
3 | 1.552400780866790
4 1 0.693220296622119
5 | 0.309041746650664
6 | 0.137627122989137
7 10.061248313349363
39 | 0.000000054140603
40 | 0.000000025763580

>~
—_

0.000000009969149
0.000000000460396
0.000000000460396

I
)

>~
w

TABLE 4.4. Valeurs des f'(x,)

En revanche, dans le cas de la question [2 il semblerait que f’ soit aussi nulle en z*, comme le
montrent la figure de ’énoncé et le tableau [£.4] Nous sommes donc dans le cas ou l'ordre de la
méthode de Newton n’est plus 2. On peut montrer en théorie que si z* est une racine double de f,
alors la méthode de Newton est dégénérée d’ordre 1. Plus de détails dans I’annexe [(J] des notes de
cours.

REMARQUE 4.8. Reprenons les simulations faites dans la question [2] en utilisant la méthode de
Newton modifiée, présentée dans I’annexe [l du polycopié de cours. Elle consiste & écrire

Tn4+l = Tp — Ap/((i:)) ) (426)
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ou A est égal a 'ordre de multiplicité recherché, ici égal & m = 3. On peut en effet montrer que

p(x) = 2* —132° + 452° + 252 — 250 = (2 + 2) (z — 5)°. (4.27)

fonction
itérés de Newton
*  derniere valeur

FIGURE 4.6. Graphiques des itérés de la méthode de Newton modifiée pour zg = 4.

2

4.000000000000000
5.058823529411765
5.000162946061685
5.000000397087849
4.948882186225229
5.000125653491296
5.000000162523420
5.161073988026775
5.001198691317248
5.000000068170582

OO ||| O e |W N~ O 3

TABLE 4.5. Itérations de la méthode de Newton modifiée pour xzg = 4.

L’application de cette méthode de Newton modifiée a I’équation [@IT]) des sujets de TD a produit
les résultats donnés dans les tableaux et sur la figure

Constatons tout d’abord que cette méthode de Newton modifiée donne bien des nombres d’itéra-
tions plus faible que la méthode de Newton habituelle (comparer les tableaux 5 avec les tableaux
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de I’enoncé). On constate aussi que pour n = 9, on a numériquement
Tn_1 = 5.001198691317248,
Zn = 5.000000068170582,
p(2n_1) = 1.20585355034564 108,
p(zn) =0,

ce qui explique l'arrét de I'algorithme pour cette valeur de n.

2

FIGURE 4.7. Nuage des derniers points et la droite aux moindres carrés (méthode de Newton modifiée).

La détermination graphique de I'ordre a donné la figure [£71

Numériquement, on a une corrélation égale a 1.0000000 et une pente égale & 1.9945846, ce qui
confirme numériquement ’ordre de nouveau égal a 2 de la méthode de Newton modifiée.

En fait ce calcul de pente s’est fait uniquement sur les derniéres valeurs des suites obtenues.
Une observation précise des valeurs obtenues montre que le nombre de chiffres exacts ne double pas
exactement globalement & chaque itération, comme théoriquement attendu. Cela provient d’arrondis

de calcul. Voir la remarque
Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.5.

(1) Notons f(x) = x* + 622 — 60x + 36. Le graphique semble nous montrer que la fonction est strictement
décroissante puis strictement croissante, ce qu’on peut montrer facilementlqd. Pour montrer que cette
équation n’a que deux racines, il suffit alors d’exhiber une valeur pour laquelle la fonction s’annule.
Par exemple pour tg = 2, f(tg) = —44 < 0.

(2) (a) Voir |[BMO03, Correction de 'exercice 4.7 p. 305].
2. On remarquera que la fonction f’ n’a qu’une seule racine réelle qui est 2.064960.
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(b) Voir [BMO03, Correction de 'exercice 4.7 p. 305].

Précisons la divergence de la méthode du point fixe. Pour ce cas-14, on peut utiliser la proposition
[4.12] du polycopié de cours.

e On constate que le dénominateur D de g, donné par
D(z) = 2° + 6z — 60,

s’annule pour une seule valeur de x donnéeﬁ par

: 1
B =1{/30+2V227 - 2 ————— = 3.4072630664966. (4.28)

v/30 + 2227

Aussi, go posséde une limite infinie en (. Par ailleurs, D a une dérivée qui est un polynome
du second degré, sans racine réelle. Il est donc de signe constant, de celui de 1. Ainsi D est
strictement croissant sur R. Puisqu’il ne s’annule qu’en 8 et qu’il est de coefficient dominant
strictement positif, D est donc strictement croissant et strictement positif sur [, 400] et crois-
sant et strictement négatif sur | — oo, 8]. Ainsi, 36/D est strictement décroissant et strictement
positif sur [, 400[ et strictement décroissant et strictement négatif sur | — oo, 8] et donc go est
strictement croissante et strictement négative sur [3, +oo[ et strictement croissante et stricte-
ment positive sur | — oo, 8]. Voir le tableau de variation 6] de g>. Cela est confirmé par le graphe

x —00 B +o00

Signe de
g3(x)

Variations
de

gs

ot —00

TABLE 4.6. Tableau de variation de g

de go, sur la figure

e Sur 'intervalle [3, f—(ﬂ , on constate que g5 semble étre comprise entre 5.2800000000 et 9.3039282563,

ce qui est confirmé par le graphe On montre cela en évaluant g5 en 3 et en % en montrant
la monotonie de g5. On a donc a fortiori
31 ,
Vo € |3, ol 5 < g5(x) < 10. (4.29)

e Enfin, en posant I = [3, %], on constate que si x n’appartient pas a I, g n’est pas définie si
x = [ ou si g est défini, par croissance de stricte de g, on a soit

g(z) < g (3) = 2.4000000000000 < 3,

3. Obtenue sous matlab symbolique.
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851 4

751 q

-2r 1 65 B

—4F 4

551 q

I I I I I I I I I
-2 0 2 4 6 8 10 3 3.01 3.02 3.03 3.04 3.05 3.06 3.07 3.08 3.09 3.1

(a) g2 (b) g2

FIGURE 4.8. Les graphes de g2 et g5 (sur [Sa %} )-

soit

31 31
— | =3.1010422947713 > —
g($)>g(10) ~ 10

ce qui implique donc que g(x) n’appartient pas a I.
e Bref, les deux hypothése de la proposition[L.12]du polycopié de cours sont vérifiées. On en déduit
la divergence de la suite du point fixe pour tout xo dans I\ {r}, oi r est le point fixe de g.

(e) (i)

FIGURE 4.9. Le graphique de la fonction g3 sur [2,4].

Voir sur le graphique 9] la fonction gs.
— D’aprés la question[I] f n’a qu’une solution sur [2,4]. On a
x—95

/
g5(z) = —3 . (4.30)
() (=622 + 60z — 36)°/*
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Au dénominateur de g5, intervient le polynéme du second degré
D(z) = —62° +60x — 36,

dont la dérivée est nulle en 5. Ainsi ce dénominateur est strictement croissant sur [2,4].
De plus, les racines de D sont 0.641101 et 9.358899. Ainsi, D est positif sur [2,4]. Par
ailleurs, puisque le numeérateur de g5 est décroissant et positif, on en déduit que g5 est
décroissante et positive sur [2,4]. On déduit donc que g5 est majorée par son maximum qui
vaut g5(2) = 0.417474 et donc le maximum de |g5| est

M =0.417474.

REMARQUE 4.9. Si utilise la fonction maxabsfun, fournie sur le site habituel, pour déterminer
avec plus de soin, un majorant exact de g4, définie par (£30), on obtient

M = 0.417473653.

— Oun peut aussi déduire du point précédent que gs est strictement croissante sur [2, 4]. Puisque
g3(2) = 2.783158 et g3(4) = 3.223710, la fonction g3 laisse I = [2, 4] invariant.

Des deux points précédents, on déduit, grace & la proposition du polycopié de cours, que

la méthode du point fixe pour la fonction go sur [2,4] est convergente vers 'unique solution

recherchée sur [2, 4].

Ty
2.00000000
2.78315768
3.03201767
3.08657150
3.09731658
3.09938449
3.09978065
3.09985648

Slo|lalkslw|lv|~|o|s

TABLE 4.7. Itérés x,, du point fixe

Les résultats sont donnés dans le tableau [£.71

Voir aussi la figure [£.10 page suivantel Le tableau [£7] et la figure 10 ont été faits grace a la
fonction fixepoint, disponible sur le site.

D’apreés le cours (voir aussi annexe [Q)), on sait la formule de Taylor-Lagrange appliquée a g sur
[x*, 2] (z* est 'unique point fixe de g3 ) fournit

|Tni1 —a”| < Clon — 27,
ott M = maxpy 41 |g3(z)|. Cela implique

|xy — ¥ < O™ |zg — ¥,
et pour avoir

|z — 2| <e
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34

3.2F

26

fonction
itérés du point fixe
*  derniere valeur

24r

1.8 1 1 1 1 1 1 1

FIGURE 4.10. Le graphique illustrant les itérés du point fixe du tableau 4.7

il suffit donc que (avec A =2 et B =4)
M™(B—-A)<e,

ce qui donne en prenant le logarithme

In (—BiA)
>

" T
Numériquement avec,
M = 0.417473653, (4.31)
on obtient
n>3. (4.32)
REMARQUE 4.10. Si on choisit d’utiliser la majoration (Q.6) page 241l rappelée ici :
o = 2] < =2 lg(wo) — wol, (13
on obtient pour zg = 2 et M donné par [@3T]),
n >4, (4.34)
ce qui ici n’est pas meilleur que (E32]).
CORRECTION DE L’EXERCICE 4.6.
(1) On vérifie que
1
Veel, ¢(x)=-. (4.35)
x
Ainsi, pour tout x dans I, on a
1
! = — < —— ~0.50000.
9@ =2 = 350000
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ce qui permet donc d’écrire :

Jke[0,1], Vzel, |4 (z) <k, (4.36)

k ~ 0.50000 (4.37)

(2) (a) Montrouns que I est stable par g, c’est-a-dire, que tout « € I, g(x) € I. La fonction g est croissante,
donc si & > 2.00000, alors g(z) > ¢(2.00000) = 2.69315. Puisque cette valeur est supérieure a
2.00000, on a bien = dans I.

(b) On rappelle que 'on a montré (£36).

Les deux hypothéses du théoremel] ou de ’annexe [Q] du polycopié de cours permettent
donc d’affirmer d’une part que g a un unique point fixe o dans I et que toute suite définie par xo € I
et zp41 = g(x,) converge vers a. De plus, on rappelle 'inégalité (Q.3) de cette méme annexe :

|xn — o) < k" |z0 — o, (4.38)
Cette inégalité n’est pas exploitable en 1’état car on n’a pas d’encadrement sur |zo — «|. Utilisons alors

I’inégalité de I’énoncé :
n

k
1-k

Y, |an, —af < lg(x0) — o (4.39)

Alnsi, pour avoir |z, — «a| < ¢, il suffit que

n
1—k
Si g(zo) — xo = 0, c’est que x( est P'unique point fixe et il n’y a plus rien a faire que de prendre n = 0.

nink < n (M)

l9(w0) — 20| < e.

Sinon, c’est équivalent &

l9(z0) — 2ol
et donc ) (1 k)
e(l —
n > In 4.40
Sk (remer) 40
Numériquement, pour zg = 2, on a
n = 18. (4.41)

Cela est trop grand. On peut affiner le tir en partant de z(, calculer par exemple les 6 premiéres
itérations. On obtient
T, ~ 3.144546946. (4.42)
On admet que la majoration ([A36) est encore valable sur I'intervalle I= [, +00[ que cet intervalle
est g stable et que I'on a donc, tout x dans [
) 1 1

19'@)1 = 3 = 3121510006
ce qui est meilleur que ([@37)). Enfin, si on applique de nouveau [@39) mais avec cette valeur 1a et a
partir de cette valeur de n, on a donc

~ 0.318010835,

W2 n, lony - al < 1o lgen) — ol (.43
et donc on obtient
p=>5. (4.44)
A partir de cette valeur de p, on obtient donc
Tn4p ~ 3.146187878. (4.45)

4. Le théoréme est vrai méme si I n’est pas borné! En effet g(I) C I et puisque g est continue, g(I) est borné et on peut
considérer que g est une application de g(I) borné dans g(I).
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On peut aussi calculer la solution recherchée en tappant sous matlab :
fzero(’log(x)+2—x=0",3)

ce qui donne

a = 3.146193221. (4.46)
Si, ensuite, a posteriori, on calcule |ac — 2,45, on obtient alors
a = 5.34251076, (4.47)

ce qui est bien inférieur 4 ¢ = 1.0 107°.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.7.
Voir annexe [Q du polycopié de cours page 241l
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Equations différentielles

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.1.

(1) En posant §, =1 et

ft,y) = tan(t) y, (5.1)
I’équation différentielle
vVt €[0,T], ' (t)=tan(t)y(t), (5.2a)
y(0) =1, (5.2b)
est équivalente a
Ve [0,T], y'(t) = f(t,y(t)), (5.3a)
y(0) = . (5.3b)

On calcule pour n € {1,..., N = 4}, les approximations y,, = y(t,) en utilisant les définitions 513 du
polycopié de cours, 5.8 du polycopié de cours et (.19 du polycopié de cours.

L2 Lo |
0 | 1.00000000
1.00000000
1.00250209
1.00753137
1.01514504

=W N| =

TABLE 5.1. Solutions approchées avec Euler explicite

[ n ]y

0 | 1.00000000
1.00125104
1.00502144
1.01135881
1.02034415

=W N| =

TABLE 5.2. Solutions approchées avec RK2

Les résultats sont donnés dans les tableaux (.11, et
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[ n ]y

0 | 1.00000000
1.00125130
1.00502092
1.01135644
1.02033885

W=

TABLE 5.3. Solutions approchées avec RK4

[ n ] ly(tn) = ynl |
0.00000000
0.00125130
0.00251883
0.00382507
0.00519380

alw|ol—|o

TABLE 5.4. Erreurs avec Euler explicite

[ n ] ly(tn) = ynl |
00

2.606990728 10~ 7
5.210020484 107
2.362813013 1076
5.304145960 10~°

=W =

TABLE 5.5. Erreurs avec RK2

[ n ] ly(tn) = ynl |
0

4.342037839 10711
1.753714951 10~ 10
4.2401667510~10
7.366343091 1010

alw | ~|o

TABLE 5.6. Erreurs avec RK4

(2)
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Les résultats en erreur sont donnés dans les tableaux [5.4], et On y constate que l'erreur est
de plus en plus faible selon la méthode utilisée.

(3) On peut proposer 4’ (tn) = (Yn+1 — Yn)/(tn), puisque y, == y(t,). Cependant, dans cette expression, on
constate qu’on a deux approximations différentes de la dérivées entrant en jeux. Rien dans le cours ne
justifie cette approximation. Cependant puisque f, définie par (B.1]), est continue en second argument,
que ¥ (t,) = f(tn,y(t,)) et que y, — y(t,), on peut alors proposer

y/(tn) ~ f(tnvyn)-

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.2.
En posant §g =1 et

fty) = —t* +yt, (5.4)
I’équation différentielle
vt € [0,T], ¥(t)=—t*+y(t)t, (5.5a)
y(0) =1, (5.5b)
est équivalente a
vt e (0,71, y'(t) = f(t,y(t)), (5.6a)
y(0) = . (5.6b)

On calcule pour n € {1, ..., N = 2}, les approximations y, = y(t,).

[ [ |
0 | 1.00000000
1 { 1.00000000
2 | 1.06300000

TABLE 5.7. Solutions approchées avec Euler explicite

[ n ]y

0 | 1.00000000
1| 1.03150000
2 [ 1.10917765

TABLE 5.8. Solutions approchées avec RK2

Les résultats sont donnés dans les tableaux [5.7] et .9 obtenus en utilisant les définitions (.13] du
polycopié de cours, 5.8 du polycopié de cours et .19 du polycopié de cours.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.3.

On pose
Yy =1y,
/
Y2=1v,
y3=9".
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[ n ]y

0 | 1.00000000
1| 1.03687353
2 [ 1.11977332

TABLE 5.9. Solutions approchées avec RK4

On a alors, pour tout t,

Y
Ainsi, en posant
yi(t)
Y(t)= | y2(t) |,
y3(t)
y2(t)
Y'(t) = ys(t) ;

On obtient alors

Vvt €[0,T], Y'(t)=F(t,Y(t)), 7a)
¥(0) = Zo, (5.7h)
ou
Y2
vt € [Oa T]v VY = t(yla y27y3) € Rgv F(ta Y) = Y3 ) (58&)
Y3 — 2y2 +y1 — 2
0
So=(1]. (5.8b)
2

Remarquons qu’ici, le systéme est affine puisque
)

F(t,Y) = AY + B,

ou
0 1 0 0
A=[0 0 1), B=1]0
1 -2 1 -2

REMARQUE 5.1. Cette opération est essentielle aussi bien sur le plan théorique que numérique. Par
exemple, sous matlab, il faut définir la fonction F' avant d’utiliser un solveur. Ici, il faudrait par exemple taper

f=inline (’[0_1_0;0.0_1;1_—2_1]«Y+[0;0;2],’t’,’Y");
YO=[0;1;2];

[T,Y]=oded45(f,[0 1],Y0);

plot (T,Y);
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0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
FIGURE 5.1. Le graphique de résolution de (&.71)

ce qui fournirait le graphique B.11

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.4.
Voir aussi [BM03, Correction de l’exercice 5.7 p. 323].

(1) On pose
Yy =721, Y2=7T1, Y3 =7T2, Yi=T2
Ainsi, les équations différentielles de 1’énoncé sont équivalentes au systéme
(t) = y2(t),
— (k1 + k2) ya (1) + kays(t) — c1y2(t) — days (8) + f1(2),
ya(t),
kay1(t) — (k2 + k3) ys(t) — coya(t) — dayi(t) + fa(t).

(2) Ainsi, si ’on se donne les conditions initiales sous la forme

ya(t

(
ys(t
(

ya(t

)
)
)

X1 (0)
=, = %1(0)
2(0)
i2(0)
alors les équations différentielles de I’énoncé le systéme s’écrivent sous la forme (58] de I’énoncé avec
p=4.
La fonction F' associée au systéme des équations différentielles de ’énoncé est donnée par
Y Y2
Fle | v _ — (k1 4 k2) y1 + kays — cry2 — day3 + f1(t), ,
Y3 Ya
Ya kayr — (k2 + k3) ys — caya — dayi + fa(t)
et le vecteur des conditions initiales est donné par
1(0)
=, = | #1(0)
22(0)
i2(0)

Pour une utilisation informatique, on peut aussi mettre cela sous la forme
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On considére P’application G de [0,7] dans R* définie par

0
vielat, aw=|"
fa(t)
l’application H de R* dans R* définie par
Y1 0
3
VY erY, H(Y)=m |2 | =_| DY
Y3 0
Y4 d2y}
Enfin, on considére A la matrice My (R) définie par
0 -1 0 0
A— ki+ks c1 —ko 0
0 0 0 -1
—ko 0 ko + k3 ()

On définit enfin 'application F de [0, 7] x R* dans R* par
Vt € [a,b], VY €R%,  F(t,Y)=G(t)+ H(Y) + AY.

|7’L | Yin

Y2.n

Y3.n

Yan

0

1.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

1.01000000

0.99980000

2.01000000

0.96980000

1.01999800

0.99950008

2.01969800

0.93951181

1.02999300

0.99909730

2.02909312

0.90914095

1.03998397

0.99858873

2.03818453

0.87869296

QU | W N~

1.04996986

0.99797146

2.04697146

0.84817339

TABLE 5.10. Solutions approchées avec Euler

Les résultats des simulations sont donnés dans les tableaux B.10l

OnaYoonoﬁ

(11
S
\

e )

ce qui fournit la premiére ligne du tableau 5,10l Précisons maintenant le passage de Yy & Y. D’aprés le
schéma donné dans la définition [5.67] du polycopié de cours, pour n = 0, (5.670) du polycopié de cours

donne
Y1 = Yo + hF (o, Yo).
On a aussi
Y2,0
FO,Y)=|" (k1 + k2) y1,0 + k2y3,z— cry2,0 — diys o + f1(0), |
4,0

kay1,0 — (k2 + k3) ys,0 — caya0 — dayi o + f2(0)
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et donc, compte tenu des conditions initiales et des données de I’énoncé

1
—2x14+1x2-0,01x1—-0,01lx13+0

1 )
1x1—-2%x2-0.01x1-0,01x134+0

F(0,Yp) =

et donc

1
—0.02000000

1 )
—3.02000000

F(O’%) =

et enfin

1
—0.02000000

1 )
—3.02000000

Y1 =Yy + hF(0,Yy) = 10,01 x

— N = =

et donc
1.01000000
0.99980000
2.01000000
0.96980000

Y =

ce qui fournit la deuxiéme ligne du tableau 510l On recommence. D’aprés le schéma donné dans la
définition [5.67 du polycopié de cours, pour n = 0, (5.67H) du polycopié de cours donne

Yo =Y1 + hF(t1, Y1),

ou Y7 vient d’étre calculé et t1 =1 x h=h =0,01. Or

Y21
3
— — — 1
Ft,Y1) = (k1 +k2) yi1 + kays 1 — c1ya1 — diysy + f1(0,01), ’
Ya1
kayr,1 — (k2 4 k3) ys.1 — cayan — dayi ; + f2(0,01)
et donc
0.99980000
Pl = —2 % 1.01000000 -+ 1 x 2.01000000 — 0,01 x 0.99980000 — 0,01 x (0.99980000)° + 0
LA 0.96980000 ’
1 x 1.01000000 — 2 x 2.01000000 — 0.01 x 0.96980000 — 0, 01 x 0.96980000° + 0
et donc
0.99980000
~0.02999200
F(t.,Y;) =
(t1, 1) 0.96980000 |
~3.02881909
et enfin
1.01000000 0.99980000
0.99980000 ~0.02999200
2 =Yi+hF(t, 1) 201000000 | TP 0.96980000 |
0.96980000 —3.02881909
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et donc
1.01999800

0.99950008

2.01969800

0.93951181
ce qui fournit la troisiéme ligne du tableau B.I0l

}/2:

(4) Pour chaque valeur de i € {0, ..., N = 5}, sont données les approximations Y; = (y1,i, y2,i, Y3,i, Y4,i) qui
représentent donc des approximations de x1(¢;) 1(t;), x2(t;) et #2(¢;). On en déduit des approximations
de &1 (t;) et Z2(t;) en réutilisant les deux équations différentielles de ’énoncé.
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Annexe A

Calcul de @’ et redéfinition de I’exponentielle (sous la forme de deux
exercices corrigés)

Premier énoncé
(1) Pour a réel et n entier naturel non nul, (re)définir a™ par récurrence sur n.
(2

) n+m __ nam.
3) Quel sens donner alors & a®, pour a réel non nul ?

Avec cette définition, montrer par récurrence sur m € N*, que, pour tout n € N*, a =a

4) De la méme facon, donner successivement un sens a a”, pour n € Z, a'/?, pour p € N* et enfin pour
Y Y Y K
a” pour r € Q.

(5) Seriez-vous capable de donner un sens a a”, pour x réel, complexe ?

Premier corrigé
(1) Une définition de a™ peut étre la suivante : pour tout n > 1,
a”™ est le produit de n facteurs égaux a a. (A1)

De telle sorte que
a' =a. (A.2)

Plus rigoureusement, on peut aussi le définir par récurrence (ou récursivité) sur n :

VacR, VYneN, o"t'= {aa”, sz, (A.3)
a, sin=0~0.
Dans les deux cas, a” n’est pas défini!
(2) Montrons par récurrence sur m € N*; que
Vn € N*, "™ =a"a™. (A4)
L’initialisation correspond & m = 1 et il faut donc montrer que
Vn e N*, o""! =qa"al,
ce qui correspond, d’aprés ([(A2)) & montrer que
Vn e N*, a""! =q"a,
ce qui est exactement la définition (A3).
Supposons maintenant que (A4 est vrai pour un entier m non nul fixé et montrons que
Vn e N*,  gntm+h — gngm+t, (A.5)

Par définition, on a
Vn € N*, an+(m+1) — a(n—i—m)—i—l — qa™t™.

Ainsi, d’apres ([(A4), on a

Vn e N*, @™t — gq"a™ = a"aa™,
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et donc, en utilisant de nouveau la définition, on a
Vn e N*, gntimtl) — gngm+t

REMARQUE A.l. A un niveau élémentaire, cela peut aussi se démontrer en disant, d’aprés la
définition [(AJ)) que a™™™ est le produit de n + m facteurs égaux a a, que a™ est le produit de n
facteurs égaux a a, que a™ est le produit de m facteurs égaux a a et donc a™™ est aussi le produit de
n + m facteurs égaux a a.

(3) D’apres la définition (A-J) ou (A3) n’a aucun sens si n = 0. Cependant, violons le domaine de validité
de ([A4) et écrivons-la abusivement avec n = 0, ce qui donne formellement

Vm e N*, a2t = ¢%™.

soit
vm e N*, o™ =a’a™. (A.6)
Si a est non nul, a™ est non nul et dans (AG]), on peut donc diviser par a™ et obtenir
1=a". (A.7)
Cette égalité non montre que a, a priori non défini, peut étre posé formellement égal & 1. Ainsi, on
pose
Va#0, a®=1. (A.8)
Dans ce cas, on peut écrire (A4, sous la forme :
Va € R*, VYn,meN, """ =qg"a™. (A.9)

et (A3) sous la forme

aa™, sin >0,

Va e R*, VYneN, ao"t!l= { (A.10)

1, sin =0.

REMARQUE A.2. En reprenant la remarque [Al on peut montrer cela & un niveau élémentaire,
sans récurrence.

REMARQUE A.3. On peut aussi donner une preuve alternative de a® = 1, moins élémentaires,
valable uniquement dans le cas ol a = 2.

Rappelons que, si I est un ensemble de cardinal n > 1, le nombre de parties de I est de cardinal 2".
Si I est vide, on tient pour vrai encore cela. Or, 'ensemble des parties de @) est égal & {(}}, de cardinal
1 qui vaut donc 29.

REMARQUE A.4. De la méme fagon, on peut donner un sens a 0!. On rappelle que n! est défini,
pour tout entier n > 1 par

n
n!:1><2><3><....><n:Hi.
=1

On a donc, pour tout entier n > 1
M+1)=1%x2%x3x..xnx(n+1),

et donc
(n+1!=(n+1)nl

On écrit alors la définition récurrente de n! :

1 in=20
V>0, (n+1)! mn=
(n+1n! sin>1.
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On T'utilise alors abusivement la deuxiéme équation pour n = 0, ce qui donne
1=1'=0!
Dans ce cas, on peut réécrire la définition de n! sous la forme

1 sin=0,

VYn>0, n!=
nn—1)! sin>1.

On peut aussi utiliser le résultat de exercice 2.1 de TD et considérer que
1=T]+
i=1

ce qui correspond & un produit vide, donc égal & 1, comme on le fait dans la convention (Z38) du
cours.

(4) (a) Si on reprend maintenant (A.9), en écrivant formellement, et comme précédemment, en violant le
domaine de validité de cette formule, qu’on peut I'appliquer & n € N et m = —n € Z on obtient

VaeR*, VneN, a=a"a"
ce qui donne, compte tenu de (A.S8)
YaeR*, VneN, a"=—, (A.11)
ce que l'on prendra comme définition. Ainsi, (A9]) est vrai pour tout entier n et m relatifs :
YaeR*, VYn,meZ, a"t™=a"a™. (A.12)

En effet, prenons n ou m négatif (le cas n et m positifs étant déja réglé!), en donc, sans perte de
généralité, par symeétrie, il suffit de traiter les cas (n < —let m < —1) et (n < —1 et m > 1). Dans
le premier cas, on écrit

ntm 1 - 1 _ 1 1 L
T T g em) T gCmrem) T gEmgm) T gem gem G
Le second cas est presque identique.
(b) De la méme facon, on peut montrer, comme dans le point 2] que
VneN, VmeN, (@)™ =a"™. (A.13)

Si comme précédemment, on applique cela formellement & m € N* et n = 1/m, on obtiendrait
1 m
Vm e N¥, (a /m) = a. (A.14)

Pour m € N* fixé, 'application x +— 2™ est une bijection de R dans R, d’inverse %/z et donc
(A1), nous fournit la définition suivante :

VaeRY, VYmeN*, o™= %/a. (A.15)
(c¢) On peut, d’aprés ce qui précéde, tenir vrai (AT5]) pour m € Z, en posant, si —m € N*,
1
Ya €RY, Vm€Z, mgq:»a*l/mzrﬁ. (A.16)
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(d) Enfin, si p et ¢ sont deux entiers naturels non nuls, on peut définit, d’aprés tout ce qui précéde,
Va € R, Vp,qe N7, aP/l = Yar. (A.17)

Si p € Z, on pourra définir
1

VaeR%, VYgeN*, VpeZ, p<-1=—a?/1=———.
’ Var

(A.18)

On a donc défini a” pour tout r rationnel. On laisse au lecteur vérifier que la définition de a” ne
dépend pas de la fraction choisie, ¢’est-a-dire que a?/? = a(™P)/ (M) et que (A12) et (A13) sont
vrais pour tout couple de rationnels. Démontrons par exemple que

Va eR*, Vrr' €Q, ot =a"a". (A.19)
Pour cela, on écrit, d’aprés ce qui précéde (avec p, ¢, p’ et ¢’ entiers)

’
’ p_
a'r‘Jr'r‘ —a + Py ,

Qs

pa’ +ap’

—a a4 ,

!
= "Vard+a',
qq/ ’ qq/ ’
vV aP? "\ qlP ,
N 1/(ad") N 1/ (ad")
(apq ) (aqp ) 7

’
p_
7

aT .

Y]

a

(5) (a) Si a est un réel non nul et & un réel, on peut écrire que xlim, 1o r,, 0O 7, est u rationnel. On
sait que a™ est défini et on admet que la limite de a™ existe, indépendamment de la suite choisie
et cela constituera la définition de a®. On peut aussi montrer que (AI2) et (A13]) sont vrais pour
tout couple de réels.

Démontrons par exemple (A12). Soient x et y deur réels. Il existe deux suites z,, et y;,, de rationnels
qui convergent respectivemet vers x et y. D’aprés (]mb, on a donc

a*ay = lim ¢** lim &Y = lim &®*"a%" = lim a** 79 = ¢ 1Y,
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

(b) Si « est un complexe, on peut écrire z = X +14Y ou X et Y sont deux réels et on posera donc, dans
lecasotia=c¢e:
e” = XY =X =X (cosY +isinY),

qui se généralise pour a réel quelconque. Plus de détails par exemple dans [Bas22h, Chapitre "Séries
entiéres et fonctions usuelles sur C"].

Second énoncé

Pour n € N*, on pose u, = (1+1/n)".
Le but de cet exercice est de donner une définition alternative de l’exponentielle, dont on ne servira donc
pas !

1) Montrer que, pour tout « €]0,1[, pour tout n € N, (n > 2 = (1 — )" > 1 — na) .

(1)

(2) En prenant a = 1/n?, montrer que u,, est croissante.

(3) En prenant a = 1/(6n + 1), montrer que u, est majorée.
(4)

4) Conclure.
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Second corrigé
Voir [Mon90, exercice 3.5.7]
(1) De méthodes sont possibles :
(a) Pour « €]0, 1] fixé, utiliser une récurrence sur n. Pour n = 0, on a bien
1-a)=1>1-ax0.
Si I'inéquation est vraie pour n, on écrit alors a 'ordre n + 1 :
1—a)"™ =1 -a)(l-a)",

> (1-a)(1 - na),
=1l—-na—a+ a2,
>1—na—a,

=1-(n+1)a.

73

(b) On peut aussi étudier la fonction ¢ — (1 — a)® — 1+ ta sur [1,400], ce qui génant en fait car cela

contient ’exponentielle !

(2) On déduit d’abord de I'inégalité de I’énoncé :

ce qui implique

et donc

Si on applique cela pour X = n, on a donc, d’aprés (A.20) :
1 n 1 n—1
(1 + —) > (1 + —) ;
n n—1
et donc uy, > Up_1.

(3) On déduit d’abord de 'inégalité de 1’énoncé :
" n on+1 _ 5
1- = > 2,
6n+1 ©6n+1 6

1—
( 6n+1

(A.20)

(A.21)

puisque cette derniére inégalité est équivalente a 30n 46 > 30n + 5, ce qui est vrai. Ainsi, on a d’aprés

(A21) appliquée & X =6n+ 1 :

et donc

et donc
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On a donc ug, est majorée et puisque u,, est croissante, elle est majorée.

(4) La suite converge donc. On peut ensuite, en utilisant ’exponentielle, montrer que la limite est e.
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Annexe B

Simulations numériques sur ’erreur d’interpolation

Pour f et g données par
Ve e [0,1], f(z)=sin(z/3), (

B.1la
YV € [6000,6001], g¢(x) = sin((z —6000)/3), (B.1

o
~— ~—

on calcule le polynéme p,, correspondant aux points équirépartis z; de [a,b] (c’est-a-dire vérifiant p,,(z;) =
f(z;)) par 'une des trois méthodes données en page

Voir la figure [B.1] pour laquelle les trois méthodes de calculs se déroulent bien : f et p,, sont indiscernables
graphiquement.

Pour n plus grand, la méthode utilisant la forme canonique n’est plus efficace, alors que les deux autres le
sont encore! Voir la figure

Pour n encore plus grand, la méthode utilisant les polynémes de Lagrange commence & n’étre plus efficace,
alors que la méthode avec newton avec évaluation d’Horner 1’est encore. Ensuite, au deld d’une certaine valeur
de n cette méthode-ci ne marche plus! Voir la figure [B.3l

Enfin, on peut aussi tracer le logarithme en base 10 de l'erreur entre f et son interpolé en fonction de n
comme le montre la figure [B4 On constate que celle-ci est minimale autour de la valeur ng = 9 et que les
trois méthodes coincident rigoureusement jusqu’a ng. Ensuite, de ng 4+ 1 & n; = 25, les deux méthodes Newton
et canonique voient leur erreur légérement remonter, en contradiction avec la théorie, & cause des arrondis de
calculs. Il en est de méme pour celle correspondant a la base Lagrange, avec une erreur un peu moins petite.
Ensuite, au-deld de nq, 'erreur en canonique augmente plus rapidement que les deux autres méthodes, qui se
comportent mieux. Notons aussi la 1égére supériorité en terme d’erreur de la forme de Newton, qui sera donc
a privilégier tout le temps, compte tenu de sa simplicité algorithmique.

Dans un second temps, on peut aussi refaire les mémes calculs portant cette fois-ci sur la fonction g définie
par (B:ID) on obtient un comportement similaire de I'erreur.

Ici, on constate que la méthode de la forme canonique se comporte beaucoup plus mal que dans le cas
précédent. Voir la figure Deés la valeur de ng = 5, elle commence & ne plus fonctionner, alors que les deux
autres se comportent bien! Ensuite, les méthodes fondées sur Newton et Lagrange donnent encore de bons
résultats, du méme ordre, Newton se comportant un peu mieux que Lagrange.

On peut aussi tracer le logarithme en base 10 de I'erreur entre g et son interpolé en fonction de n comme
le montre la figure Le comportement de Ierreur est identique & celui de la figure [B.4] mis a part le fait
que la méthode Lagrange a une erreur numérique qui apparait pour des valeurs de n beaucoup plus petite que
précédemment.

Finalement, retenons que la forme de Newton et ’évaluation par ’algorithme de Horner évoqués dans le
point est largement supérieure aux deux autres méthodes (Lagrange et base canonique) tant sur le
plan algorithmique que numérique.
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interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 2 points interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 4 points
0.351 035
031 031
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15F 0.15
0.1 o1l
Points du support Points du support
Fonction exacte Fonction exacte
0051 —— Newton 0051 — Newton
Lagrange Lagrange
—— Canonique — Canonique
o I I I I I I I I I ) o I I I I I I I I I )
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(a)n=1 (byn=3
interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 11 points interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 21 points
035 035
0.3r 03
0.25[ 0.25F
02t 02k
0.15F 0.15
01r 01
Points du support Points du support
Fonction exacte Fonction exacte
005 Newton 0051 Newton
Lagrange Lagrange
——— Canonique ——— Canonique
o I I I I I ! ! ! I ) o I I I I I ! ! ! I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(¢) n=10 (d) n=20
interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 31 points
0351
0.3r
0.25
0.2
0.15F
01r
Fonction exacte
0.05- Newton
Lagrange
——— Canonique
0 . . . . . . . . . )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiGURE B.1. La fonction f et son polynéme interpolateur p, calculés de trois fagons différentes.
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interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 40 points

B. SIMULATIONS NUMERIQUES SUR L’ERREUR D’INTERPOLATION

interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 40 points

7

0.35
0.3r
0.25F
0.2
Fonction exacte
—04r Newton
Lagranvge 0151
—0.6F Canonique
-0.8 01k
1
0.051- Fonction exacte
-1.21 Newton
Lagrange
14 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . . )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(a) n=239 (b) n=239

FIGURE B.2. La fonction f et son polynéme interpolateur p, calculés de deux fagons différentes.
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interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 56 points interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 56 points
0.351 035
0.3r 0.3r
0.25[ 0.25F
0.2 0.2
0.15F 0.15F
0.1r 01r
0.051- Fonction exacte 0.05-
Newton
Lagrange
0 . . . . . . . . . ) 0 . . . . . . . . . )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(a) n =155 (b) n =55
interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 61 points - interpolation de la fonction sin(1/3*x) avec 71 points
0.351 0.4
0.2
° |
| |
-0.2 u
-0.4
-0.6
-0.8[
~0.05 I I I I I I I I I Y I I I I I I I I I )
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(c) n =60 (d) n="70

FiGURE B.3. La fonction f et son polynéme interpolateur p, calculés de une ou deux fagons différentes.
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log10 de I'erreur en fonction de n
40 T T T
Newton
Lagrange
30 Canonique

-20 L I I
0 10 20 30 40 50

60 70 80

FI1GURE B.4. Logarithme de 'erreur en base 10 entre f et son interpolée p;,.
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interpolation de la fonction sin(1/3*x-2000) avec 2 points

NUMERIQUES SUR L’ERREUR D’INTERPOLATION

interpolation de la fonction sin(1/3*x-2000) avec 5 points.

80

interpolation de la fonction sin(1/3*x-2000) avec 6 points

035 08
07
0al 0ab = Points du support
Fonction exacte
06 Newton
025 —— Lagrange
025 05| ——— Canonique
o2 oal
o2}
015 03
015
02
o1f
o1 01
005
= Points du support = Points du suppor
Fonciion exacte Fonction exacte
005 ——— Newton Newton
Lagrange —— Lagrange -0
Canonique ——— Canonique
. . , , , n n n . o , , . . , n n n , L , , , , , , . . . ,
6000 60001 60002 60003 60004 60005 60006 60007 60008 60009 6001 00 G0001 60002 60003 60004 60005 60006 60007 60008 6000O 6001 000 60001 60002 60003 60004 60005 60006 60007 6ODOA BO00S 600
interpolation de Ia fonction sin(1/3*x-2000) avec 7 points interpolation de la fonciion sin(1/3x-2000) avec 11 points interpolation de la fonction sin(1/3*-2000) avec 11 points
10 0351
of s
oaf
0250
o2}
015
o1
u‘“\ MI.II‘ Jl “ Uh\ JJ muﬂ “ I‘I“\H I m \M L I
©Points du support © Points du support
Fonction exacte Fonction exacte
Newton ——— Newton 005
Lagrange Lagrange
Canonique ——— canoique
, , , , , n n n , , n n n , , , , . , , . . , , , ! ! ! . ,
0001 60002 60003 60004 60005 60006 60007 60008 60009 6001 0001 60002 60003 60004 GO00S 60006 60007 60008 60009  GOOL D00 GODDI 60002 60003 60004 60005 60006 60007 60008 60009 6001

(dn==¢6

(e) n=10

interpolation de la fonction sin(1/3x~2000) avec 40 points

6000

60001 6000.2 60003 6000.4 60005 60006 6000.7 6000.8 60009 6001

(8) n =139

(f) n=10

Ficure B.5. La fonction g et son polynoéme interpolateur p,, calculés de trois fagons différentes.
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log10 de I'erreur en fonction de n
350 T T T

300 b

250 N

200 T

150 T

100F Newton B

Lagrange
Canonique

-50 L L L L L I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80

FIGURE B.6. Logarithme de ’erreur en base 10 entre g et son interpolée p,,.
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Annexe C

Etude du majorant exact d’une dérivée quatriéme

On pourra consulter et faire tourner la fonction matlab corrige_majoration_fderivee4.m disponible &
I'url habituelle, qui fournit successivement tous les résultats de cette annexe.
On cherche a étudier les extremas de la dérivée quatriéme de la fonction définie par

Ve e[0,1], f(z)= e (C.1)
donnée par [FI0). II faut donc étudier la fonction donnée par (aprés division par 4) :
Vo e [0,1], glx)=e " (3122 +42%). (C.2)
(1) Si on utilise la fonction fournie sur le site habituel maxabsfun, on tape

[Ms,M,Md|=maxabsfun (0,1 ,@(x)exp(—x."2).%(3—-12.xx."24+4.xx.~4) ,[] ,1);

fonction
valeur absolue
#  extrémaux
max

L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE C.1. Les fonctions g et |g| pour g définie par (C.2)).

On obtient la figure [CI] sur laquelle on constate que le maximum de la valeur absolue de g est
donné par

M = 3. (C.3)
Cette preuve n’en est pas une car cette observation n’est pas justifiée pour l'instant.
(2) Essayons de procéder comme dans la remarque de Texercice [ZB De facon analoque a
I'inégalité [239), on écrit grace a ([C2)) :
vz e[0,1], gla)=e " (3—122%+42"),
dont on déduit comme dans (2.40) et (Z41) :

Ve e [0,1], |g(@)| = }e-w
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C. ETUDE DU MAJORANT EXACT D’UNE DERIVEE QUATRIEME 83

avec
p(z) =3 —122% + 42, (C.4)

et donc

vz € 0,1], |g(z)| < |p(z)].

fonction
valeur absolue
#  extrémaux
max

-5 L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1

FIGURE C.2. Les fonctions p et |p| pour p définie par (CA)).

En utilisant la fonction maxabsfun, on obtient la figure [C.2] sur laquelle on constate que le maxi-
mum de la valeur absolue de p vaut 5, ce qui donnerait une majoration de |g| donnée par

M = 20,
ce qui est trop grand par rapport a ([C3).

(3) Etudions la dérivée de g de facon plus rigoureuse que dans la question[Il Il n’est pas nécessaire d’étudier
totalement la fonction g pour en donner les extremas de la valeur absolue. Il suffit d’observer qu’une
fonction dérivable sur un segment [a,b] atteint ses bornes, soit aux bords a et b, soit en des points
intérieurs a Ja, b[ ou la dérivée de cette fonction s’annule. Ainsi, la valeur absolue maximale de cette
fonction est la plus grande valeur de |g| aux points a, b et auz zéros intérieur de la dérivée de cette
fonction. Ce sont en fait, exactement les calculs que ménent la fonction maxabsfun.m. Dans la mesure
ou les résultats sont ici obtenus en symbolique, c’est-a-dire de fagon exacte, on peut donc affirmer a
posteriori que les calculs de la question [I] sont exactement prouvés!

La dérivée de g vaut :
g (z) = e (-15+202° — 42%) (C.5)
dont les cing racines sont données brutalement par Matlab :

20 =0; (C.6a)
2 = —1/2/10 — 2 VI0; (C.6b)
1/21/10 - 2 V10 (C.6c)
rs = 17210 4 2VI0: (C.6)
P co
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C. ETUDE DU MAJORANT EXACT D’UNE DERIVEE QUATRIEME 84

et dont les valeurs sont

20 =0; (C.7a)
1 = —0.9585724646138 ; (C.7h)
z9 = 0.9585724646138 ; (C.7¢)
3 = —2.0201828704561 ; (C.7d)
x4 = 2.0201828704561. (C.7e)

La seule racine appartenant a l'intervalle |0, 1[ est 5. Les valeurs prises par g en ce point ces points et
les bords 0 et 1 sont données par

{37 75671, 74675/24’1/2\/% (72 4 \/E)} ,
correspondant &
{3.00000000000000, —1.83939720585721, —1.85487029414460} .

La plus grande en valeur absolue est 3, ce qui prouve finalement (C3]).

(4) On peut préciser cela en remarquant que le polynéme qui intervient dans ’expression (CH) de la dérivée
de g est un polyndéme bicarré correspondant a

q(z) = =15+ 202 — 422,
dont les deux racines sont données par :

y0:5/271/2\/ﬁ; (C.8a)

y1 =5/2+1/2V10, (C.8b)

et dont les valeurs sont
Yo = 0.9188611699158 ; (C.9a)
y1 = 4.0811388300842. (C.9b)

La seule racine appartenant a Uintervalle |0, 1[ est yo. En reprenant la racine carrée de ce nombre, on
retrouve (CH) et (CT) et on conclue comme précédemment.
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Annexe D

Etude de divergence d’une méthode de point fixe

En complément de la correction de la question B] de 'exercice Nous présentons la preuve
manuelle de la divergence du point fixe pour la fonction g = 1/2 2% — 3/2 sur lintervalle [2, 4].

Montrons en fait que pour tout zy € R, la suite (z,,) du point fixe ne converge pas vers 3, sauf si xg = 3

ou si xg = —3.

Etudions plusieurs cas.

(1)

Si on suppose que
ro = —1ouxzg =3, (D.1)

il est évident que la suite est constante égale & zy dans ce cas, car xg est 'un des points fixes de g.
On suppose que
xo > 3. (D.2)
Remarquons que, la fonction g étant strictement croissante sur R, on a
9(13,00[) =19(3), g(+00)] = |3, o[
Ainsi, d’apres (D.2)), alors, 71 = g(zg) > 3 et par récurrence,
90 >3= (VneN, z,>3). (D.3)
On a ensuite
g(x) —x=1/22%-3/2 -2,

polyndéme du second degrés dont les solutions sont les points fixe de g : 3 et —1, de coeflicient dominant
1/2. Ainsi, on a

Ve e]-1,3[, g(z) <z, (D.4)
Vo €] — oo, —1[U]3, +o0[, g(z) > z. (D.5)
Dans (D.5)), on peut choisir z = x,,, grace a (D.3)) et on a donc, si zg > 3,
VneN, g(z,) > zn,
soit
VneN, zpy1 > Ty

La suite est donc strictement croissante et tend soit vers [, qui vérifie g(I) = I, soit | = —1 oul = 3, ce
qui est impossible, soit tend vers l'infini :

Vao >3, lim =z, = +oo. (D.6)
n—-+o0o
Si on suppose que
o = 73, (D?)

on az; = g(—3) = g(3) = 3 et on est ramené au cas[Il
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D. ETUDE DE DIVERGENCE D’UNE METHODE DE POINT FIXE 86

On suppose que

o < —3. (D.8)
On remarque que
Ve < -3, g(z)>3. (D.9)
Ainsi, d’apres (D.8)), on a
x1 > 3. (D.10)

et, quitte a changer la valeur de xg, on est ramené au cas

On suppose enfin que
xo €] — 3, 3[. (D.11)

Remarquons que l'intervalle | — 3, 3] est g stable, puisque ¢g(0) = —3/2. Ainsi,
pour tout xg €] — 3, 3|, on a, pour tout n, x, €] — 3, 3. (D.12)

Remarquons aussi que

x €] -3, —1[=g(x) €] — 1, 3], (D.13a)
r=-1= g(z) = —1, (D.13b)
z €] —1,1[= g(z) €] — 3/2,—1], (D.13¢)
r=1=g(z) = -1, (D.13d)
z €]1,3[= g(x) €] — 1, 3[. (D.13e)
De tout cela, on déduit que
2o €] — 3, —1[= 21 €] - 1,3], (D.14a)
9 =—1= 21 =—1, (D.14b)
wo €] — 1,1[=> 21 €] — 3/2, —1[=> 22 €] — 1,3, (D.14c)
xo=1= 21 =-1, (D.14d)
xo €]1,3[= =1 €] — 1,3]. (D.14e)

Si la suite prend la valeur —1, point fixe de g, elle devient stationnaire donc convergente vers —1.
D’apres (D.I4)), on constate qu’a part le cas stationnaire évoqué, T1 ou x5 retombe dans | — 1, 3[. Donc
quitte & changer la valeur de xg, on peut supposer que

wo €] — 1,3]. (D.15)

D’apres (D.4) et (D), on a aussi
si x, €] —1,3], alors 2,41 < Xy, (D.16a)
si @y, €] —3,—1], alors x,41 > x,. (D.16b)

Ainsi, a partir de (D.15)), on a de nouveau les différents cas suivants :

xo €] — 1,1[= x1 €] — 3/2, -1 et 21 < m0, (D.17a)
ro=1= 21 = —1, (Dl?b)
xo €]1,3[= x1 €] — 1,3] et 21 < zo. (D.17¢)

Si la suite prend la valeur —1, point fixe de g, elle devient stationnaire donc convergente vers —1. Par
ailleurs, dans le cas (D.I7al), on a

XTo > Tq. (D.18a)
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dans le cas (DI7d), on a

xa < 1. (D.18b)

On recommence ensuite successivement. Tant qu’on reste dans l'intervalle | — 1, 3], on constate donc
que

Vk e {l,...p}, xp—1> xk. (D.19)

Au contraire, si on passe dans U'intervalle | —3/2, —1[, on a 2, < zp—1. On est certain que pour un rang
n, on ait x, > xp_1, sinon, on aurait (D:I9) pour tout p, la suite (z,,) serait décroissante et minorée et
convergerait donc vers I'un des points fixes de g. Ici, cela ne peut étre que —1. On serait de nouveau,
pour un entier n assez grand, suffisamment proche de —1, pour que z,, soit dans ] — 1, 1] et non dans
11, 3[. D’aprés (DITal) et (DI8al) au rang n, on aurait donc x,11 > T, ce qui n’est pas possible. Bref,
on considére le plus grand entier ¢ > 2 tel que x4 < z4—1. On a donc

Tqg < Tgo1 < ... < 1 < Zo. (D.20)

et

Tgt1 > Tq. (D.21)
S’il y égalité, on est donc de nouveau en —1 et la suite devient stationnaire et converge vers —1. Reste
donc & étudier le cas ou

LTgg1 > Tq. (D.22)
On reprend alors (D.17) et (D.I8) au rang q — 1 :
Tgo1 €] — 1, 1[= 24 €] —3/2,—1[ et g < Tyg—1, Tg+1 > T4, (D.23a)
Tg—1=1= 24 =—1, (D.23b)
-1 €]1,3[= x4 €] — 1,3] et g < Tg—1, Tgy1 < Tq- (D.23c¢)

Le cas (D:23d) est impossible d’aprés (D.2)) et ne reste donc plus que I'alternative :

Tg—1 €| — 1L, 1[=> x4 €] —3/2, -1l et g < Tq—1, Tqt1 > Tq, (D.24a)
Tg—1 =1= 24 =—1. (D.24b)
On met de nouveau le cas stationnaire (D.24D)) a part. De nouveau xqi;1 est dans | — 1,3[. Il n’est

pas possible que z411 > 1. Sinon, on aurait g(x,) > 1, ce qui impliquerait z;, > o ou z; < —a oll &
est le réel positif tel que g(a) = 1, c’est-a-dire o = V5. On aurait donc, en particulier car o < 3/2,
g < —3/2 ou x4 > 3/2, ce qui nest pas possible d’aprés (D.24a)). Ainsi, z441 €] — 1,1[. On a donc
montré

ZTgt1 €] — 1,1]. (D.25)
ce qui est exactement (D.24al) & l'ordre ¢+ 1. En procédant par récurrence, on peut donc montrer que,
pour tout p € N :

Tg_1+2p €] — 1,1], (D.26a)
Tq—2p €] —3/2,—1]. (D.26b)
Etudions maintenant les fonctions suivantes :
g*(x) = g(g(x)) = 1/82* — 3/42% — 3/8, (D.27a)
(9%) () =1/2 (2* - 3), (D.27Db)
(¢*) (x) —1=1/22>-3/2x — 1. (D.27¢)

La fonction g?(x) est représentée sur la figure [D.I} On cherche sa position par rapport a la droite
y = x. On étudie donc la fonction g?(z) — x représentée en figure [D.2l De fagon classique, on étudie la
dérivée de g%(z) — z, donnée par (D.27d). On note h = (g2)'(x) — 1. On détermine aisément les zéros de
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3
2r 4
1F B
(g 4
-1+ B
-2 B
2
9
e
-3 I I I I 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE D.1. La fonction g2 associée & g défini par (5.

FIGURE D.2. La fonction ¢%(z) —x =1/82* —3/42% -~ 3/8 — z.

h : —1 et 2. On constate que —1 est une racine double de h, puisque h (—1) = 0 et A’ (—1) = 0. Ainsi
h est strictement négative sur [—3, —1[U]—1, 2], nulle en —1 et strictement positive sur [2, 3]. Puisque
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h = (¢*(z) — :1:)/, on en déduit que g*(x) — x est strictement décroissante sur [—3,2] et strictement

croissante sur [2,3]. On connait aussi, en x = —1,
9* (@) =2 =0,
enx =2
2
P -r=-2,
et en x = 3,
g*(z) —z =0.

On en déduit que g?(z) — x est strictement positive sur [—3, —1[, nulle en —1, strictement négative sur
]—1,3[ et nulle en 3, autrement dit

Vo € [-3,-1[, ¢*(z) >, (D.28a)
Ve €]-1,3[, ¢*(z) <. (D.28b)
Si on applique (D.28) & x = 22, on remarque que T, 2 = g2(72,) et donc, pour tout n
Ton € [=3, —1[ = Tant2 > Ton, (D.29a)
Ton € ]-1,3[ = Tont2 < Ton. (D.29Db)

Si de méme, on applique (D.28) & © = 2,41, on a : Si on applique (D.28) & x = 2,, on remarque que
Tonto = g (x2,) et donc, pour tout n
Top—1 € [—3, —1[ — T2an+1 > Tan—1, (DSOa)
Tont1 € ]—1,3[ = Zant1 < Tan—1. (D.30b)

Il ne reste plus qu’a conclure en utilisant (D.26]). Par exemple si ¢ est impair, ¢ — 1 est pair et on a
donc, si k est assez grand
Tok E] -1, 1[,

et donc, d’aprés (D.29al),

N eN, VE>N, xopto < Tok. (D.Sl)
De méme, on a aussi si k est assez grand
Tokt1 €] —3/2, 1],

et donc, d’aprés (D304,

IN €N, Vk>N, opy1 > Top_1. (D.32)
Si g est pair, on montre de la méme fagon que

IN €N, Vk>N, opys > xog, (D.33a)

INeN, VkE>N, zopt1 < Tog—1. (D.33Db)

Dans les deux cas, la suite (z2,) est donc monotone et dans un borné ([—3, 3]) donc convergente. Il est
de méme pour la suite (z2,11). Enfin, on conclue en remarquant que xa, 12 = g%(72,) et que la limite
I de 2, est donc un point fixe de g2, qui d’aprés ce qu'on a vu ne peut étre que —1 ou 3. D’aprés
(D:26), la convergence vers 3 est impossible et donc (z2,) converge vers —1. Il en est de méme de
(z2n+1). Les deux suites extraites (x2,) et (x2,41) convergent donc toutes les deux vers —1 et il en
est de méme pour (z,). Ainsi h est positive ou nulle a 'extérieur de ces racines et négative ou nulle
entre ces racines. Puisque h = (92(:13) — :I:)I, on en déduit que g2($) — x est strictement croissante sur
[-3,—1] et sur [—1,3] et strictement décroissante sur [—1,2]. Dans ce dernier cas, on a donc montré
que la suite convergeait (en étant éventuellement stationnaire) vers —1.
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Dans tous les cas, on a donc montré que la suite ne convergeait jamais vers 3, sauf si zog = 3 ou x¢g = —3.

(v [
5000 —1.0198650041406
5001 —0.9799376866647
5002 —1.0198610651272
5003 —0.9799417039188
5004 —1.0198571284603
5005 —0.9799457187643
5006 —1.0198531941377
5007 —0.9799497312035
5008 —1.0198492621570
5009 —0.9799537412389
5010 —1.0198453325160
9991 —0.9858147386628
9992 —1.0140846505176
9993 —0.9858161607923
9994 —1.0140832485604
9995 —0.9858175824946
9996 —1.0140818470222
9997 | —0.9858190037700
9998 —1.0140804459030
9999 —0.9858204246186
10000 | —1.0140790452024
10001 | —0.9858218450407

TABLE D.1. Valeurs de n et des x;,, pour les itérés du point fixe pour g définie par (£.3]).

Remarquons que la convergence de la suite est trés lente, comme le montre la figure [D.3] et le tableau [D.]
ot l'on a choisit xg = 1/2 et n = 10000.

Cela s’explique par le fait que ¢g’(—1) = 1 et que les majorations habituelles du cours ne fonctionnent plus
ici.

Concluons par quelques autres simulations illustrant les différents cas vus.
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1 —
05r
0 =
-0.5F fonction
’ ' O itérés du point fixe
*  derniére valeur
_1 -
-15F.
_2 L L L L L L L L L L L
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

FIGURE D.3. Les itérés du point fixe pour g défini par (£5).

Nous choisirons successivement xg dans

1 =3=3; (D.34a)
x9 = 5/2 = 2.5000000000000 ; (D.34b)
r3=2=2; (D.34c¢)
24 = /5 = 2.2360679774998 ; (D.34d)
x5 = 6/5 = 1.2000000000000 ; (D.34e)
7
T6 =15 = 0.7000000000000 ; (D.34f)
x7 = —4/5 = —0.8000000000000 ; (D.34g)
xg = —6/5 = —1.2000000000000 ; (D.34h)
x9 = —5/2 = —2.5000000000000 ; (D.34i)
29
T10 = BT = —2.9000000000000. (D.34j)

Voir la figure [D.41
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FIGURE D.4. . Les itérés du point fixe pour g défini par (L5) pour différentes valeurs de

données par (D.34).
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