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CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 1
Rappels sur les complexes et fonctions holomorphes

Rappels sur les complexes

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.1.
On a deux fagons de faire.

(1) Soit, on définit la décomposition du polynéome X4 + X2 + 1.
On a
X'+ X2+1=(X?-X+1)(X*+X +1)
En effet, on procéde comme au début de la mise sous forme canonique d’un polynéme du second
degré :
X* X2 4+1=X"4+2X2+1- X2,
= (X2 =+ 1)2 - X25
=(X?+1-X) (X?+1+X).
On peut vérifier que les discriminants des deux polynémes sont tous les deux strictement négatifs (ce
que la théorie des polynoémes irréductibles pouvait prévoir!).

On cherche ensuite les racines de chacun des deux polynomes. Pour le premier, le discriminant vaut

A=1-4=-3= (\/51)2 et les deux racines conjuguées sont donc
14++/3i
T =
1 9 )
1—+/3i
ro = .
? 2
Pour le second, le discriminant vaut aussi A =1 -4 = -3 = (\/51)2 et les deux racines conjuguées
sont donc

—14/3i
—
-1 —+/3i
—

r3 =
T4 =

(2) Un peu plus rapidement (mais plus subtilementﬂ)7 on peut raisonner comme suit.
On procéde en deux temps
(a) Résoudre 2* + 22 + 1 = 0 revient & résoudre, en posant U = 22,

U24+U+1=0.

Pour résoudre cette équation, on a trois fagons de faire :

1. Comme c’est souvent le cas!
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(i) Soit, on se rappelle que, (en notant j la premiére racine cubique de I'unité), les racines de cette
équation sont j et j, soit

U:j:eQiﬂ'/3

ou

U=7F=j%=¢2m/3,
(ii) Soit, on écrit pour U # 1
U3 —1
— U2 1==-=
0=0"+U+1= 7

dont les racines sont les racines différentes de 1 de U — 1 = 0, c’est-a-dire j et j.

(iii) Soit, on utilise le calcul déja fait ci-dessus et on a :

=1 +/3i

v 2

ou

13§

v 2

ce qui revient encore au méme.
(b) Pour revenir & z donné par 22 = U, nous avons deux méthodes.

(i) On peut déterminer les "racines carrées" des nombres obtenus ci-dessus en utilisant la mé-
thode rappelée dans la section [A.1.2.1] page 122 de I’annexe [Al du cours. On obtient les racines
précédemment déterminées et renotées z1 & 24 :

1 ; _
*T\/gl = ¢im/3,

z1 =
714’\/51 71'71./3 .
= — =€ =J
2
23 = —-1- \/§’L — 761'71'/3 :j27
2
1—+31 ;
Z4 = - 2\/_1 = e7i/3,

(ii) Soit, plus subtilement, on obtient, en prenant "une" racine carrée de la forme exponentielle (ce
qui revient & diviser les exposants de ’exponentielle par 2) :

z = Feti/3,

ce qui sont bien les racines précédemment déterminées z; & z4.

Voir la figure [[.T page suivante] ol sont représentées zy, 2o = j, 23 = j2 et 24.
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29 21

27/3

z3 24

FIGURE 1.1. Les quatres racines z1, 20 = J, 23 = j2 et z4.

Fonctions holomorphes

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.2.
Pour z et h complexes (h non nul), on écritE, grace 4 la formule du bindme de Newton,

1 1
—((z+h)""=2z")==(2"4+nz"""h+ ) pn-2p2 + ) o33 + o nzh g2 — )
h h h h 2 3

=nz""1 4 (Z) 2" 2h + (Z) 2V3h2 4+ nzh 2

= nzn—l + hQ(hv Z)v
ot Q(h, z) est une fonction polynomiale en z et h, donc continue. En passant a la limite h — 0, on obtient bien
1
li _ " — ") = n—l-
Jim - ((z4+h)"=2")=nz
Les calculs sont exactement les mémes que dans R, puisqu’ici les opérations utilisées sont les mémes
(somme, produit).
REMARQUE 1.1. Une variante consisterait & appliquer la formule :
A" —B"=(A-B) (A" ' 4+ A" 2B+ A" 3B? 4 ..+ A'B"? 4 B")
aA=z+het B=z.

REMARQUE 1.2. Une autre variante, suggérée par M. Cerezo consiste a faire une preuve par récurrenc sur
n € N*.
— 1l convient aussi, pour faire une preuve manuelle jusqu’au bout, de démontrer d’abord le lemme [[.1] de
I’énoncé de TD, montré dans I’exercice [ 7 de TD.
— Démontrons maintenant la propriété par récurrence sur n € N*,
On montre aussi que la dérivée de z vaut 1, puisque pour tout h
(z+h)—z
ho b

2. Attention, il m’arrive encore de noter Cﬁ & ’ancienne a la place de (Z)
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et en passant & la limite
z+h)—=z
lim %
h—0 h
En consédirant que la dérivée d’ordre zéro vaut la fonction elle-méme, on peut commencer la

récurrence & n = 0, pour laquelle, il n’y a rien & montrer. Supposons maintenant que z" est dérivable
n+1

=1.

et montrons que 2”11 est dérivable. On écrit, en vertu du lemme [Tl que z = 22" est dérivable en

zo et on a donc
(=" = (="',
= (2)'2" + 2(2")

!’

et d’aprés 'hypothése de récurence et la dérivée de z :
=z"+z (nz”fl) ,
=z"+nz",
=(n+1)z"

ce qui est bien le résultat attendu a 'ordre n + 1.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.3.
On consideére I’'application f de C dans C définie par

V(z,y) €R?,  flz+iy) =z +ye™ (1.1)
(1) L’application définie par (II)) a des dérivées partielles par rapport & = et y données par

of

- _q

Ox ’

o )

o _ o

Ay

qui sont donc continues. Ainsi, f est de classe C!. Gréce a la remarque du cours, f est
R?-différentiable sur C.

(2) On a donc

of  of i s
~J | 19 _ _ 7 .
&E—l—zay + e 2( 1+ e )

Puisque f est R%-différentiable sur C, d’aprés la proposition[[.I3 page 9} f est dérivable si et seulement
si —i 4+ €' =0, ce qui est équivalent &

R

e =i =¢€'3,

c’est-a-dire, si
o= g + 2k, (1.2)

ou k appartient & C. Notons que dans ce cas, f(z) = z.

Alnsi, si ¢ vérifie (L2), alors f est dérivable sur C. Sinon, f n’est dérivable nulle part.

On a tracé sur la figure [[2]la déformée du carré qui entoure le point zg = 0 pour ¢ = w/4. Conformément
a ce que l'on verra dans 'exercice [[1]] cette déformée du carré ne se fait pas & angle constant.

On a traceé sur la figure[[3]1a déformée du carré qui entoure le point zp = 0 pour ¢ = /2, qui, évidemment,
se fait a angle constant !

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.4.
Exercice issu de [Sko91].
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Carré initial

06 Déformation

021
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FIGURE 1.2. la déformée du carré qui entoure le point zg = 0 pour ¢ = 7/4.

051

Carré initial
Déformation

031

021

FIGURE 1.3. la déformée du carré qui entoure le point zg = 0 pour ¢ = w/2.

(1) e Pour
f(2) = (& +iy)w = 2® +ixy,

onaP=22ect Q=uay.
e On a donc

oprP oprP
%—2567 a—y—(),
9Q _ 99 _
or 8y7y'

Les dérivées partielles sont continues donc f est C' et R2-différentiable. De plus, les conditions de
Cauchy-Riemann (23] page[l0ldu cours sont équivalentes & y = 0 et 22 = x, c’est A dire z = y = 0.
e Cela nous montre que f n’est dérivable qu’en 0.
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(2) e Avec les notations du lemme [[.T6 on a P = +/|zy| et Q = 0. Pour calculer les dérivées partielles en
zéro de P, on ne peut dériver la fonction Vi il faut donc les déterminer en utilisant les définitions :

P(h,0) — P(0,0) X0 -0

h h

qui tend vers 0 quand h tend vers 0. Donc, 90Q/0x(0,0) = 0 De méme 9Q/dy(0,0) = 0. Q est nulle,
de dérivées partielles nulles (!). Bref, on a, en 0

OP 9P 9Q 0Q

dx 9y  ox oy’

0,

et donc les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées en 0.
e Pour h = pe'® =z + iy, avec p > 0, on a

3

|2y

\/|p? cos @ sin b
pei?
v/ p?| cos O sin 0]
pei?
|pl+/| cos @ sin 6]
S —
py/| cos @ sin ]

/| cos @ sin 6]

6 )

)

)

)

et donc

f(h)—f(0) +/|cosBsind|
T(h) = . 0
qui ne converge pas quand p tend vers zéro, puisque 7(h) dépend de . Par exemple, pour 6 = 0,
7(h) est nulle et si @ = /4, 7(h) vaut 1/(2e""/4) £ 0.
e Cela ne contredit pas la proposition du cours : f vérifie les conditions de Cauchy-Rieman en 0
et n’y est pas dérivable, car n’y est pas différentiable (admis).

Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.5.
En cours de rédaction

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.6.
Correction non rédigée.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.7.
La preuve est tout a fait identique au cas réel. On écrit pour h complexe non nul

(f9) (a0 + ) = (fa) (a0 + ) = 7 (a0 + W)z + 1) — F(z0)g(20)).

SRS
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et en rajoutant et soustrayant de fagon classique le terme f(z9)g(zo + h)

(f(z0 + h)g(z0 + h) = f(20)9(20 + 1) + f(20)9(z0 + h) — f(20)9(20)) ,

=

= L (o + Rg(zo + 1) — F(zo)o(z0 + h)) + 3 (F(z0)a(z0 + 1) — F(z0)o(z0)).

_ f(Zo+hf)L*f(Zo)g(ZOJrh)Jrf(ZO)g(ZoJrhf)L*g(ZO

On peut conclure en passant & la limite quand h tend zéro, puisque 'on a successivement : puisque g est

dérivable en zg, elle y est continue et

lim g(zo0 + h) = g(20),
h—0

puisque f est dérivable en zg

lim f(ZO + h’fz - f(ZO) _ f/(zo)

h—0

et puisque g est dérivable en zj

. glzo+h) —g(z0)
lim o = g'(20).

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.8.

(1) Utilisons la proposition [[LT3] du cours.
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on pourrait montrer que si g est une fonction de R
dans C, on a
((g®)™) =ng'(t)g" (1) (1.3)

La fonction f est donnée par

Va=wz+1y, [f(z)=f(z,y)=(z+y)" (1.4)
On déduit donc de ([I3) que f est dérivable par rapport & = et y et on a
af _ - \n—1 9 . _ - \n—1
e n(x +iy) p (x +iy) =n(z +iy)" .
et donc 5
a—i =n(z +iy)" "L (1.5)
De méme, on a
0
8—£ = ni(z +iy)" "t (1.6)

Ainis les dérivées partielles de f existent et sont continues et d’aprés la remarque [[L12 du cours, f est
R2-différentiable.

D’apreés la proposition [[LT3 il suffit de démontrer que les conditions de Cauchy-Riemann sont vraies
pour que f soit dérivable. On a, d’aprés ([LH) et (L4 :

OF D8
aerzayfn(:chzy) (I+ixi)=0.

(2) Cette méthode, certes pédagogique, n’est pas si pertinente que cela, car elle repose sur 'équation (L3]),
la redémontrer est encore plus long qu’utiliser directement la méthode de 1’exercice [[.2]!

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.9.
Méthode suggérée par Jérome Jansen, étudiant de quatriéme année a Polytech.
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(1) Utilisons la proposition [[LT3] du cours.
Tout d’abord, on vérifie que si on pose
g9(z) = 2",
g est C! donc ¢ est R2-différentiable.

(1.7)

Vérifsions maintenant les conditions de Cauchy-Riemann, en utilisant les coordonnées polaires.
Pour cela, nous utilisons les changement de coordonnées entre coordonnées cartésiennes et polaires en
utilisant la "régle de la chaine" (voir par exemple |Baslld, Section 4.4.1]. Plus précisément, on utilise

|[Bas1ld, équations (6.60) p. 67] rappelées ici :

o9 dg sinf Jg
5r = 805 —— 30 (1.8a)
dg . 0g  cosfdg
a—y—slneg-i- r % (18b)
Ainsi, on a pour z = e,
g(z) _ Tneme,
et donc, d’apres (L)
dg .0g dg sinfdg (. OJg cosfdg
29 4129 o2 ) 922 )
oz oy T T e TP\ T e )
_ .. dyg sinf  _cosf\ Jg
—(cose—l—zsmH)aT—l—( . +i . )89’
— (cos0 + i sin6) % +i (ism9 + COTSQ) %,
et donc
dg .0g o (09  i0g
=4 e 22 222 1.
oz "oy ¢ \or "7 o0 (19)
Pour ¢ définie par (7)), on a (pour r # 0)
ag 0 n inb
ar ~ar )
in 0 n
=€ HE (r"),
et donc 5
8_9 = efprn—t (1.10)
,
On a aussi
ag 0 n _inb
56 = a0 ")
n 0 in6
=T % (6 ) 5
et donc
0 n; _inf
99 =" ine (1.11)
Ainsi, d’aprés (L9), (II0) et (III), on a
% +Zg_z — ei@ (einenrnl + ;Tnineine) ,

_ ezﬁezne (nrnfl o

=0.

nrnfl) ,
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et g vérifie donc les conditions de Cauchy-Riemann (sur C*) et, d’aprés la proposition [[LT3] du cours,
elle est donc C-dérivable.

Enfin, on a, en reprenant les calculs précédents et (LIQ) et (LI :

dg dg sinf dg
—= =cosf=—= — =
Ox or r 00’
. sing . .
= cos e nrnt — r"ine’,
_ nd n—1 ..
=ne™r"" " (cos — isind),
::nehﬁrn—le—%

)

::nel(n—l)ern—l7

et donc
99 _
or

D’aprés I'équation (LI8) du cours, la dérivée de g vaut bien nz"~1.

nz"il

REMARQUE 1.3. En anticipant sur le chapitre 2] du cours, on pourrait écrire, sur le plan fendu
habituel :

ot (avec z = re'?) :
A=1Inr+if.
Ainsi
0A 1
or
0A
00

;a
:i,
et
ag _ g nA
ar  or (e )’

0
— nA A
e (nd)

0
_ nA A
ne 2 (4),
Bgna,

De méme,
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Ainsi, d’apres (L9)
dg .09 4 (0g  i0g
oz oy = \or Tro0)

_ 619 _enA + _nlenA ,
T T

,
=0.
On vérifierait aussi, d’apres (L8al), que
ag n—1
—= =nz""",
Or

et on conclue comme précédemment.

(2) Cette méthode, certes pédagogique, est trés longue et n’est valable que sur C*, et il semble préférable
d’utiliser la méthode de I'exercice [[.2]!

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.10.
Si f est R2-différentiable, on peut écrire d’aprés les équations (LIH) et (LI6) du cours :
of of TR
f(xo+hyyo + k) = f(z0,90) + h%(zo, Yo) + ka_y(x()vyo) +o ( h? + kQ) . (1.12)
D’aprés (LI7)) du cours, on a donc :

f(wo+h,yo + k) = f(xo,y0) + h%(ﬂﬁo,yo) + ik%(zo) +o (v h? + k2) .

d’olt
F(ao b0+ ) = F(zo,y0) + o (zo, )b+ k) + 0 (VR I2)
ce qui peut s’écrire
F(@o + iyo + b + ik) = f(z0,40) + L(h + ik) + 0 (\/W) .
on, d’apreés I’équation (LIT) du cours,
L= %(50073/0) = *ig—z(ifo,yo),
ce qui nous montre que f est dérivable avec f'(z9) = L.
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.11.

(1) On rappelle que I'application de C dans C qui a h associe f’(z)h = hp" est est une similitude de centre
Porigine, de rapport p et d’angle 6.

(2) Par définition de Paspect dérivable de f en zg, on a pour h assez petit,
f(z0+h) = f(20) + hf'(20) + he(h),

o £(h) tend vers zéro quand h tend vers zéro, ce qui implique donc si h tend vers zéro en restant
a argument fixe, alors la courbe d’équation f(zo + h),cp est tangente a la droite d’équation Z =
f(z) +hf'(z).

Voir la figure [[L4

(3) Les deux droites d’équation (20 + h)yer of jnj<p €6 (20 + i) per of nj<, SOnt perpendiculaires et sont
envoyées sur deux droites par la similitude de rapport p et d’angle 6 par les applications respectives h —
f'(z)h et h — f'(z)hi d’aprés la question[Il D’apres la questions[Z] ces deux droites sont tangentes aux
deux courbes f(z0 + h),cp o nj<p €t f(z0 +1h),cpe ¢ h|<ps Aui sont donc localement perpendiculaires.

Voir la figure
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f(z0) + hf'(20)

FIGURE 1.4. Ce qui se passe localement autour de f(zo)

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.12.

(1) Dans le cas p = 2, les images des demi-droites d’équation z = t et z = it pour ¢ décrivant R4 par f
sont les demi-droites d’équation respectives z = 2 et z = —t2 pour ¢ décrivant R | et qui ne sont donc
pas perpendiculaires.

(2) Dans le cas général p > 2, les images des demi-droites d’équations z = te’? et z = te’?e’ (qui forment
un angle a) pour ¢ décrivant R, par f, sont les demi-droites d’équation z = tPe™? et z = tPef e
(qui forment un angle par) pour ¢ décrivant R ;. Pour que les deux angles soient égaux, il faut et suffit
que pa — « soit un multiple e 27, soit encore o = 2k7/(p—1). En dehors de ce nombres finis de valeurs,
les angles ne sont donc pas conservés.
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20

FIGURE 1.5. Ce qui se passe localement autour de f(zp) dans deux directions perpendiculaires

12
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Séries entiéres et fonctions usuelles sur C

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.1.

(1)

On utilise simplement la définition 2.31] du cours :
— 1l vient clairement

1

Ln(l + i) = §1n2+zg, (2.1a)

Inl=In1=0, (2.1b)
1

Lo(l —i) = 511124%. (2.1¢)

— Pour € € R%, le module de —1 + ¢i vaut v/1 +¢2 et la détermination principale de son argument
vaut 6 oul

0 + arctane = .

Ainsi, on a # = m — arctane et donc
1
Ln(—1+4c¢ei) = 3 In(1 4 &%) 4 i (7 — arctane). (2.2)

On pourra consulter par exemple 'annexe [Bl du cours.
— On a

1
In(—1—e&i) = 3 In(1 4 &%) + i (=7 + arctane). (2.3)
On peut démontrer cela a la main, comme précédemment ou utiliser directement 1’équation (2.56])

du cours.
— En appliquant (22]) avec e = 1, on a

1 31
Ln(~1+i) = 5 In(2) + 2. (2.4)
— En appliquant (Z3]) avec e = 1, on a
1 i
In(—1—-4)==In(2) — —. 2.5
w(-1—i) = (@) - 2 (25)
On a
1 N .
Ehg(l) 3 In(1 + &%) + (7 + arctane) = in
e>0
Donc, d’aprés ce qui précéde, on a
li — ) = 7. .
lim Ln(—1+ei) =im (2.6)
e>0
De méme
lim Ln(—1 — &i) = —im. (2.7)
e—=0
e>0

Ainsi, le logarithme complexe de —1 n’est pas défini, conformément au cours, mais peut avoir une
limite selon que 'on s’approche par au-dessus (im) ou par en-dessous (—iw). C’est cette discontinuité

13
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qui nous a fondamentalement incité a définir la coupure R _. Voir, a ce propos, la remarque 2.34] page
du cours et notamment I’équation (Z50) qui nous permettrait de donner un sens a

Ln(-1) = 213(1) Ln(—1+ ei),
e>0

conforme a (2.6]).

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.2.

(1)

On a
Ln(z) =Ln (\/56””‘”) =In(vV2)+ix1/4x
et donc
exp(Ln(z)) = exp(In(v/2)) exp(i x 1/47),
_ \/§€in/47{‘7
=2 (cos (1/47) +isin(1/47)),
=v2(1/2v2+ix1/2V2),
=14+1ix1,
=141,

ce qui corrobore la formule ([Z57) du cours, et qui ne fait qu’en reprendre la démonstration, que 'on
rappelle ci-dessous pour mémoire. On utilise la définition :

exp(Ln(z)) = exp(In|z| + i arg 2)),
= exp(In|z|) exp(i arg z),

— || exp(i arg 2),

=z.
On a
exp(z) = exp(2 +i x 10) = e%e'
et donc
Ln(exp(z)) = In(e?) + i6 (2.8)
ot 0 = arg(e'®?).
Posons a = 10. Pour déterminer § = arg(e’®), on peut remarquer que « n’appartient pas a

| — 7, w[. Il faut donc enlever & o un nombre non nul n de fois 27 pour arriver dans | — 7, [ (pour que
la détermination continue de I'argument soit définie). Ainsi,

0 = a+ 2nm, (2.9)
ol n appartient & Z et est non nul et § €] — 7, w[. De (Z8), on en déduit alors que
Ln(exp(z)) — 2z = In(e?) + i — 2 — ia = i(0 — a) = 2ni,
Bref,
Ln(exp(z)) — z = 2nim, (2.10)
ol n appartient & Z et est non nul ce qui corrobore les formules (Z59)-([260) du cours. Numériquement,
on trouve n = —2 et donc

Ln(exp(z)) — z = 2im x (—2) ~ (—12.566371) X i.
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Pour déterminer plus rapidement n, on peut remarquer qu’il faut que (Z9) ait lieu avec 6 €] — m, 7[, soit encore
—nm < a+22nt <7eta+22nmw # .
La premiére assertion est successivement équivalente a

—T—a<Pnr<mT—a<=2nr<w—a=21+ (7 —a) < 27 + 2nm,

™=

<n+1.

n:E(W;:)_ (2.11)

ou E(z) désigne la partie entiére de . Enfin o+ 2nm = 7 a lieu si et seulement si n = (7 — ) /(27), soit encore si n € Z.

< n<

et donc

Bref, on pose

x=r"“ (2.12)
21
Si X n’appartient pas a Z, le logarithme est défini et on considére n donné par
n = E(X). (2.13)

Si n appartient & Z et est non nul, on a alors bien ([ZI0)). Numériquement, ici, on obtient pour o = 10,
X = —1.091549,

qui n’est pas entier et

n= -2,

qui n’est pas nul.

(3) On a

Ln(z1) = Ln (2¢%%7) = In(2) + 0.9,

Ln(z2) = Ln (10e"*7) = In(10) 4 0.8ix
et

2129 = 2061'7i”,
= 20e” 0%,
Ainsi,
Ln(z122) = In(20) 4 (—0.3)im

et donc

Ln(z122) — Ln(z1) — Ln(z2) = (—2)im # 0,
ce qui corrobore la formule (Z.61)) du cours.
CORRECTION DE L'EXERCICE 2.3.

Les calculs sont tout a fait identiques au cas réel, en principe, déja étudié. On a déja vu en cours (exemple
page [[4) que

+oo

1

Vz, |zl <1, Si(z)= = sz (2.14)
k=0

Dans son disque de convergence (de rayon 1), la somme S; est dérivable et on a

I 1
Vz, |z| <1, S{(z):—(zl) e

On peut aussi la dériver terme a terme dans le développement en série entiére, et d’aprés ([Z.14)), on obtient
donc

1 =
VZ, |Z| < 1, SQ(Z) = m = E kzk_l. (215)
k=1
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Si on fait le changement d’indice ¥’ = k — 1, on a alors

—+o00
Vz, |zl <1, Sa(z) =) (K +1)2F,

k=0

et donc

+oo
Vz, |zl <1, Sa(z) =) (k+1)z"

k=0

De méme, si on dérive encore une fois, on obtient, a partir de (Z.15)) :

, _ 1 /_ 1 _ 1
52(2) ((21)2) (z—1)3 2(172)3’
et donc

1
VZ, |Z| < 1, Sg(Z) - — =

ce que l'on peut aussi écrire sous la forme (en posant k' = k — 2) :
1R
¥z, 2l <1, Ss(2) =3 > (k+2)(k+1)2"

k=0

Enfin, si on dérive encore une fois, on obtient, a partir de (Z1I7) :

0=~ () i

et donc

1 1%

Vz, |zl <1, Si(z)=——3 == k(k—1)(k-2)z""

(I1—-2)* 6
ce que l'on peut aussi écrire sous la forme (en posant k' = k — 3) :
“+oo

Vo, J2 <1, S4(z):%Z(k+3)(k+2)(k+1)zk.
k=0

REMARQUE 2.1. Une autre fagon de procéder serait d’utiliser le produit de Cauchy de deux
équation (2:24]) page [I7 du cours). Pour calculer Sa(z), on écrit, en utilisant (Z14)

Sa(z) = 51(2)51(2),

1 -2
(EeE 521@(1@71),2’“ :

16

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

série (voir
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et on retrouve bien ([2I6). On recommence pour calculer S3(z) :

i(k}+ 1) x 1) 2",
ik+ (n+ 1)) 2",

——+(n+ 1)> 2",

1 +oo
= 3 Z(n +1)(n+2)2",

et on retrouve bien (ZI8). On ferait de méme pour Sy(z).
On vérifie ensuite que les rayons de convergence des séries entiéres sont égaux a 1.
Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.4.
Cet exercice a été donné a 'examen a I’Automne 2019.
On note 0 la détermination principale de I’argument de z.

(1)

0/

FIGURE 2.1. Le complexe z et 2/, son symétrique par rapport a I'axe des y.
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Si 0 €]0, [, alors z et 2’ sont tous les deux dans U. 6" la détermination principale de Pargument
de %’ (voir figure 21]). On a
0+6 =m,
et donc
¢ =7 —0€0,n],
qui est donc la détermination principale de ’argument de z’. On a alors
Ln(z) =Inl|Z/| +iarg2’ =1Inlz| +i0 =1In|z| +ir — i0 = im + Ln (Z)

et donc, d’aprés le point [3] de la proposition [2.36] du cours, on a

Ln(z") = im + Ln(z). (2.21)

FIGURE 2.2. Les complexes z et 2z’ dans le cas ou 6 €] — 7, 0].

Si 6 €] —7,0[, on a encore z et z’ tous les deux dans U. On a cette fois-ci :
0460 = —m,
et donc
¢ =—-m—0¢€]—m,0],
et donc, de nouveau grace au point [3] de la proposition du cours
Ln(z") =In|z'| +iargs’ =In|z| + i = In|z| —ir —i# = —iT + Ln (Z),

et donc

Ln(z") = —im + Ln(z). (2.22)

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.5.
Cet exercice a été donné a 'examen & I’Automne 2019.
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ous utilisons tout d’abord le résulta u cours qui permet d’écrire :
1) N tili tout d’abord le résultat d i t d’écri
e? = eeriy —_ ezeiy.
Puis 'équation (Z28) du cours permet de conclure.
(2) Puisque
f(z) = f(z,y) = € (cosy +isiny), (2.23)
les dérivées partielles de f valent respectivement

%(:ﬂ, y) = €e* (cosy +isiny), (2.24a)

%(m,y) =e” (—siny +icosy), (2.24b)
Y

qui sont continues; ainsi f est différentiable en tout point de R2. De plus, on a

B) B
a—i(:ﬂ,y)ﬂa—z(%y) =0.

Les conditions de Cauchy-Riemann sont donc vérifiées et d’aprés la proposition du cours
f est dérivable; de plus, d’aprés I’équation (LIS8) du cours et (Z24al), on a
f'(z) = €” (cosy +isiny) = f(z).
(3) Présentons deux variantes de correction.

(a) La premiére version, la plus longue, est la suivante :
Pour tout z =x + iy € C fixé et H = h + ik € C, on calcule

a=f(z+H) - f(2).
Il vient, par définition,
a=fl@+hy+k) - f(zy),
= (flet+hy+k) = fle,y+k)+ (f@,y+k) - fzy),
= (e"t" — ") (cos(y + k) + isin(y + k)) + (cos(y + k) — cos(y) + i(sin(y + k) — siny)) e”.

En écrivant les développements limités des fonctions réelles exponentielle, cos et sinus au voisinage
respectifs de x, y et y, on obtient, en écrivant que o(h) et o(k) ne dépendent respectivement que de
h et k (mais éventuellement de = et de y) :

et = he® 4 o(h),
cos(y + k) — cos(y) = —ksin(y) + o(k),
sin(y + k) — sin(y) = kcos(y) + o(k),
et donc
a = (cos(y + k) + isin(y + k))(he” + o(h)) + (—ksin(y) + ik cos(k) + o(k))e”,
=e” (h(cos(y + k) + isin(y + k)) + ik(cos(y) + isin(y))) + o(h) + o(k).
On écrit aussi
cos(y + k) = cos(y) + (k),
sin(y + k) = sin(y) + (k),
ot (k) (fonction générique, toujours notée ainsi) tend vers zéro quand & tend vers zéro. On a donc
o = % (h(cos(y) + isin(y)) + ik(cos(y) + i sin(y))) + o(h) + o(k)
= €”(cos(y) + isin(y))(h + ik) + o(h) + o(k),
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et donc
f@+hy+k)— f(z,y) = f(z,y)H + o(h) + o(k),
et donc, pour tout H # 0 :

flz+H) - f(2) (h) +o(k)

o
= 2.2
o fle)+ A2 (2.25)
On remplace o(h) et o(k) respectivement par ke(k) et he(h) :
ke(k) + he(h) || + |k]
— | Smax(le(k)|, |e(h)]) =7
[H| [H|
et en écrivant I’équivalence des normes sur R? :
(1P + 1#17)
< Cmax ([e(k)!, [e(h)]) ——F7—
|H|
< Cmax ([e(k)|, [e(R)]) ,
qui tend vers zéro quand H tend vers zéro. D’aprés (Z.23]), on a donc
[+ H) - f(2)
1 = . 2.2
Jim i f(z) (2.26)

Cela implique que f est dérivable (au sens complexe), de dérivée égale a elle-méme.

La seconde version consiste & écrire : pour tout z = x + iy € C fixé et H = h + ik € C, on calcule
5= flz+H)— f(z)  e*TH —e2
n H N H
et donc
5 et ez H 1
= =€ =e
H H s
ou .
e —1
= 2.27
gl i (2.27)
Pour conclure, il suffit donc de montrer que
li =1. 2.2
A (22

Pour cela, on peut écrire, comme dans la premiére variante :

etk 1 el (cosk +isink) —1

YT Tk h+ ik

En utilisant les mémes développements limités réels (écrits cette fois-ci en 0) que dans la premiére

variante, on conclut de la méme fagon.

Plus rapidement, on peut aussi écrire la définition de I'exponentielle complexe : d’apres (227

o Hk & Hk i HkJrl i Hk
K m ] ! oo
=L~ 1 R B = o s
i 0 i o 24 (h+ 1)!

La derniére expression est une série entiére de rayon infini, égale a 1 en zéro, ce qui permet de
conclure.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.6.
Cet exercice a été donné a 'examen & I’Automne 2016.

(1) Voir la définition dans I’équation (Z.60) du cours.
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(2) Tres classiquemenent, 2™ est défini, pour n entier et z complexe, comme étant le produit de n facteurs
égaux a z. Cela est vrai pour n entier naturel non nul. On peut aussi définit cela pour n nul en posant
par convention 2z = 1. On peut aussi adopter la définition récurrente suivante : pour z complexe
quelconque,

=1,
Vn e N*, 2" =zz""1
Naturellement, cette définition a un sens pour z dans R _.

(3) Ces deux définitions sont en fait rigoureusement équivalentes. En effet, si on adopte la définition de
léquation (268 du cours, on alors grace a la propriété 2220 du cours

n
SN = enan — (ean) — (229)
Cela n’a pas de sens a priori si z est dans R _, mais on pourrait étendre cela sur R _ par continuité.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.7.
Cet exercice a été donné a 'examen de TD a I’Automnne 2022.

(1) Par définition du logarithme complexe, on a
Ln(e") = In|e™| + i arg(e™),
et puisque z est réel :

=1In1+iarg(e™),

= jarg(e™),
et puisque x €] — 7, 7| :
=1ix,
et finalement
Vo €] — [, Ln(e"™) =iz, (2.30)
(2) Notons z = = + iy avec x et y réels. D’aprés la proposition du cours, le cas [ appliqué a
7 =iz = —y +ix, une condition suffisante pour que In(e?) = Z est donnée par

x # 0[] ou cos(z) > 0,

et

—rm<z<T
qui peut se traduire par

x # 0[] ou cos(z) > 0, (2.31a)
et

—T<r<m (2.31b)

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.8.
Discutons d’abord le rayon de convergence. Donc, d’aprés le théoréme d’analycité des fonctions holo-
morphes si f est holomorphe dans U C C, si zg € U et si r > 0 tel que D(z0,7) C U, alors la série entiére de

f en zp converge et sa somme vaut f dans ce disque D(zp,7). Ici f(z) = Zil. Cette fonction est holomorphe
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dans U = C\ {1}. Par conséquent, si zg € U, alors la série entiére de f en zg vaut f dans le disque D(zg, R1)
si Ry = |zo — 1]. Le calcul de la série est classique :

z—1 z—z+2—1 20_11*(2}:?) ZO_lkZO 20— 1

pour |z — 2zo| < |20 — 1| = Ry.

CORRECTION DE L'EXERCICE 2.9.
La fonction f(z) = Wl(zﬁ) est holomorphe dans U = C \ {1,2}. Par ce que l'on vient de dire dans
lexercice[Z8] le rayon de convergence demandé est R = min{|zo—1|, |20—2|}, ot z9 € U est un point quelconque

2 1 _ 1 1 .
ﬁxe.Onam—ijz_let.

z2—2 zZ—z204+2—2 20—21_(2:;) ZO_kao 20— 2
pour |z — zp| < |20 — 2| = Rs. La série demandée est alors la différence entre celle-ci et celle de V’exercice 2.8
Notons aussi que le rayon de convergence est exactement le minimum des rayons R; et Ro.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.10.
Non rédigé pour linstant.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.11.

Cet exercice dépasse le cadre théorique du cours!

Le rayon de convergence est R = 1. Soit 0 < ¢ < 1 et étudions f(t) = >_,7, | s’agit d’une série de
termes positifs. D’ou

N-1
f) > Z 2" pour tout N € N.
k=0

Il en résulte liminf; 1 f(¢) > N or N est arbitraire, donc lim; 1 f(¢t) = co. Soit maintenant w un nombre
complexe du cercle unité vérifiant w2 =1 pour un N € N. Dans ce cas w? =1 pour tout k > N. Si de

nouveau 0 < t < 1, alors
N—1

ftw) =" () + 3 ¢
k=0 k>N
Lorsque ¢t — 1, alors la premiére somme tend vers un nombre complexe (fini, en fait de module au plus N)
et la deuxiéme vers co. Les nombres complexes w ayant la propriété w2 =1 pour un certain N € N sont
denses dauns le cercle unité {|z| = 1}. Ceci, et le principe de prolongement analytique, interdit l'existence de la
fonction g holomorphe sur U comme décrit dans l’exercice. Si zg € D(0, 1), alors le rayon de convergence de la
série de Taylor de f en zg est R=1— |zo].
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Intégration des fonctions complexes

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.1.
Cet exercice est trés proche de 'exercice de TD B.3]!

1l suffisait d’utiliser la proposition du cours puisque la fonction f, admet une primitive,
holomorphe sur C. La primitive de la fonction f vaut F' définie par

1
F(z) = 56(22).

D’aprés la proposition du cours, il vient

On a compte tenu des valeurs de A et de B :

~
|

(€(3+2i)2 _ e(1+i)2) ,

=N =N =

(e5+12i - eQi) ,

(656121' B 621') :

et donc

I=—(€®cos12— cos(2) +1i (e°sin12 — sin(2))) .

|~

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.2.
Cet exercice a été donné en examen a ’Automne 2018.

(1) La primitive de z + 1/22 (au sens complexe) est F(z) = —1/z sur C*.

(2) D’apreés le cours, on en déduit :

T = F(z) — F(z). (3.1)

23
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On a donc, a y fixé,

%2 dz 177772
[s=-FL

1 z=141y
_ {;

3
z=1y
1

1
14y + iy’
—iy + 1+ iy
(1y) (1 +1iy) ’

1
iy(1+iy)’

—i
y(1+iy)’

—i(1 —iy)
y(1+iy)(1 —iy)’
—i(l —iy)

Y[+ iyl
ity
y(1+y2)

et donc
_H—y
y+yd

(3) Remarquons que, pour tout z =z + iy € C* on z,y € R, on a

T =

(3.2)

1 z2 7(zfiy)27x2—y2+2zyiiz2—y2+2zyi

222 (P P @+
et donc

] 1 562 _ y2
Vz,yeR, Ve=z+iyeC, Re|5)=—7—""3=>. (3.3)
z (22 +y?)

(4) A y > 0 fixé, on paramétre le segment d’extrémités z; = iy et 2o = 1 + iy par v(z) = x + iy avec
€ [0,1]. On utilise le premier paramétrage de I'exemple B.7] page 29 du cours, en prenant garde au
changement de lettres! On a donc dz = 7/(z) = dx et, d’apreés le cours

zo d rx=1 d
[ 5-] —== (3.4)
n 2 a=0 (z+1y)

(f5) (L ) - ()

et donc, d’apres (3.3)

et ainsi

et, enfin, d’apres (3.2 :
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soit
1 2 2
— 1
Yy > 0, / LY = ———, (3.5)
o (22 +y?) Ity
REMARQUE 3.1. Si on intégre de 0 & ¢ > 0, on obtient
t 2 2
— t
Yy >0, V>0, / LY = - (3.6)
o (22 +y?) tty

(5) C’est possible mais beaucoup plus long, comme le montre la suite. Pour alléger le texte principal de
cette correction, la correction de cette question figure dans I'annexe

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.3.

Exercice issu de I'examen de OMI3 (Automne 2015).

On pourra aussi consulter I'exercice 2 de I'examen du 15 décembre 2014, disponible sur
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0OMI3/examOMI3A14.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0MI3/examcorOMI3A14 .pdf

qui montre aussi les utilisations du logarithme complexe, dangereuses, si on ne prend pas les précaution
d’emploi !

(1) (a) On paramétrise le segment [1,1+¢] par z = 1+t o ¢ € [0, 1]. Ce segment ne contient par 'origine
et la fonction f(z) = 1/z y est donc continue. D’apreés la définition du cours, on a donc

dz = idt et
1
dz = 1+ it)idt,
Lf(z) 2 /0 f(1+idt)idt

LS|
I=i dt. 3.7
Z/O 1+ it (3:7)

(b) Pour calculer cette intégrale, on peut passer par les parties réelles et imaginaires de 'intégrande

et donc

qui vaut :
1 11—t 1 ot

T1xa 112 1122 ‘11

G(t)

Or, on a classiquement

1
/ 1+—t2dt = arctant, (3.8a)
/Ldt =1y (1+17) (3.8b)
1 +2 2 ' '

En effet, la seconde primitive se calcule en écrivant

t L[ (t2+1) 1 ) 1 9
dt== [ —Ldt==In(]1+¢?) = = In(1 + ¢?).
/1+t2 2/ 1+ 2 5 1+ #7) = 5 In(1+19)

Finalement, on a donc

- Loy
Izi(/ —th—i/ —th),
o 1+t o L+t
) 1
=3 (arctan(l) — arctan(0) — % (In(1+1%) —In(1+ 02))> = jarctan(1l) + 5 In2,

et donc

1 s


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/examOMI3A14.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/examcorOMI3A14.pdf

()
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Le segment [1,1 4 ¢] ne rencontre pas la coupure R_ de C et donc une primitive de 1/z est
F(z) = Ln z. D’aprés la proposition B.I7 du cours, on a donc

= / F(2)dz = F(1+4) — F(1) = Ln(1 + ) — Ln 1.
8!
11 suffit alors de réutiliser les résultats (2.Ia) et (21D) de exercice 2.11:
1
[=Z2+i%

et on retrouve donc ([B9)) trés rapidement !

Calculons l'intégrale en question & la fois pour la question Pl et la question Bl Soit z € R*. On
procéde exactement de la méme fagon : on paramétrise le segment [z — i, 2 + i] par z = x + it ou
t € [-1,1] de sorte que dz = idt et comme précédemment, on a

|
I:i/ dt. (3.10)

_1$+it

On écrit ensuite
1 T — it T ot

T4+it  z2412  z2 42 7Z$2+f2,

[ /1 xdt _/1 tdt
= — [
-1 $2+t2 _1 .T2+t2

Dans chacune des intégrales, on fait le changement de variable (& = # 0 fixé) t = zu de sorte que
dt = xdu et
- /1/”” 22du ,/1/1 r2udu
=7 ) -
1/e 22+ 22u? _1/q T2 + 2282 )
) /1/1 du _/1/1 udu
=1 — = — |,
,1/I1+U2 71/I1+U2

1/x d
:%/ _du
0 1+u?

1
= 2¢ arctan (—) .
T

G(t) =

et

et par parité

Bref, on a
1
I = 2jarctan (—) . (3.11)
x
En particulier, pour z =1, on a _
im
I=—. 3.12
- (3.12)

Le segment [1 — 4,1 4 ] ne rencontre pas la coupure R_ de C et donc une primitive de 1/z est
F(z) = Ln z. D’aprés la proposition B.I7 du cours, on a donc

I:/f(Z)dZ:F(1+i)*F(lfi):Ln(lJri)—Ln(l—i),

et d’apreés les résultats de I'exercice 2.1]:

T
T
et on retrouve donc de nouveau ([B12) trés rapidement !

™

1

1
I:§ln2+i
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(3) (a) Si on utilise la formule BI1]) pour 2 = —1, on retrouve bien

d | j
I:/ —Z:i/ _dt = =,
[—1—i,—144] Z 11+t 2

Si on écrit comme précédemment, il vient

I= [ £:)dz = F(-140) = (-1 =) = La(-1+ §) ~ Lu(-1 i),

et d’apreés les résultats de I'exercice 2.1 :
1 Jir 1 Jim Jiw
I=-n@2) + 2% i)+ 2L =27
@)+ = @+ =5

ce qui n’est plus cette fois-ci la valeur donnée par (B13) !

27

(3.13)

(b) Cela vient du fait que contrairement aux calculs précédents, le segment [—1 — ¢, —1 + 4] rencontre

la coupure R _ de C et donc on ne peut plus utiliser la proposition B.17 du cours pour calculer
lintégrale I grace a la primitive de 1/z; en effet, le logarithme complexe n’est pas défini en —1, ni

continu au voisinage de ce point et donc non holomorphe sur tout le segment [—1 — 4, —1 + 1].

(¢) On peut pallier cet inconvénient de plusieurs fagon.

(i) On peut isoler l'intersection de [-1 — 4, —1 + i] et de R_ : on considére € > 0 et on considére

que

[—1—i,—1+4i] =[-1,i,—1 —ie] U[~1 — ie, —1 + i) U [~ 1 + ie, —1 + i

de sorte que

I= dz = d d dz.
/yf(Z) : /[—1—1’,—1—1’5] fz) Z+/[—1—i5,—1+i5]f(2) Z+/[—1+ia,—1+i] fz)dz

(3.14)

Puisque f est continue sur [—1 —ie, —1 + ie], elle est en particulier bornée et la proposition B.IT]

du cours implique que

lim f(z)dz=0
€28 J[~1—ie,~1+ie]
et donc, d’apres (B.14)),
I =lim f(z)dz +/ f(z)dz.
e20 Ji—1—i,—1—ie) [—1-+ie,—1+4]

e>0

(3.15)

(3.16)

A £ > 0 fixé, chacun des segments [—1 —i, —1 —ig] et [~1 +ie, —1 +i] ne rencontre de nouveau

plus R _ et donc on peut lui appliquer de nouveau la proposition B.17] :

/ f(2)dz = Ln(—1+1) — Ln(—1 + ig),
[—14ie,—1+i]

/ f(z)dz = Ln(—1 —ie) — Ln(—1 — ).
[~1—i,~1—i]

Ainsi, d’apreés les résultats de ’exercice 2] il vient

/ f(2)dz + / f(2)dz
[—1+ie,—1+4i] [—1—i,—1—ig]

Jim 1 Jim 1

2 4 2 4 2

i
= - + 27 arctane — 2i7.

1 1
=—-In(2) + — — = In(2) + = — = In(1 + &%) — i (7 — arctane) + 3 In(1 +€?) 4+ i (=7 + arctane),
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Ainsi, en passant a la limite € — 0, cette derniére égalité et (310 impliquent
i
1=-Z
2
ce qui est exactement (BI3)), cette fois-ci!

(i)

—141

\r
/

—1—1

FIGURE 3.1. Le chemin I'.

Une autre preuve est de compléter le segment [—1 — 4, —1 + ¢] par un chemin T', qui ne passe
par R _, de telle sorte que I' = [-1 — 4, —1 + 4] U T constitue un chemin fermé qui fait une fois
le tour de 0, comme le montre la figure Bl et qui soit inclus dans le plan fendu C\ R _.

On a alors
%

T ?

= —2im. (3.17)

En effet, on peut montrer cela de deux fagons :
— L’indice de 0 par rapport a I' est égal & —1 (puisque l’on tourne dans le sens des aiguille
d’une montre ! voir remarque BI85 du cours) et donc d’aprés la définition BI0ldu cours, on a

/ @ 2imIndr(z) = —2imw.
Yy C

— Une autre fa(;onﬁ est d’appliquer la formule des résidus du théoréme 344 (équation ([F.33)
avec un signe —1 puisque l'on tourne dans le sens des aiguille d’'une montre) a la fonction
1/z holomorphe sur C* et ayant un pole d’ordre 1 en O :

/ @ _ —2im Reés(f,0)
r ¢

On a Rés(f,0) = 1/[z'].=0 = 1 et on peut conclure.
On écrit enfin grace a (B.17)

. /dz /dz / dz
= — = — + —,
r ? r ? [—1—i,—1+i] #

1. Mais qui revient en théorie au méme puisque c’est ainsi qu’est démontrée la formule des résidus!
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et donc
d d
I= / R (3.18)
[—1—i,—1+i]

Puisque I' ne passe par R _, on peut donc écrire, cette fois-ci de nouveau

d 1 ; 1 ;
g 72 =Ln(—-1—14¢)—Ln(-1419) = —iln(Q) — 3% + 5111(2) — 3%
et donc
d )
dz _ _3im (3.19)
r < 2

D’apres (B18) et (3.19), il vient donc

i s
I =-2; —_— = ——
1T+ 5 5

ce qui est exactement (B13).

REMARQUE 3.2. Matlab connait le logarithme complexe et intégre symboliquement en 1'utilisant.

Si on tape successivement
syms X;

int (1/x,1,1+1)

int (1/x,1—1,1+1)
int (1/x,—1—1,—1+1)

on obtiendra successivement les résultats

1/2In(2) +1/44m,
1/24m,
—1/2im.

Les deux premiers sont conformes aux calculs précédents B.9), B12) et méme BI3). On peut

aussi passer par les parties et réelles et imaginaires en utilisant (7)), (310) et (BI3) et taper

syms X;

int (1/(1+i%x),0,1)
int (i/(14+ixx),—1,1)
int (i/(—1+i*x),—1,1)

pour obtenir successivement les mémes résultats

1/2 In(2) 4 1/4n,
1/2im,
—1/2ir.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.4.
Ce corrigé est trés proche du corrigé de I'exercice 3111

(1) Nous avions deux fagon de procéder :
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(a) Comme dit dans I’énoncé, en utilisant la définition de I’exponentielle ([2:20) du cours, et on raison-
nant comme dans ’exemple [3.29] du cours, on a, pour tout z € C* :

—+o0
1 1
f(Z) = - _|Zna
z n!
n=0
+oo
1 1
= — 1 —n
z ( + Z n!z ) ’
n=1
+oo
1L 13%1,
' Y
z  z =l
+oo
1 1 n—1
= ; + —'z R
n=1
soit en posant n’ =n — 1
1 X1
Vz € C¥, == —2" 3.20
2 I&)=2+2 i (3-20)
n=0
En raisonnant comme dans I'exemple [3.29] du cours, on montre que la fonction g définie par
00 1
Vz e C*, = —2" 3.21
z 9(2) nz:;(wrl)!z (3.21)

est holomorphe sur C et prolongeable par continuité en zéro de sorte que

+oo 1

= E— .22
VzeC, g(2) ;(n+1)!z (3.22)
et 1
Vze C*, f(z)= 2 +g(2). (3.23)
(b) On pouvait aussi remarquer que f n’est pas continue en zéro et que G(z) = zf(z) = e* est

holomorphe. D’aprés le théoréme [3.33] du cours, 0 est donc un pole d’ordre 1 de f. f se met donc
sous la forme donnée par I’équation [B22) du cours, avec les équations ([B.29) et (B20) du cours,
avec G définie par (8:2I) du cours. On écrit, en utilisant la définition de I’exponentielle (2.20) du

cours oo |
G(z) = Z Ez”
et donc "
fe) =5 +9(2),

ou g est définie par (3.22)).
(2) D’aprés le théoréme [3.34] du cours, 'ordre du péle 0 de la fonction f vaut 1.

(3) La valeur du coefficient devant 1/z, qui est le résidu de f en zéro est donnée par le lemme 347 du
cours. Avec les notations de ce lemme, on a a = 0, g = €* et ¢(z) = 2, de sorte que g(a) = e’ =1 et
¢'(a) = 1, de sorte que

Reés(f,a) =1, (3.24)
en on retrouve bien le coefficient 1 devant 1/z.

REMARQUE 3.3. Si on utilise la fonction residu.m et que I'on tape

[res ,m|=residu(’exp(z)’,’z’,0)
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on obtient bien Rés(f,a) = 1 avec un ordre m = 1.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.5.
Ce corrigé est trés proche du corrigé de I'exercice [3.12)
Proposons deux méthodes.

31

(1) En utilisant la définition du sinus (2.361) et on raisonnant comme dans 'exemple [3.229 du cours, on a,

pour tout z € C* :

1 n 2
¥(z) = Z—QZ(*D R

I
Nm|’_‘
/—\§
N
_|_
2
8
|
iR
3
N
SR,
Ak
— =
N

n=1
1 1 +oo 2n+1
APl (2Zn T
=1
too 2n+1
1 nl z
n=1
1 too Z?nfl
=—-+ (71)’” 3
|
— (2n+1)
soit
1 too 42n—1
Vz € C¥, == B L —
: ¥(2) z +;( ) (2n+1)
En raisonnant comme dans ’exemple du cours, on montre que la fonction g définie par
too »2n—1
Vz e C, z) = 1)

est holomorphe sur C et prolongeable par continuité en zéro de sorte que

+oo _
Z?n 1

VzeC, g(z)= Z(—l)"m!

et 1
V2 e 9(2) =~ +9(2).

(3.25)

(3.26)

(3.27)

D’apreés le théoréme [3.34] du cours, 'ordre du pole 0 de la fonction f vaut 1. D’apreés la définition B.41]

du cours, on a donc
Rés(f,0) = 1.

(3.28)

On pouvait aussi raisonner comme dans le cas [Ib page précédente] du corrigé de ’exercice de TD

B4

(2) Deux facons sont proposées en utilisant les calculs habituels de résidus.

(a) On peut utiliser le lemme B.47 du cours en écrivant

sin z

V2eCr, o(z) = 2,

z

et, avec les notations du lemme [3.47]

(3.29)
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qui est bien holomorphe sur C d’aprés 'exemple [3.29 du cours avec

g9(0) =1,
b(2) = 2.
On a alors un pole d’ordre 1 et d’aprés le lemme [3.47] du cours
. 9(0)
Reés(y, a) = =
)= )

et on retrouve donc (3.28).

(b) Sion n’avait pas saisi cette astuce, on pouvait se "tromper" et considérer le pole d’ordre 2 et utiliser
la formule ([3.52D) avec m = 2. On pose

g(z) =sinz,
¢(z) = 22,
F(z)=1

D’apres (8.52L), on a donc

et on retrouve donc ([B.285)).
REMARQUE 3.4. Si on utilise la fonction residu.m et que 'on tape
[res ,m|=residu(’sin(z)’,’z°27,0)

la fonction renvoie un message d’erreur puisqu’elle détecte que sin(z) = 0 pour z = 0. En revanche,
si 'on tape

[res ,m]=residu(’sin(z)/z’,’z’,0)
on obtient bien Rés(f,«) =1 avec un ordre m = 1.

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.6.
(1) C’est un pole d’ordre m = 1. Voir le lemme B:47 On obtient aprés calcul
Reés(f,1) =1/3 €.
(2) C’est un pole d’ordre m = 2. Voir le lemme On obtient aprés calcul
Rés(f,0) = 1/2.

Exercices facultatifs
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.7.

(1) D’apres la proposition du cours, pour paramétrer le segment [zq, 21], il suffit de trouver un
quelconque paramétrage, défini par exemple sur [0, 1], qui varie de fagon affine en ¢ et qui vaille zg pour
t = 0 et qui vaille z; pour t = 1. En effet, dans ce cas,

Vi € [0,1],v(t) = At + B,

ou A et B sont des complexes. En séparant partie réelle et imaginaire, on constate que cela est équivalent

a
r+iy =z =(t) = Ay + Bt + i(Ay + Byt),
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et donc x et y sont affines en ¢. Ils valent respectivement zg , et 2o, pour t =0 et 21 ; et 21, pourt =1
et décrivent donc respectivement les intervalles [20 5, 21,2] €t [20.y, 21,y], quand ¢ décrit [0, 1]. Ainsi ce
paramétrage fournit bien un z qui décrit le segment [zg, z1] quand ¢ décrit [0, 1]. On peut mettre tout
cela sous la forme

0,1 — C
: 3.30
v o) (3-30a)
avec
Vit € [0,1],7(t) = At + B, (3.30b)
A= 2, (3.30¢)
A+ B=z. (3.30d)
Les deux équations ([3.30d) et ([3.30d)) sont équivalentes a
A=z, (3.31a)
B = Z1 — R0, (331b)

et donc un paramétrage donné par 1’équation (B.7H) de I'énonce.

L’équation ([B.8D]) de I’énoncé est aussi équivalente a
vt e [907 91]7 ’Y(t) —Ww= Teitv

ce qui se traduit par le fait que, pour t décrivant [y, 61], le vecteur ow(ti fait un angle égal a t avec
Ihorizontal et que la distance w~y vaut r. Ainsi y(¢) décrit bien l'arc de cercle de la figure de
I’énoncé.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.8.

Cet exercice est trés proche de I'exercice de TD [B.3]!

1l suffisait d’utiliser la proposition du cours puisque la fonction f, admet une primitive,
holomorphe sur C. Pour intégrer la fonction f, il fallait remplacer cos(z) grace a sa définition (voir proposi-

tion du cours) et écrire

612 + e 1z
cosz =
N 2
dont on déduit alors
1 .. _
f(Z) 5ezz (ezz + efzz) ,
1 .
= 5 (62“; + 1) .
On intégre alors et il vient
1 .
F — 2iz
B =35 @e ta®

et donc
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On a compte tenu des valeurs de A et de B :

Y . 1 T i1 1
= —— 24(3+21) - % U 2i(144) _ — 1 .
T +5(3+20) + e 5 (1+3),

7

=—1 (em4+61 _ o=2+21) | . 2+4i),
' 1
= i (e7* cos(6) + e *sin(6) — e ? cos(2) — ie ?sin(2)) + B (241),
et donc
1 .
I'= 1 (—e *sin(6) — e ?sin(2) +i (—e " cos(6) + e cos(2))) + 1+ %

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.9.

34

(1) 11 suffit d’utiliser la dérivée de fg (démontrée a la main dans l'exercice de TD [[7)) : on sait que fg est

holomorphe sur €2 et on a, pour tout z € 2

(f(2)9(2)) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2)

dont on déduit

Par intégration sur le chemin 7, il vient

[ Ferns = [ s+ [ e

Y

On conclut en utilisant la proposition BI7 du cours et en utilisant que fg est une primitive de (fg)’,

il vient donc
/f@aaw=—/f@¢@w+fwmun—ﬂma%x

que ’on notera sous la forme
[ #@gie =~ [ 129G+ £
ol ¥
La preuve est formellement, exactement identique au cas réel.
(2) (a) En posant

f(z) =2
g'(2) = cos(2),

fl(z) =1,
9(2) = sin(2),

et donc en utilisant l'intégration par partie complexe (voir lemme B.I9 page B2 du cours), on a

/ﬁ@M@w:—/ﬂawa+Uﬂz;
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soit ici

f(Z)g’(z)dz + [z Sin(z)]Z:m

z=zq’

/zcoszdz = —
~

z=1
2=0’

sin(z)dz + [z sin(2)]

— | sin(z)dz + [z sin(z)]jié,

S 5 5

z=1

)20 + lesin(2)] 25,

0s(i) — cos(0) + i sin(s).

—~

= [cos
=c

et I'intégrale recherchée vaut donc
I=—-14cos(i)+isin(i).
On peut simplifier cette forme en utilisant les équations (Z.34al) et ([2.34DL) du cours qui donnent
iXi L e—ixi =14 gl
2 T2
piXi _ gmixi o=l _ ol

sini = - = -
21 21 ’

cost =

et donc
I =—1+4cos(i) +isin(i),

1+e*1+el+,e*1—el
= — 7
2 2

6_1+€1 el —¢l
=-1
+ 5 + 5 )

soit finalement )
[=—-1+=-.
e

(b) Tl est aussi possible de passer par un paramétragre de U'intégrale et cela exige de remplacer une
intégration par partie complexe par deux intégrations par partie réelles.

Si on utilise la définition habituelle Bl du cours avec le paramétrage donné dans 1’exemple B.7] du

I= /[] F(2)dz = /OlF(t)dt,

F(t) = —tcos(it).
On utilise alors la définition (Z34al) du cours qui permet d’écrire

t /. .
F(t)=—3 (612’5 + e—lzt)

cours, on obtient

o, ici

et donc .
Ft)=—3 (" +e™)

Nous n’avons donc plus qu’a calculer :

1
I= —5(11 +i2),
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ol

1
11:/ tet,
0
1
IQZ/ teit.
0

On effectue enfin une intégration par partie pour chacune des deux inégrales. On a, en intégrant e’
et dérivant ¢t :

I

1
—/ eldt + [te'l]},
0

= [—el + tet](l),

= [(t — 1)ef,
et donc
I =1.
On fait de méme pour I et on obtient
2
Ih=1—-—-.
e
On a donc finalement 1
I=-1+~-.
e

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.10.

1) La fonction 1/z admet comme primitive la fonction Ln z sur le chemin ~,, inclus dans le plan fendu
Y
habituel. On a donc, puisque e sont les extrémités de ce chemin :

dz _ 0 —ibn\ _ - -
/ ~ =Ln (") —Ln(e™"") = i, + 6y,

/ i, (3.32)
z

(2) On a par ailleurs, si v désigne le cercle trigonométrique habituel :

/dz / dz / dz
- = 4+ -,
v % Yn # Nvn %

ce qui donne, grace & (3.32) :

et donc

g, +/ . (3.33)
z Y\ n

z
[
Nn %

En passant a la limite n — 400, dans (3.33)-(334) on a
dz

— = 2im,
v 2

ce qui est bien 'équation ([BI4) de 'exemple B:23] du cours.

v
D’aprés le lemme B.IT] du cours, on a

<27 —0,. (3.34)

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.11.
Ce corrigé est trés proche du corrigé de l'exercice 3.4

(1) Nous avions deux fagon de procéder :
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(a) Comme dit dans I’énoncé, en utilisant la définition de I'exponentielle (2:20), et on raisonnant comme
dans ’exemple [3.29 du cours, on a, pour tout z € C* :

121

Il
Nm|
VR
—_
+
N
+
+
L0
|-
Nﬁ
N————

= — 4+ — Z’n
22z 22 177
—2
11 X1,
e N i
z z !
n=2

soit en posant n’ =n — 2

1 =X

1
Vz e C* == —2" 3.35
Z € ) f(z) Z2+Z+§(”+2)!Z ( )
En raisonnant comme dans I'exemple [3.29 du cours, on montre que la fonction g définie par
00 1
Vz e C* = —2" 3.36
P )= 3 .0

est holomorphe sur C et prolongeable par continuité en zéro de sorte que

400 1 .
et
VzeC*, f(z)= % + % +g(2). (3.38)

(b) On pouvait aussi raisonner comme dans la question du corrigé de I’exercice de TD 3.4
(2) D’aprés le théoréme [3.34] du cours, ordre du pole 0 de la fonction f vaut 2.

(3) Utilisons la formule (3:520) du cours. Avec les notations de cette formules, on a a = 0, m = 2, g(z) = €7,

#(z) = 2% donc F(z) =1 et

Res(f,0) = — 1! {dd;—ll (Fe(z))]—a

et donc
Reés(f,a) =1, (3.39)
en on retrouve bien le coefficient 1 devant 1/z.
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.12.

Ce corrigé est trés proche du corrigé de I'exercice
Proposons trois méthodes.
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(1) En utilisant la définition du cosinus (Z36a)) et on raisonnant comme dans 1'exemple B.29 du cours, on

a, pour tout z € C* :

1 (2 22
Y(z) = ) <Z(1)nw - 1) )

soit
foo 22(n—1)

VzeC*, (z)= Z(—l)"w (3.40)

n=1
En raisonnant comme dans I’exemple [3.29 du cours, on montre que ¢ est prolongeable par continuité
en zéro et holomorphe sur C et de sorte que

1) est holomorphe sur C. (3.41)

Elle présente donc une singularité illusoire! Ainsi 0 n’est pas un péle de 1. On pourrait donc écrire
formellement

0
VzeC, o(z)= . + P(2); (3.42)
D’aprés la définition B.41] du cours, on a donc
Rés(f,0) = 0. (3.43)

On pouvait aussi raisonner comme dans le cas du corrigé de I'exercice de TD 3.4

Si on n’avait pas saisi cette astuce, on pouvait se "tromper" et considérer le pole d’ordre 2 et utiliser
la formule (3.52D)) avec m = 2. On pose

g(z) =cosz — 1,
$(2) = 2,
F(z)=1.
D’apres (3.521), on a donc
-1\’
Reés(v, a) = (cos,i ) = —sin0 =0,
z=0

et on retrouve donc (3.43).
REMARQUE 3.5. Si on utilise la fonction residu.m et que 'on tape

[res ,m|=residu(’cos(z)—1",’2"2",0)
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la fonction renvoie un message d’erreur puisqu’elle détecte que cos(z) —1 = 0 pour z = 0. En revanche,
si 'on tape
[res ,m|=residu(’(cos(z)—1)/z",’z",0)
on obtient bien Rés(f, a) = 0 avec un ordre m = 1.

(3) On pouvait aussi utiliser le théoréme B38 page de la version longue du cours, dont ’énoncé est
proposé dans l'exercice B.I3] (et la preuve dans la correction de cet exercice). On a en effet, pour tout

zeC
cosz — 1
2p(z) = —
et la limite de cette expression quand z vaut par définition cos’(0) = —sin(0) = 0. Ainsi, d’apreés ce

théoréme, 1 présente une singularité illusoire en zéro. Cela illustre remarque [3.42 page 37 du cours, on
retrouve donc (3.43).

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.13.

On renvoie & la démonstration de la version longue du cours, reproduite ci-dessous.
Les implications [l = 2 = Bl = M étant immédiates, démontrons @ = [11
Considérons la fonction g définie sur U. par

VzeU\{a}, ¢(2)=(z—a)*f(2), (3.44a)
et

g(a) =0. (3.44b)
On a, pour tout z € U \ {a},

9(2) —gla)  g(2)

z—a z—a’

= (z—-a)f(2),

qui tend vers zéro quand a tend vers zéro par hypothése. g est donc dérivable en a avec
g'(a)=0 (3.45)

Ainsi g est dérivable en a, holomorphe (comme f, d’aprés B.44al)) sur U \ {a} et donc holomorphe sur U.
Raisonnons comme dans la preuve du théoréme B34l (cas 2]) du cours. La fonction g est donc analytique sur U
donc développable en série entiére en a et on a donc pour tout z dans U

+00
9(=) =Y au(z— )",

—+o0
=ag+ar1z+ Z an(z —a)",

n=2

+oo
=9(0) +g'(a)(z — a) + D _an(z — )",
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et d’apres (3.44D) et (3.45)
—+oo
= Z an(z —a)”,
n=2
—+o0
= Z a’n+2(z - a)n+27
n=0

+o0
=(z—a)? Z ant2(z —a)™.

On a donc, d’aprés (3.44al)
1
VzeU\{a}, f(2)= 7)29(2)

(z—a

et donc .
VzeU\{a}, f(2)=) anpa(z—a)",
n=0

expression qui permet de définir f(a) = a2 et donc de prolonger f sur U. Ainsi
+oo
VzeU, f(z)= Z any2(z —a)",
n=0

et donc f est développable en série entiére en a et dérivable en a. Ainsi f, supposée holomorphe sur U \ {a}

est holomorphe sur U.
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.14.

(1) (a) On écrit
400
VzeU, G(z)=ap+arz+ 22 Z Gptoz" =ag+ a1z + Z2H(Z),

n=0

ol H est holomorphe sur U. On a donc
vzeUN{0}, f(x) =T+ 2+ H()

D’aprés le théoréme 3341 du cours (équations ([3.23)) et (3.24)), 0 est un pole d’ordre 2 de f si ag # 0.
Le résidu de f vaut a;. Pour répondre & la question, il est donc nécessaire et suffisant que

ao#oa

ap = 0.
soit encore
G(0) #0,
G'(1)=0.
(b) 1l suffit par exemple que G = cos.

(2) On écrit en généralisant ce que l'on a fait précédemment : pour m, entier supérieur ou égal a 2,

m—1 o0 m—1
VzeU, G(z)= Z anz" + 2™ Z Appmz" = Z anz™ + 2MH(z),
n=0 n=0 n=0

ou H est holomorphe sur U. On a donc en posant

Vze U\{0}, f(»)= Z—G(z)
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on a donc )
Vze U\{0}, f(z2)= Z anz"~ ™ + H(z),
n=0

et, en posant n’ = m — n dans la premiére somme :

Ve UN{0}, f(z) =) T+ H(2),

D’aprés le théoréme 8341 du cours (équations (3:23) et ([B:24])), 0 est un pole d’ordre m de f si ag # 0.
Le résidu de f vaut a,,—1. Il est donc nécessaire et suffisant que

ap # 0,
Am—1 = 0.
soit encore
G(0) #0,
Gm=Y(0) = 0.

II suffit par exemple que
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Transformations conformes

Ce TD, désormais non traité, est facultatif.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.1.
Pour plus de détails sur les transformations du type f(z) = gjis, dite homographique, on pourra consulter
[Rud92, p. 259-260] ou [Karl3, section 9.4]).

(1) L’aspect injectif de f provient de ad — bc # 0. On conclue donc grace au théoréme du

cours.

(2) Tl est clair que sia = c=1, b= —i et d = i, alors, pour tout z € R,
z—1

rel ==

donc f envoie I'axe des réels sur le cercle C' de rayon 1 et de centre l'origine. Il reste & montrer que,

)

quand z décrit R, tout le cercle C, sauf le point 1, est atteint par f. On peut montrer que, pour tout
z€R,ona
z—1i= Rew,
ou
g — —arctan (1/z) +m, si z > 0,
B —m —arctan (1/z), si z >0,
quantité qui décrit | — m, 0[. Ainsi,
j_:Lz: — i =i _ ,2i0
o 26 décrit | — 27, 0[. Donc f(z) décrit bien tout le cercle C, sauf le point 1, quand z décrit R.

)
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Applications de I’analyse complexe

Calculs d’intégrales

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.1.

(1)

11 suffit de remarquer que la fonction R est bien une fraction rationnelle en X et Y dont le dénominateur
Y — 2 ne s’annule pas sur le cercle unité (puisque |Y| < 1 ne peut étre égal a 2).

Ainsi, en considérant la fonction f définie par
1 1 1 1 1
10=5r(5(+2) w(5-1))

I=2ir» Res(f, ),
k

on sait que

ou la somme est étendue aux podles de f situés a 'intérieur du disque de frontiére C. Plus précisément,
la fonction f est égale &

et donc
2

f(z) = 22 —4iz—1
Pour déterminer les zéros du dénominateur, on calcule le discriminant réduit du polynéme du second
degré : A’ = (—2i)2+1 = —3 et donc les deux racines de ce dénominateur valent 2i41iv/3 = (24 /3)i.
On peut aussi, ici, vérifier a posteriori, 'hypothése (B)) du cours, puisqu’aucun des poles de f n’est de
module 1 (voir remarque 52 du cours). Seul le pole (2 —v/3)i est a 'intérieur du disque de frontiére C.
Les deux racines du dénominateur étant distinctes, les poles sont d’ordre un et on sait que le cours

nous donne :
2

Rés(f,(2—\/§)i)=[2 P .
24— 4z — z=(2—/3)1

B 2
[2’2 - 47:]2:(27\/5)1"

B 2

4 — 23— 4i

2
—2v/3i’
1

-~
V3i

43
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Ainsi, d’aprés ce qui précéde, on a finalement

3
I= QiﬂZRés(f, ) = 207 X %
k

et donc finalement,

sint —2 3

2
1 2
/ g — ™3
0

(3) Pour calculer l'intégrale I, on peut de facon générale faire le changement de variable (sur les bons
intervalles) u = tan(¢/2) et calculer le sinus intervenant grace a sin(t) = 2u/(1 + u?) et se ramener a
I'intégrale d’une fraction rationnelle, ce qui oblige ensuite & décomposer en éléments simples et faire
de longs et fastidieux calculs.

On peut aussi remarquer que sin(m —¢) = — sin(t — ) = sin(t) et appliquer les régles de Bioche qui
conseillent de poser u = sint. On se raméne alors & un calcul plus simple de l'intégrale d’une fraction
rationnelle, mais qu’il faut tout de méme traiter.

Plus de détails dans |[Bas22, Annexe Quelques calculs de primitives].

Dans tous les exercices qui suivent, on vérifiera bien [’existence des intégrales définies sur des intervalles
non bornés (vérifications pas toujours rédigées!).

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.2.
Exercice issu de 'examen 2 de mathématiques de la licence de mécanique de Lyon I (1999-2000).

(1) Les poles de f sont donnés par
A2 41= 0,
équation que I'on a déja résolue dans I'exercice On obtient donc
2 = FeTim/3,

Ces quatre poles sont donc tous simples. Vu la forme du chemin considéré (voir la question 2] de
I’énoncé) on conserve les poles de partie imaginaire positive :

21 =e™3 gy = —e /3 (5.1)
D’apreés la formule (221)) du cours, on a
—eim/3 = —e_i”/?’,
et donc
29 = —21. (5-2)
(2) On a pour z =z + iy, avec y > 0

12f(2)] =

zze”‘ [2lle™]  _ [2lenv e B

A4 2241 |42 41 et 42241 T A 22+ 1

et puisque d’apres Iinégalité triangulaire |2* 4+ 22 4+ 1| > |2*| — 2% + 1|, on a donc

1
161 =0 (). 5.3
On peut aussi, pour justifier cela écrire

‘22’ 1

< = .
< A4+ 2241 |22+1+ %

|2f(2)
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Or 1/]2?| tend vers zéro quand |z| tend vers l'infini. Ainsi d’aprés (53), le lemme de Jordan B4 du
cours et le fait que y > 0 impliquent donc

lim [ f(z)dz=0. (5.4)
a—r o0 J
(3) D’apres la formule des résidus, on a
/ f(z)dz+ / f(2)dz = 2im Z Rés(f, z) = 2im (Rés(f, z1) + Rés(f, z2)) - (5.5)
I J

Evaluons d’abord le terme de gauche. On a (car z = =, réel)

e xe® ¢ gcosw ¢ zsinz
11 = dz=1; = — dx = —d ) ——dx.
1 /If(z)z 1 /_az4+x2+1x /_ax4+x2+1 $+Z/_az4+z2+1x

Par parité et imparité, on en déduit donc

¢ rsinz
11 =24 ——dx. 5.6
1 l/o o T (5.6)

Evaluons maintenant le terme de droite. D’apreés le cours, on a

ZeZZ ZeZZ eZZ

[24 + 224+ 1] T4 12 422+ 2

Rés(f, 2) =

On doit calculer
121 eizz

Rés(f,z21) + Res(f, 22) = 55 + a5
1 2

Pour calculer cela, plusieurs fagons de procéder s’offrent & nous :

(a) Pour les paresseux, on peut utiliser la fonction residu, disponible sur le web et évoquée lors du
chapitre [ et taper directement

U=solve (’z2°4+2z°24+1=0");
U=U(double (imag(U)) >0);
S=sym (0);
for 1=1:size(U,1)
res=residu(’zxexp(ixz)’, 2z 4+2z°2+1",U(1l));
S=S+simplify (res);
end
S=simplify (S);
disp(S);
ce qui donne
Rés(f, z1) + Rés(f, z2) = 1/3v3e~1/2V3in (1/2) (5.7)
(b) Pour les un peu moins paresseux, on peut taper
r=inline (’exp(ix*xz)/(4%z"2+2)");
S=r(exp(i*sym(pi)/3))+r(—exp(—ixsym(pi)/3));
disp (simplify (S));
ce qui donne
Reés(f,z1) + Rés(f,22) =1/3 \/5671/2‘/5511&(1/2),
et on retrouve bien (&.7).
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(c) Pour les plus courageux, on peut remarquer que 1’on a
21 = €™/3 = cos(n/3) + isin(n/3) = ¢ + is
oil ¢ = cos(m/3) = 1/2 et s = sin(7/3) = v/3/2. Ainsi

el?1 = giletis) — e *(cosc+ isinc) (5.8)
et
423 +2=2(222 + 1),
_ 2(2621'77/3 + 1)
=2(2[-1/2 +iV3/2] + 1),
=2(-14iV3+1),
=2iV3
et donc
. _ eiZ1
Res(f7 Zl) - 42% + 27
e *(cosc+isinc)
2iv/3
soit
e *(cosc+isinc)
Rés(f,z1) = , 5.9
(f 1) 21.\/5 ( )
ce qui s’écrit aussi
Rés(f, 1) = e %(—icosc+ smc). (5.10)

2V3

De méme, pour 'autre résidu, on a presque identiquement
2y = —e /3 = —cos(n/3) + isin(n/3) = —c +is
oil ¢ = 1/2 et s = v/3/2. Pour le calcul de ¢?*2, il suffit de reprendre (5.8) en changeant ¢ en —c :

e = e %(cosc — isinc).

Enfin, on a
423 +2 =2(223 + 1),
=2(2e7%7/3 1 1),
=2(2[-1/2 —iV3/2] + 1),
=2(-1—-iV3+1),
= —2iV3
et donc . o
Rés(f, z2) = © (_C;jf/; isinc) (5.11)
Ainsi, selon (59) et (5.I1)), on a
Rés(f, z1) + Res(f, z2) = 2;/5 (e=*(cosc+isinc) + e *(—cosc+isinc)),
= —e¢ °sing,

V3
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soit
Rés(f, z1) + Rés(f, z2) = ?e*ﬁﬂ sin(1/2),
et on retrouve bien (5.1).

(d) Une variante de la solution [Bd constitue la solution la plus rapide et la plus élégante ; elle consiste
a exploiter 1'égalité (5.2)). D’aprés la formule 22T du cours et (5.2), on a

6122
Rés(f, 22) = 25
2

e—i7
T 4z2 42
R
4z 42

eiZ1

EET

. eizl
\422+2)

= RéS(f, Zl)

Ainsi, on a
Rés(f, 1) + Rés(f, 22) = Res(f, 21) + Rés(f, 21) = 2ReRés(f, 21)
soit, d’apres (B.10)

Rés(f,z1) + Rés(f, z2) =

e—\/g/Q(sin(l/Q)) _ @ef\/gﬂ
3

7 sin(1/2),

et on retrouve bien (&.7).
On obtient donc finalement, quelque soit la fagon de procéder,
Reés(f,z1) + Rés(f, z2) = 1/23\/i’;e_1/2‘/g sin(1/2),

et on retrouve bien (5.7).
Finalement, en faisant tendre a vers U'infini et en utilisant tous les résultats (), (B5), (28) et
), on obtient donc

22'/0 %dm = 2ir Y Rés(f, z) = 2/3imv3e /2 sin(1/2) (5.12)
et donc, aprés simplification,
1
A=gr 3¢~ 1/2V35in(1/2). (5.13)

(4) Si on applique la proposition [5.8 du cours, on a, en fait, directement

R—o

lim /_if(m)dm = Qiﬂzk:Rés(f, ag) = 2im (Reés(f, z1) + Rés(f, z2))

soit par imparité et symétrie
2iA = 2im (Rés(f, z1) + Rés(f, z2))
et donc, d’aprés (5.7)), on obtient
A = 7(Rés(f, z1) + Rés(f, 22)) = %m/ﬁefl/msma/z),

ce qui est bien le résultat donné par (.13).
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REMARQUE 5.1. En fait, la version 8 de matlab (installée actuellement a Lyon I) ne sait pas calculer cette
intégrale, alors que la version 7 sait le faire et renvoi

= 1/3V/3n sin (1/2) (cosh (1/2 \/5) — sinh (1/2 \/5))
qui est égale & la valeur donnée par (5.13).

REMARQUE 5.2. Notons que l'intégrale A n’est pas directement calculable en utilisant la décomposition
en éléments simples !

REMARQUE 5.3.
Le calcul manuel de chacun des résidus (59) et (BI1) ainsi que le résultat final (B.I3) ont réellement été
faits par un étudiant. Voir figure[5.1 page suivante]

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.3.
Cet exercice est issu de [Pab9d, p. 113 a 115] ou [Buc92, p. 117].

(1) Puisque pour tout x réel, |cosax/(1 + 22)?| < 1/(1 + 22)? = O(1/2*) et que I'intégrale de cette seconde
fonction existe (critére de Rieman en +00), on en déduit I'existence de I(a).

(2) Posons

iaz

f(Z)Zm-

f est holomorphe sauf en z = =+, poles d’ordre 2. Nous allons utiliser la proposition 5.8 du cours. Pour
cela, on écrit z = x + iy avec

y > 0. (5.14)
On a, d’une part
|eiz| = |eiam—ay|,
= |eioe| |y,
— e~
et donc, d’apres (5.14), il vient
le*| < 1. (5.15)

D’autre part, on a d’aprés I'inégalité triangulaire
|22+ 1| =2 = (-1)],
> |2%| - 1,
>|o* -1,
et en prenant |z| assez grand pour que |z| > 1, on a donc
12241 > (|z|2—1)2. (5.16)

De (5I5) et (BI6]), on déduit donc que pour tout z € C tel que |z| > 1 et Im(z) > 0, on a

2 <
(1= -1)
ce qui implique
lim |zf(z)| = 0. (5.17)
|z|—00

Im(z)>0
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FIGURE 5.1. Le calcul fait par un étudiant.
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La proposition 0.8 du cours s’applique donc et on a :

R
lim / f(z)dx = 2im Rés(f, 1), (5.18)
R—+oco J_p
Or, & R fixé, on a
R R .
cosazx sin ax
dx = ) d 1
A= [ G 19

et donc, par symétrie et imparité,
R R
cos
/ f(z)dz = 2/ %dz,
-R o (I+2?)

> cosar o )
/O mdz =T Res(f, ’L). (520)

Le calcul de ce résidu est trés proche de celui donné dans 1’exemple 351 vu en cours : puisque

et done, (BI8) founnit :

1 eiaz

&= i

on a, d’aprés I’équation (352H) du cours, avec m = 2 :

. ’
. . elaz
Rés(f,i) = <m> ;
Qeazi ae‘”ii
3t 2
(z+1) (z+1)

) ai

erd erd’

fi(l +a)e “.

z=1

d’ou, d’apres (520,

™

I(a) 2

(I1+a)e™ "

(3) (a) On renvoie aux preuves des formules de la proposition 2:27] du cours.
(b) Posons

) cosaz
z)= ———=
=22
qui, comme f, est holomorphe sauf en +i, poles d’ordre 2. On a, compte tenu de la définition du
cosinus
eiaz + e—iaz
Z)= ————,

ce qui est équivalent a

On a donc
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et d’aprés (.17, le premier terme tend vers zéro quand z tend, en module, vers U'infini. Cependant,
il n’est est plus de méme pour le second terme. En effet, si par exemple, on choisit z = Ri, on a

Zefiaz B Rie*iaRi
2(1+22)2  2(1+ (Ri)2)2’
Rie®l
T 21— R2)Y’

expression qui tend vers Uinfini quand R tend vers l'infini. On n’a donc plus 'hypothése (B.15])
de la proposition 0.8 qui ne s’applique plus. Notons cependant que I’équation (5.I4al) du cours est
toujours valable et donne par symétrie & R fixé,

R
[ R(z)dz + 2/0 (ffizfydx = 2im Rés(g,1). (5.21)
TR

On calcule comme précédemment

!
Rés(g, i) = ((cosaz ) ,

z+1)?
__cos(ai)i asin(ai)
N 4 4 ’
_cosh(a) i asinh(a) i
4 4
et donc
Reés(g, i) = 7cosh(a) i asinh(a) i
4 4
et donc aprés simplification,
Rés(g, i) = f% ((a—1)e" + (a+1)e™) . (5.22)

On peut tout de méme alors passer a la limite R tendant vers U'infini dans (0.2I)) : compte tenu de

(E22), il vient alors

Jim_ 5 R(z)dz + 21(a) = g ((a—1)e" + (a+1)e™).

Puisque I(a) est connu, on connait donc

R—oo [z

lim R(z)dz = — ((a —1)e* + (a+1)e™*) — g(l +a)e™?,

((a=1)e*+ (a+1)e * —2(1 +a)e™*),

IR

((a—1)e* = (a+1)e?),
qui n’est pas nulle, en général!

Notons que l'intégrale I(a) est directement calculable avec matlab symbolique !

Applications a la mécanique des fluides

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.4.

0

)

(1) On a, en posant z = re
f(z) = k2" = kre™?
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et donc
f(z) = kr™ (cos(nf) + isin(nd)) . (5.23)
Les lignes de courant sont données par ¢ = Im(f(z)) =constante, c’est-a-dire ici, d’apreés (B.23)
kr™ sin(nf) = C. (5.24)

Puisque k # 0, cela est équivalent, si C' # 0, 1a ou ks%(nG) est positif ou nul,

=y 70
~\ ksin(nd)’

ce qui fournit, en polaire, les équations des lignes de courant, définies sur des intervalles ot ks%(nG) est
positif ou nul. Au contraire, si C = 0 d’aprés (1.24), on a donc : sin(nf) = 0, c’est-a-dire :

6 = K7/n ou K entier. (5.25)

(2) (a) Se limiter a n entier ne permet que de tracer des obstacles correspondant a des valeurs de 6 définies

par (B28) ce qui empéche d’accéder a des valeurs d’angle quelconques.

(b) Pour cela, il suffit de remarquer que kz™ a aussi un sens si n est un réel quelconque et correspond
a l'extension de la définition du cas n entier. Voir, pour cela, la remarque page 28] du cours et
Pexercice de TD On peut en effet repredre I'équation ([Z.29) page [2I] mais en I’écrivant cette
fois-ci pour n réel (en notant 6 = arg(z) et r = |z|)

k™ — kenan

_ nlnr+ind

= ke ,
Inr\"™ _in6

= k(e ) e,

= kr™ (cos(n) + isin(nf)),

)

ce qui redonne bien (5.23)).

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.5.
On renvoie & [Duv90, p. 220-225].
(1) On a
f(z)=Uz+K/z.

Pour calculer ¢ = Im(f), on peut procéder de deux fagons différentes.

(a) En coordonnées cartésiennes, on pose z = x + iy et

f)=U(z+iy) + K
et on a donc )
¥ =1Im(f(2)),
=Uy+ KIm(1/z),
=Uy+ KIm (i) ,

|22

=Uy+ KIm r-uw ,
2|2

K

K

(5.26)
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soit

K
— U— - 5.27
v=u(v- ) 5.27)
Les lignes de courant sont données par 1) =constante, c’est-a-dire ici,
K
U-———|=C. 5.28
v(v- 747 (5.25)

La ligne de courant correspondant & C' = 0 est donnée par

K
U————)=0

c’est-a-dire

K
y=0oulU — m =0,
soit encore, en posant
R = K 5.29
- Ua ( : )
on a les équations
y=0ouz®+y?=R? (5.30)

ce qui est bien la réunion du cercle C de centre lorigine et de rayon R = /K /U et de 'axe x.

(b) Autrement, en utilisant les coordonnées polaires, on pose z = re? et donc
f(z) =Ure? + —5 = Ure' + —re™®
rev T

soit encore

K
f(z) =Ur(cos@ +isinf) + —(cosf — isinh)
T

1 =sinf (Ur 5),
r

=rsinf (U— 52) ,
,

et on a donc

[
N
7N
-

\

8

[V}

+ | =
<

[ V]
N————

et on retrouve donc bien (5.27).
(2) Avec (5:29), on a K = UR? et
R2
flz)=U (z + —> . (5.31)

1'(2) :U(l— f—j)

On a donc pour |z| tendant vers Uinfini, f’ tend vers U. D’aprés I’équation (530) du cours, on a donc

u—tv—U (5.32)
d’ott u et v tendent respectivement vers U et 0 et donc (u,v) tend vers (U, 0), ce qui est la vitesse a
I'infini.
(3) (a) Avec (5:29), on a K = UR?, et I'équation des lignes de courant (5.28) se met sous la forme

R2

ou CQZC/U
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(b) On vérifie aisément que les lignes de courant sont symétriques par rapport a 'axe y (on change x
en —z). De méme, deux lignes correspondant a Cy et —C5 sont symétriques par rapport a l'axe x
(on change y en —y).

(¢) Pour la ligne de courant qui coupe axe y au point d’ordonnée b, on a

R2
b(lb—2) :CQ,

R? R?
v(1- ) = (1 5 ).

Si = tend vers U'infini, I’asymptote a cette courbe est donnée par

yb<1 f—;) (5.34)

et donc (B.33) s’écrit

Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.6.
11 suffit d’utiliser la proposition 5.1 page 47| du cours. On vérifie que 'hypothése (B.I) est vérifiée. Ensuite,
on définit la fonction f a partir de I’équation ([.2) du cours qui donne aprés calculs

(z+1)°
2(22—1-18i2)’

VzeC, f(z)=
Les poles de f correspondent aux zéros de
2(2271—81'2).
Les poles & l'intérieur du disque de centre 'origine et de rayon 1 appartiennent & I’ensemble

{o,4¢—i\/ﬁ},

Chacun de ces poles est d’ordre 1 et le lemme du cours permet de calculer les résidus de f en ces
points donnés par

L 15v15 — 4415 — 60 + 154
’ —60+ 1515 '

On en déduit alors 'intégrale I de I’énoncé, qui correspond exactement a I’équation (B.3) et qui vaut, selon
léquation (B4 du cours :

I=-2/15\157.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.7.
11 suffit d’utiliser la proposition du cours.

(1) On définit la fonction f & partir de 'équation (5.2) du cours. On obtient aprés calculs :

i(241)°
Vel fz) = 222(i22 —i+82)

Les poles de f correspondent aux zéros du dénominateur d de f défini par

VzeC, d(z)=22"(iz"> —i+82).
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Aprés calculs, on vérifie que les poles de f sont donnés par :
p1=0;
By =i (~4+V15) ;
B3 =i (4+ \/15) .
(2) On peut vérifier a posteriori que 'hypotheése (B1]) du cours est vérifice. En effet, aucun des poles de f
n’est de module 1. On applique ensuite la remarque du cours.
(3) Apreés calculs, on montre que les poles de f de module strictement inférieur a 1 sont donnés par :
a; =0;

g = —1 (*4+\/E).
Aprés calculs, on montre que les ordres respectifs des poles (o), <k<2 Sont donnés par :
my = 2;
meo = 1;
et que les résidus de f en ces poles sont donnés par :
Reés(f,aq) =414;
31iv/15 — 1207

—314+8V15

Le résidu de f en son pole d’ordre 1 peut étre calculé grace au lemme du cours et le résidu
de f en son pole d’ordre strictement plus grand que 1 peut étre calculé grace au lemme [3.48 du cours.
On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.

Rés(f,az) =

(4) Apres calculs, on montre que

> Res(f,ax) = 4i —iV15.
k

On en déduit finalement que I'intégrale I de I’énoncé, qui correspond exactement a 1’équation (5.3) du
cours, vaut, selon ’équation ([2.4) du cours :

I=2n (—4+\/15) .
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.8.

11 suffit d’utiliser la proposition du cours.
(1) On définit la fonction f & partir de ’équation (5.2) du cours. On obtient aprés calculs :

2
i (22— 1)
Vz € C, = .
: /) 222(2241-82)
Les poles de f correspondent aux zéros du dénominateur d de f défini par

VzeC, d(z)=22"(2"+1-82).

Apreés calculs, on vérifie que les poles de f sont donnés par :

p1=0;
By =4—15;
B3 = 4+ /15.
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(2) On peut vérifier a posteriori que I'hypothése (BI]) du cours est vérifiée. En effet, aucun des poles de f
n’est de module 1. On applique ensuite la remarque du cours.

(3) Apreés calculs, on montre que les poles de f de module strictement inférieur & 1 sont donnés par :
a1 = 0 ;

a2:4—\/15.

Aprés calculs, on montre que les ordres respectifs des poles (o), <, sont donnés par :

et que les résidus de f en ces poles sont donnés par :
Reés(f,aq) =41;
314v15 — 1207
~-31+8V15
Le résidu de f en son pole d’ordre 1 peut étre calculé grace au lemme du cours et le résidu

de f en son pole d’ordre strictement plus grand que 1 peut étre calculé grace au lemme [3.48 du cours.
On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.

Rés(f,az) =

(4) Apres calculs, on montre que

ZRés(f, o) = —ivV15 + 4.
k

On en déduit finalement que l'intégrale I de I’énoncé, qui correspond exactement a 1’équation (5.3) du
cours, vaut, selon ’équation ([2.4) du cours :

I=2x (—4+x/ﬁ).

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.9.

11 suffit d’utiliser la proposition du cours.

(1) On définit la fonction f & partir de ’équation (5.2) du cours. On obtient aprés calculs :

—i (2" +102% + 1)
423

Les poles de f correspondent aux zéros du dénominateur d de f défini par

VzeC, f(z)=

VzeC, d(z)=42
Apreés calculs, on vérifie que le seul pole de f est donné par :
a=0.

(2) On peut vérifier a posteriori que 'hypothése (1)) du cours est vérifiée. En effet, le seul pole de f n’est
pas de module 1. On applique ensuite la remarque du cours.

(3) Apres calculs, on constate que le seul pole de f est de module strictement inférieur & 1. Aprés calculs,
on montre que le seul pole de f est d’ordre 3 et le résidu de f en ce pole est donné par

Rés(f,a) = —5/2i.
Le résidu de f en son unique pole d’ordre 3 peut étre calculé grace au lemme du cours.

On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.
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(4) Aprés calculs, on montre que
> Res(f, o) = —5/2i.
k
On en déduit finalement que Uintégrale I de I’énoncé, qui correspond exactement & ’équation (B.3) du
cours, vaut, selon I’équation (5.4) du cours :
I=5m.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.10.
11 suffit d’utiliser la proposition du cours.
(1) On définit la fonction f & partir de ’équation (5.2) du cours. On obtient aprés calculs :
—i(z2+1)°

8 z4 '

Les poles de f correspondent aux zéros du dénominateur d de f défini par

VzeC, f(z)=

VzeC, d(z)=8z%
Apreés calculs, on vérifie que le seul pole de f est donné par :
a=0.

(2) On peut vérifier a posteriori que 'hypothése (B.1)) du cours est vérifiée. En effet, le seul pole de f n’est
pas de module 1. On applique ensuite la remarque du cours.

(3) Apreés calculs, on constate que le seul pole de f est de module strictement inférieur a 1. Aprés calculs,
on montre que le seul pole de f est d’ordre 4 et le résidu de f en ce pole est donné par

Rés (f,a) = 0.

Le résidu de f en son unique pole d’ordre 4 peut étre calculé grace au lemme du cours.
On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.

(4) Aprés calculs, on montre que

ZRés(f, ag) = 0.
k

On en déduit finalement que Uintégrale I de I’énoncé, qui correspond exactement & ’équation (B3] du
cours, vaut, selon ’équation ([5.4) du cours :

I=0.
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.11.

(1) Utilisons donc la proposition 5.8 du cours. Celle-ci est applicable puisque ’hypothése (5.1Tal) est vraie.
On a en effet (B.I1al) avec deg(B) = 3 et deg(A) = 1.

(a) Les poles de R correspondent aux zéros du dénominateur B de R défini par
V2eC, B(z)=z2"+z+1.
Aprés calculs, on vérifie que les poles de R sont donnés par :
Br=—1/2—1/2iV3;
Bo=—1/2+1/2iV3.

(b) On peut vérifier qu’aucun pole de R n’est réel.
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(c) Apres calculs, on montre que le seul pole de R situé au dessus de 'axe des = est donné par :
a=—1/2+1/2iV3.

Aprés calculs, on montre que le seul pole de R est d’ordre 1 et le résidu de R en ce pole est donné
par

Rés (f,a) = —1/3iV/3.

Le résidu de R en son unique pole d’ordre 1 peut étre calculé grace au lemme [3.47 page 41]du cours.
On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.

(d) Apres calculs, on montre que

2im » Rés(f, o) =2/37V/3.
k

Ainsi, de la proposition du cours, on déduit

R
lim R(z)de =2/37V/3.

R—o0 R
(2) Dans un second temps, explicitons 'intégrale de R. Par définition, on a

Ve eR, R(x)= (£C2+£E—|—1)_1.

On a alors pour tout R :

/_I;R(x)dx = /_I; (@2 +2+1)" da.

Ainsi, en faisant tendre R vers l'infini, le résultat établi dans la premiére question fournit
° ~1
/ (2 +2+1) do=2/373.
— 00

(3) (a) Déterminons maintenant a la main (sans utiliser le théoréme des résidus) la valeur de l'intégrale
I. Pour cela, il faut d’abord décomposer en éléments simple chacune des fractions rationnelles
puis intégrer les élements simples obtenus. On pourra consulter par exemple |Bas22, Section E.1.
Primitives de fractions rationnelles de ’annexe intitulée "Quelques calculs de primitives"].

(b) On obtient aprés calculs la primitive I(z) :

I(z) = / (2® +z+ 1)_1 dz,
donnée par :
I(z) = 2/3V/3arctan (1/3 2z +1) \/g)
On conclue en déterminant finalement :

lim I(z)=—-1/37V3;

r——00

lim I(z)=1/37V3

Tr——+00
et on retrouve donc l'intégrale affichée ci-dessus.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.12.

(1) Utilisons donc la proposition [5.5 du cours. Celle-ci est applicable puisque 'hypothese (BITal) est vraie.
On a en effet (BITal) avec deg(B) =5 et deg(A) = 2.
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(a) Les poles de R correspondent aux zéros du dénominateur B de R défini par

VzeC, B(z)=2z"+1.
Aprés calculs, on vérifie que les poles de R sont donnés par :

Br=—1/2ivV2 - 1/2V2;

Bo = —1/2iV2+1/2V2;

Bs=1/2V2+1/2iv?2;

Ba=—1/2V2+1/2iV2.

On peut vérifier qu’aucun poéle de R n’est réel.

Aprés calculs, on montre que les poles de R situés au dessus de I'axe des x sont donnés par :
a1 =1/2vV2+1/2iV2;
az = —1/2V2+1/2iV2.

Apreés calculs, on montre que les ordres respectifs des poles (), <o sont donnés par :

et que les résidus de R en ces poles sont donnés par :

Rés (f,ar) = —1/4i+1/8V2 —1/8iv?2;

Rés (f,an) = 1/4i+1/8V2+1/8iV/2.
Tous les résidus de R en ses poles tous d’ordre 1 peuvent étre calculé grace au lemme
du cours. On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.

Aprés calculs, on montre que

2im» Res(f, o) = 1/2im /2,
k

Ainsi, de la proposition du cours, on déduit

R

lim R(z)de = 1/2ir V2.
R—oo _R

(2) Dans un second temps, explicitons 'intégrale de R. Par définition, on a

T+

VY S R, R(SC) = ;C4——i—17

et donc

Vz € R, R(m):( i )+i((m4+1)1).

4 4+ 1

On a alors pour tout R :

R R T R 4 1

Or, par symétrie, puisque la fonction a intégrer est impaire, on a

R
/ 4z dx = 0.
7RZL' +1
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En outre, par symétrie, puisque la fonction & intégrer est paire, on a

R -1 R -1
/ (m4 + 1) dr = 2/ (ac4 + 1) dx.
0

—R

Ainsi, en faisant tendre R vers l'infini, le résultat établi dans la premiére question fournit
o]
/ (x4+1)_1d:c:1/47rx/§.
0

(3) (a) Déterminons maintenant a la main (sans utiliser le théoréme des résidus) la valeur de l'intégrale
J. Pour cela, il faut d’abord décomposer en éléments simple chacune des fractions rationnelles
puis intégrer les élements simples obtenus. On pourra consulter par exemple |Bas22, Section E.1.
Primitives de fractions rationnelles de ’annexe intitulée "Quelques calculs de primitives"].

(b) On obtient aprés calculs la primitive J(z) :

J(x) :/(x4+1)’1d:c,

donnée par :

J(z) =1/8V2 (111 <%> + 2 arctan (x\/§+ 1) + 2 arctan (x 2 — 1))

On conclue en déterminant finalement :

J(0)=0;
IEIEOOJ(x) =1/47V2

et on retrouve donc l'intégrale affichée ci-dessus.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.13.
En cours de rédaction

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.14.
Exercice issu de [Buc92, p. 119] ou de |[Pet98, p. 210] (attention, dans cet ouvrage, le chemin considéré
n’est pas le méme!).
Cet exercice est assez technique. Seul « l'esprit du calcul » et la fagon de définir le chemin est a retenir!
e Montrons tout d’abord que 'intégrale existe. Au voisinage de 0, on a
1 1
=1+ x) ~ e

qui donne une intégrale convergente puisque —1 + o > —1, ce qui équivalent & o > 0. Au voisinage de
+00, on a

1 1
gl=o(l+x) a2’

qui donne une intégrale convergente puisque 2 — a > 1, équivalent a a < 1.

e On considére la fonction f définie par

f(2) = —— .

Zla(l = 2) P LnGz) (1 — z)’

(5.35)

ot le logarithme complexe est défini sur le plan fendu C\ R _ qui contient bien le chemin 4. La fonction
2+ e(1=0) In(2) est holomorphe sur le plan fendu C\ R _. De plus, d’aprés équation (Z32) du cours,
on a

‘e(l—a) Ln(z)| — eRe(l—a) Ln(z) _ e(l—a) In(|z|) > 0.
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72

R

FIGURE 5.2. Le chemin utilisé.

Ainsi, la fonction z +— 1/6(1’0‘) Ln(2) est holomorphe. Le seul pole de f est donc I'unique valeur qui
annulle le dénominateur de f, soit

z=1. (5.36)
Si R; est assez petit et Ry assez grand, le pole 1 est a 'intérieur de v et le théoréme des résidus nous
donne donc, 4 & > 0, Ry > 0 et Ry > 0 fixés :

/f(z)dz = 2imr Rés(f, 1). (5.37)

On prendra garde au fait que la formule des résidus vue en cours n’est pas applicable ici puisque
C\ R4 n'est pas un convere! On admettra qu’elle s’étend aussi a ce cas!
Commencons par le plus simple : calculer Rés(f,1)! On a

1 Zafl
1(z) = Zlma(l—2z) 1-2
et donc , d’apreés le cours, on a
4 [Zail]zzl
Res(f, 1) = m = —1.
et donc
Res(f,1) = —1. (5.38)

Le chemin ~ se décompose en quatre chemins (voir figure 5.2] ) :

e 7y sur lequel z = Rye' avec 0 décrivant un intervalle (non détaillé) inclus dans | — m, 7| . 1 dépend
donc de R; et de ¢.

e 7o sur lequel z = Rye' avec § décrivant un intervalle (non détaillé) inclus dans | — 7, [ . y2 dépend
donc de Ry et de €.

e 7, sur lequel z = ie —x avec x décrivant un intervalle (non détaillé) qui tend vers |+ oo, 0] (attention
a cet ordre!) quand ¢ et Ry tendent vers zéro et Rp vers Uinfini. 74 dépend donc de Ry, de Ry et
de €.

e y_ sur lequel z = —ie — x avec z décrivant un intervalle (non détaillé) qui tend vers [0, +oo[ quand
€ et Ry tendent vers zéro et Ry vers I'infini. v_ dépend donc de R;, de Ry et de €.
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L’équation (5.37) donne donc

LLf@WZﬂLf@MZ+Aﬂ@M+/;f@Mz%wmmﬁm. (5.39)
~ ~

=I_ =1

e Etudions chacune des quatre intégrales et leur limite quand € et R tendent vers zéro et Ry vers l'infini.
e Sur 71, le lemme de Jordan [5.6]l de la version longue du cours est applicableﬁ, puisque sur ; on a,
pour R; assez petit pour que 1 — Ry > 0.

z
|Zf(Z)| - (1 — z)e(lfa) Ln(z) |’
B RleiO
- (1 _z)e(l—a)Ln(Rleie) ’
RleiO
(1 _ Z)e(lfa)(lanJriO) ’
Ry

- |1 _ z| ’e(l—a) lane(l—a)iG‘ )

eln R1

- |1 _ z| e(l1—a)InRy)’

_ 1-14+a)In R
1 a-trmn

IN
—_
)
=3
I

quantité qui tend vers zéro quand Ry tend vers zéro, indépendamment de 6 (et de R et €). Ainsi,
d’aprés le lemme de Jordan
lim I; = 0. (5.40)
R1—>0
e—0
e De méme sur 79, avec Ry assez grand pour que Ry — 1 > 0.

1 o In
2 < e,

1 ealn Ro
Ry —1 ’
1 aln Ro
eln Ry __ 1 ?
e(oz—l)ln Ro

1767111122’

quantité qui tend vers zéro quand R tend vers l'infini, indépendamment de 6 (et de Ry et de ¢).
Ainsi, d’aprés le lemme de Jordan

lim I, =0. (5.41)
Ro—+o0
e—=0

1. En toute rigueur, il faudrait aussi considérer que les extrémités du cercle ont des arguments qui dépendent de R; et de &
et regarder cela de plus prés, mais on admet que cela marche bien!
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e Sur yy,onaz=ic—xet

1 1

f(Z) = (1 — Z)e(lfo‘) Ln(z) (1 4+ — iE)e(lfo‘) Ln(ie—z) "

En admettant que l'intervalle réel vers lequel tend ~; tend vers | + 00, 0], on a donc (en passant a
la limite sur les bornes, mais pas encore dans 'intégrande!), puisque dz = —dz,

’ 1
b= - d
+ [roo (1 +x— iE)e(l—a) Ln(ie—=) X

et donc
+oo
0

ou
1

vV >0, er(:C) = (1 tr— iE)e(l_a) Ln(ie—x)

(5.43)

REMARQUE 5.4. Attention, a ne pas passer directement & la limite sur le logarithme complexe en
écrivant a la limite € — 0, ie —x — —x et donc Ln(ie — z) tend vers Ln(—x) non défini car x est
un réel négatif. Cela vient du fait que le logarithme complexe Ln(ie — ) et défini pour tout € > 0,
puisque ie — x n’appartient pas & R _, mais n’est pas défini quand ¢ = 0!

Il faut d’abord écrire, pour tout € > 0, d’apreés (.43)

1
(1 + 1z — i€>e(1fa)(ln lie—z|+iarg(ie—z))

fi(2) = (5.44)
A x> 0 fixé, ic — 2 tend vers —x quand € — 0. Ainsi, In |ie —z| tend vers In |ie —z| = In | —z| = Inz,
quantité définie! Quand e tend vers zero, on peut constater géométriquement que arg(ia — x) tend
vers (& Ry et Rp fixés). Ainsi, & Ry et Ry fixés

1 1 1 ; 1

i = — = - = — = — T
61_% f+ (1') (1 ¥ x)e(lfa)(lnermr) (1 + 1')6(170‘) Inzei(l—a)m (1 + :L-)ml—aezﬂ'—wwr e (1 + (E).Tl_a

et donc, d’aprés (5.42]),

. Foo 1
lim I, = —e"*7™ —dx.
i c /0 (1+x)zl*°‘dgj

On admet alors que

) +oo dx
li I, = —e¥™ — . 5.45
Riso ¢ /0 (14 z)zt-= (5.45)
Ro—+o0
e—0

Pour montrer cela rigoureusement, observons que a € < 1/2, Ry et Ry fixés d’aprés I’équation ([Z32) du cours

’e(l—a) In(z)| — e(l—a) Inxz

et donc

1 1 1 1
£ (2)] =

< < =
|1 —ie + x|e(t-)Inlzl = (|1 2| — |ig])e(l—)Inz = (|1 4 x| — 1/2)zl~>  (z+1/2)zl-«

quantité indépendante de € < 1/2, R1 et Rp, intégrable sur R . D’aprés le théoréme de convergence dominée de

LebesgueE, on peut donc passer a la limite.

2. Voir théoréme du cours qui est encore valable pour des fonctions & valeurs complexes
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e On refait le méme raisonnement sur y_ : on a z = —ie — x et

- 1 _ 1
f(Z) = (1 — Z>e(1fa) Ln(z) (1 +ie + x)e(lfa)(lanri arg(—ie—x))

Quand ¢ tend vers zero, on peut constater géométriquement que arg(—ic 4+ z) tend vers —, cette
fois-ci (& Ry et Ry fixés). Ainsi, & Ry et Ry fixés

1 e—aifr
li = ™
)= et~ T e
et +
. © d
lim [ = e*“”/ —
Ri—0 o (I+z)zi-e
Ry —+o00
e—0
soit +
) 0 d
lim  I_ = e o / S (5.46)
R1—0 o (I4z)zl-e
Ro—+0c0
e—0

e Bref, compte tenu de (5.39), (40), (&41), (545) et (546), a la limite € et Ry tendant vers zéro et Ra

vers l'infini, on a

] e e da : 2
*(6 — € )/0 m = 2Z7TR€S(f, 1)
or €™ — e~ = 2jsin(wa) # 0 et donc
oo dx T
I = = — Ré 1). 5.47
(@) /0 (14 z)zt—« sin(ma) és(f,1) (5.47)
e Pour conclure, d’aprés (538) et (547), on a donc
T
I = —. A4
() sin(ra) (5.48)

Notons que l'intégrale A est calculable avec matlab symbolique (avec un warning!)!

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.15.

Cet exercice a été donné a I'examen de OIM 3 de Décembre 2014.
Exercice issu de |Buc92, p. 117]

On cherche dans cet exercice & calculer 'intégrale suivante

(1) Pour tout complexe z = pe'?, on a
I
pe—psiHG

£ (2)]

et on a bien _
)| = L (5.49)
L+ 2]
(2) (a) Rappelons l'inégalité triangulaire (la version "inhabituelle"!) :
Va,be C, |a—b|>|a|—1b],
qui implique, pour tout 6 e Ret R >0 :

|1+R2€2i9‘ Z ‘RQSQ’LG‘ o |1|,
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et donc
|1+ R**| > R® — 1. (5.50)
D’aprés (5.49) et (5.50), on a donc, pour z = Re? ou § décrit [0, 7], avec R assez grand :
Re—Rsin® Re—Rsiné

= T pam = o

On a aussi dz = iRe*?df et donc |y (t)] et il vient, d’aprés le lemme B.10 du cours,

O=m
[ 1@< [ iraoina.

=0
WRefRsine
< ———  Rdb
< /0 R,
2 T
S R2R 1/ e—RSin@do7
—1Jo
soit donc )
R 4 :
f(2)dz| < / e~ ftsind g, (5.51)
I3 7o),
(b) On a

T ) /2 ) T )
/ e—RSmGde — / e—RsmOd9 + / e—RSmGde
0 0 /2

Dans la seconde intégrale, on pose 7 = 7w — 6 et donc, puisque sin(m — 7) = sinT

T ) /2 ) 0 )
/ e—Rsdeo — / e—Rsm9d9 _ / e—RsdeT7
0 0 /2

T . /2 R
/ €7Rsmed9 — 2/ e*RsmedQ (552)
0 0

soit

(c) la fonction sinus, dont la dérivée seconde est égale a son opposée, est donc concave sur [0, 7/2], ce
dont on déduit que la courbe est au dessus de sa corde, d’équation y = 20/7, soit

2
Vo € [0,7/2], sinf > ;9. (5.53)

(d) On déduit donc finalement de (E51), (552) et (B53) que

R2 ™ )
f(z)dz| < —/ e~ ftsind g9,
| T

2R2 (T2,
< Fw,
—1Jo
21 R? [ _39}9:7#2
T 2RRE 10 T Jemo
T R? 1 TR

=R 1 TS m

dont on déduit donc, quand R tend vers l'infini, que
7r

et que

R—o0

lim /~ f(z)dz = 0. (5.54b)
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(3) Le seul pole de f a lintérieur du chemin g est ¢ (d’ordre 1) et en reprenant ’équation (5I4) de la
preuve de la proposition (.8l du cours, on a

R
f(z)dz Jr/ f(z)dx = 2im Rés(f,14).
YR -R

soit donc par parité et imparité

R .
/ F(2)dz + 2¢/ :fsmﬁdz = 2ir Res(f, 9).
YR 0

+x
Si on fait tendre R vers U'infini, on a obtient donc 'existence de I qui vérifie

I =nRés(f,4). (5.55)

(4) On détermine Rés(f,7) en utilisant la formule (349) du cours

Rés(f,i):iel< 1.) K

z+1
_ ie~! 1
2 2
P’on obtient donc grace a (B.55)
™
I=— 5.56
5 (5.56)

(5) (a) En choisissant z = R, c’est-a-dire § = 0 et p = R, on déduit de (549)

R? R?
T+ R 1+RY

l2f ()]
quantité qui tend vers 1 quand R tend vers 'infini. Ainsi, |2f(2)| ne peut tendre vers zéro quand
|z| tend vers Pinfini.

(b) Pour appliquer la proposition B8 du cours a la fonction f, il faudrait que

lim |z{(z)| =0,
|z| =00
Im(z)>0

ce qui est n’a pas lieu, selon la question précédente.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.16.
Exercice issu de [Sko91]).

Correction non rédigée.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.17.
Exercice issu de [Sko91]).

Correction non rédigée.
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.18.
(1) (a) Si z appartient au plan fendu U = C\ R _, par définition

z=re"

o ot (r,0) € R% x] —m, 7], (5.57)
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et donc, par définition

1/2 e1/2Ln(z)
= )
_ 61/2(ln\Z\Jriargz)7
_ 61/2(ln7‘+i0),

_ e(lnr)/2€i9/2,

_ \/;ew/z.
On a donc
Vz=re? cU, 2% = /re?/2 (5.58)
Sir décrit R*, alors /7 décrit R* et si 0 décrit | —, «[, alors 6/2 décrit | — /2, w/2[ et z1/2 décrit
bien le demi plan complexe @), défini par
Q={z¢eCe, z=re®, r>0, 0€]-mn/2,7/2[}. (5.59)

Ainsi, la fonction z — z'/2 est une application surjective de U vers Q. Nous vérifierons au point [[bl
qu’elle est injective.

Notons ,/ cette fonction. Ainsi, selon (5.58), on a
Vz=re? e U, +z=+re??. (5.60)
Soit Z = pe'® € Q. Cherchons z = re? € U tel que

Vz=27.
C’est donc équivalent &
Jreit/? — peic
et donc

p=r,
0/2 — a = 2k7 o k est un entier.
Par définition, 6/2 et « appartiennent a | — 7/2, /2| et sont donc égaux. On a donc
r=p’
0 = 2a.
Ainsi,
2= reil — 220 — 72

et z est unique, la fonction z — /2 est bien injective. Bref, la fonction z +— /z est une bijection
de Q vers U, de fonction réciproque z — z2.

Voir figure[5.3 page suivante] Puisque la fonction \/ est holomorphe sur le plan fendu U, de dérivée
non nulle, le théoréme [M.3] nous dit que c’est une transformation conforme. On a aussi

V(2,2)eUxQ, V=27 z2=27° (5.61)

REMARQUE 5.5. Attention, ’équation (.G1I]) n’est plus vraie si on ne suppose pas (2, Z) € Ux Q! Si
Z décrit C tout entier, 'équation z = Z2 a deux solutions opposées! Attention, donc & la notation

Vv !
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@ (2)
Coupure : R _

FIGURE 5.3. La transformation du plan fendu U = C\ R _ par z + +/z.

(2) On utilise la remarque [Z33] du cours. On pose a@ = 27 et on peut définir une détermination continue

de Pargument sur le plan fendu U = C \ R4 vers ]0, 27[. On modifie les résultats de la question [Il de
la facon suivante :

Si z appartient au plan fendu U = C\ R 4, par définition
z=re?, ot (r,0) € R%x]0,2n]. (5.62)

On utilise alors
Zl/2 _ el/QLn(Z) _ el/2(ln\z\+iargz) (563)

ou l'argument appartient & ]0, 27[. I vient donc
1/2 _ ,1/2(nr+i6)

z
= ((n")/24i6/2
= /re?/?,
On a donc
Vz=re? e U, 22=/re?/? (5.64)

Si r décrit R, alors /7 décrit R* et si 6 décrit ]0, 27[, alors 6/2 décrit |0, 7[ et 2/2 décrit bien le
demi plan complexe Q, défini par

Q= {z €Ce, z=reé r>0, 0 E]O,ﬂ'[} ) (5.65)
Ainsi, la fonction z — 2/2 est une application surjective de U vers Q. Soit Z = pe'® € Q. Cherchons
z=re? € U tel que
Vz=27.
C’est donc équivalent a
Jrel®/? = peie
et donc
p=/r,
0/2 — o = 2kw ou k est un entier.
Par définition, 6/2 et « appartiennent a ]0, 7| et sont donc égaux. On a donc
r=p’
0 = 2a.
Ainsi,

2= re® = p2e2i0 = 72
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et z est unique, la fonction z — /2 est bien injective. Bref, la fonction z — +/z est une bijection de U
vers @, de fonction réciproque z — 22.

—

= —

1 /
@ Coupure : R 4 @

FIGURE 5.4. La transformation du plan fendu U = C\ R 1 par z + +/z.

Voir figure 5.4l Puisque la fonction |/ est holomorphe sur le plan fendu U, de dérivée non nulle, le
théoréme [M.3] nous dit que c’est une transformation conforme. On a aussi

V(2,2)eUxQ, V=27 z2=27° (5.66)

REMARQUE 5.6. Attention, I’équation (G.66) n’est plus vraie si on ne suppose pas (z,2) € U x Q!
Si Z décrit C tout entier, ’équation z = Z2 a deux solutions opposées! Attention, donc & la notation

V!
REMARQUE 5.7. Attention, la fonction z — 2?2 utilisée pour tout la suite est définie comme la
fonction réciproque de et n’est définie en toute rigueur que sur Q!

REMARQUE 5.8. Dans ce cas, les réels positifs n’ont alors plus de carré (au sens de la fonction
2+ 22) ! Pour palier cet inconvénient, on procéde de la fagon suivante : on étend I'argument défini sur
le plan fendu U = C\ R ; vers C tout entier, de telle sorte que argument appartient a [0, 27[. Ce choix
sera le choix de la fonction matlab logcoupe donnée en TP! Ainsi, si z appartient & C, on remplace
(B.62) par

z=re", ou (r,0) € R% x [0,27]. (5.67)

de telle sorte que (B.63) peut étre remplacé par
21/2 — 61/2Ln(z) — el/2(ln\z\+iargz) (568)
olt Pargument appartient a [0, 27[. Dans ce cas, on peut étendre la fonction z + 22 de la fagon suivante :

ainsi modifiée, la fonction Vv réalise une bijection de C non plus vers le plan fendu U mais vers la partie
Q@ du plan complexe dont la définition (.60 est désormais remplacée par

Q= {z € Ce, z=re", r>0, 0¢ [0,7[}. (5.69)
Pour toute la suite, on supposera donc
la fonction ,/ définit une bijection de C vers Q, (5.70)
et que
la fonction z — 22 désigne sa fonction réciproque, bijection de @ vers C. (5.71)

Ainsi, les réels positifs ont enfin un carré, au sens de cette fonction. Les réels négatifs n’en ont toujours
pas, puisque la fonction z — 22 n’est pas définie sur R _.
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Sinon, en effet, R, et R_ auraient tous les deux R, par image par z — 22, ce qui contredirait
son aspect bijectif! Pour toute la suite de cet exercice, les fonctions J etz 22 sont donc définies
par (5.70) et (B71). Attention, ainsi définie la fonction z — /z n’est pas continue ni holomorphe au
voisinage de R ;. Naturellement, il faut remplacer (5.61]) par

V(2,2) eCxQ, Vz=2+ =22 (5.72)

REMARQUE 5.9. Pour simplifier I’énoncé, seul @ (et non pas @) est introduit! Le lecteur pourra,
pour simplifier, conserver (Q pour la suite!

(3) (a)

—t =

- Coupure : R4
(1) (2)

-1
(3) (4)
FIGURE 5.5. Les transformations successives du demi plan @ par z — sv/z22 — 1.

Une figure valant mieux qu’un long discours, le lecteur vérifiera que 1’on passe de @ a lui méme par
les différentes transformations indiquées sur la figure [5.5] :

— on passe de Q = (1) & (2) par la transformation z — 22;

— on passe de (2) a (3) par la transformation z — z — 1;

— on passe de (3) a4 Q = (4) par la transformation z — s1/z.

Sur chacune de ces figures, I'image initiale de 'origine est indiquée par un petit carré noir.

Composant toutes ces applications, on passe donc de @ a lui-méme par la transformation définie
par
w=F(z) =522 -1, (5.73)

D’aprés les résultats précédents, cette fonction est bien une transformation conforme. Le lecteur
pourra faire tourner la fonction trace_complexe, disponible sur le site habituel et vérifier graphi-
quement cette assertion. Attention, il ne faut pas utiliser la fonction sqrt de matlab, qui correspond
a la coupure usuelle du cours, utilisée dans la question [I!! Il faut, en revanche utiliser la définition
E63) de /- On utilisera alors la fonction logcoupe, disponible sur le site habituel. Ainsi, sous
matlab, la fonction \/ est définie, par exemple, par
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f=Q@(z) exp((logcoupe(z.72—1,2xpi))/2)
Il faudra donc taper par exemple

trace complexe(—2,2,20,0,2,20,1000,Q(z) exp((logcoupe(z.72-1,2xpi))/2))

Carré initial
251 Déformation

ey B A mE .|
I e O B = S N W W = S
== ESaw MRES =
e e W e S Y A s S
Y Y SV S | e 1
I N e = 0 0
1 — I
L - A1 7\\
1f = T
e ="
| —— S
| SE = ]
[ SN
08 T 1] VA -
== _ = =]
== Y =
I ] i CII1 ]

FIGURE 5.6. L’application z — /22 — 1.

On obtiendra la figure
Soit w € @ Cherchons z € C,j tel que

équivalent a

Puisque w/s € @, d’apres (B72), cela est équivalent a

2
“o-(2).
S

dont on laisse vérifier que c’est équivalent a

2= (E)QH.

S

Bref, F~! est donnée par

VweQ, Fl(w)= (3)2 ) (5.74)

S

REMARQUE 5.10. Montrons dans cette remarque, la nécessité de choisir la fonction Vv définie dans
la question 2] avec une coupure égale a4 R 1, plutét que la méthode la question [I] utilisant la coupure
R _ usuelle du cours.

En effet, si on reprend le passage de Q a lui-méme via la transformation F' comme dans la question
Bal mais en prenant la définition de la fonction racine de la question[Il on passe de @ 4 son image
par les différentes transformation indiquée sur la figure [5.7] :

— on passe de Q = (1) a (2) par la transformation z s 22 ;

— on passe de (2) a (3) par la transformation z — z — 1;

— on passe de (3) a Q = (4) par la transformation z — s1/z.
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(3) (4)

FIGURE 5.7. Les transformations successives du demi plan @ par z — sv/ 22 — 1 avec la racine
carrée usuelle.

(2) (1)
FIGURE 5.8. Les transformations successives de 'image demi plan Q par la transformation inverse.

Le domaine final n’est plus le méme ! Plus grave, si on refait la construction inverse comme le montre
la figure 5.8 partant du domaine final, on ne revient plus sur le domaine initial :

— on passe de (1) & (2) par la transformation z — (2/s)?;

— on passe de (2) a (3) par la transformation z — z + 1;

— on passe de (3) a (4) par la transformation z — /z.
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Si z appartient & R _, cherchons /2. Par définition (5.68)), on a
\/E — 61/2(1n |z|+i arg z)
ou 'argument appartient a [0, 27[. Il est clair que argz = 7 et donc
Vz = /]z]e"? = iy/—=.
On a donc
VzeR_, z=1iv—z (5.75)

On en déduit les images respective par F' suivantes :

F(0) = is,

F(1) =0,

F([0,1]) = [0, 4s],
F([1,+o0]) =R,
F(Int(Q)) = Int(Q),

ot Int(Q) désigne 'intérieur de Q.
Le lecteur sera tenté d’écrire
F([-1,0]) = [0, ],
F(]—o0,—-1]) =R.
Mais, avec les conventions de la remarque (3 le lecteur aura compris que les parties [—1,0] et
] — 00, —1] qui ne sont pas incluses dans @ n’ont pas d’image par F'! Cela est parfois écrit, de fagon

abusive, notamment dans |[AF03], ce qui est génant en toute rigueur car [—1,0] et | — oo, —1] et
[0,1] et [1,400[ ont les mémes images par F' qui est censée étre une bijection!

FIGURE 5.9. Des images particuliéres par z — sv/z2 — 1.

Voir la figure
Attention, La figure |[AF03, ﬁg.~5.6.8 p. 355] est reproduite en figure si on considére que les
parties [—1,0] et | — 0o, —1] de @ ont une image.
La partie R _ n’est pas incluse dans @ et n’a donc pas d’antécédent pas F'! Cependant, on peut
montrer que si z € @ est « proche » de R_, alors F'(z) est « proche » de R_ ou de [0, is].
Soit en effet z € @ On peut écrire z sous la forme

i0

zZ=Te

(5.76)
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FIGURE 5.10. Des images particuliéres par z — sv/22 — 1.

our > 0etf € [0,n]. Considérer que z est « proche » de R _ revient & fixer r et considérer § = 7w —¢
ou t €]0, 7] avec t — 0. On a alors

i(m—t) _ 77"6_“.

z=re
On en déduit I'expression de 22 — 1 ainsi qu'un développement limité & I'ordre un de 22 — 1 :
22 —1=r>—1-2ir’t +o(t)

Sir > 1, on en déduit

22 — 1= Re™ 4 o(t) (5.77)
ou
, 2r2¢
¢ = sin(¢) + o(¢) = tan(t) + o(t) = 2w — ] + o(t) (5.78)
et
R* = (r? —1)2 + 4r** + o(t?) (5.79)
donc

R=+vr2—1+40(1)

Ainsi, d’apres (5.63)
(2 = 1)V2 = (V12 — 1+ o(1))e™ #-17°0 = _\/r2 — 171 4 0(1) (5.80)

qui est un complexe « proche » de R _, en étant « au dessus ». Si, au contraire r < 1, on écrit

22—1=—(—r*+1+2ir*t +o(t)),
et (B.77)-(B18) a toujours lieu mais (5.78)) remplacé par

2

2ret
¢:ﬁ+1_—72+0(t).

Ainsi, (5.80) est remplacé par

(22 -2 =iy1 - TQe% +o(1),
qui est complexe proche de [0, i], en étant & « gauche ». Bref, les éléments « proches » de | — oo, —1],
au dessus, sont envoyés par F' sur des complexes « proches » de R_, au dessus tandis que les
complexes « proches » de [—1,0], au dessus, sont envoyés par F' sur des complexes « proches > de
[0, s3], en étant & « gauche ».
Cela peut étre confirmé en tragant l'image par F' de la droite d’équation z = = + ¢ ol = décrit
] — 00,0] et € > 0, « petit », comme le montre la figure (111



EXERCICES FACULTATIFS 75

1.2 N

x<-1
x>=1

0.8 N

0.6 N

0.4 T

0.2 N

-16 -14 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

FIGURE 5.11. L’image de la droite d’équation z = x + ¢ avec € = 1.010~7 par z > sv/22 — 1.

Carré initial
Déformation

Carré initial
Déformation

121

(a) :sans R_ (b) :avecR_

FIGURE 5.12. Image par F' d’un rectangle, au dessus de R _.

On peut aussi tracer 'image par F' d’un rectangle, légérement au dessus de R _ comme le montre

la figure [12(a)l Si on englobe R_, comme le montre la figure [12(b)| on voit que l'on atteint des
points de [0,7] et de R ;.

(4) (a) En utilisant les notations de la section [(.2.1.3] de la version longue du cours, I'équation (0.32a) du
cours avec a = 0 donne

f(z)=Uz. (5.81)
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05 0 05 1 Kl ) 05 1

(a) : sans enlever la barriére (b) : en enlevant la barriére

L L L L L L L L L L L
-025 -02 -015 -01 -005 [ 0.05 01 015 0.2 025 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

(¢) : zoom au bas de la barriére (d) : zoom en haut de la barriére

FIGURE 5.13. L’écoulement obenu.

Ainsi le potentiel complexe g sur D, c’est-a-dire dans le plan w est donné par
g(w) = f (F~H(w)),
c’est-a-dire, en utilisant (574) et (581,

2
gw)=U (—) +1, (5.82)
ou I'on rappelle que / est défini par (B.63).

Les intervalles [0,4s] et R4 du plan w sont les images par F' des intervalles [0,1] et de [1, +o0o[ du
plan z. Dans ce plan, on peut considérer que ces intervalles constituent un obstacle a I’écoulement
puisques les lignes de courant (horizontale) y sont tangentes. Dans le plan w, il en sera donc de
méme. La partie R ; sera 'obstacle horizontal, tandis que la partie [0, is] en sera obstacle vertical,
appelée barriére. Attention, dans le plan z, la partie R _ constitue aussi un obstacle a ’écoulement,
qui n’a pas d’image par F (voir question BI). Cependant, on peut raisonner & la limite et voir cette
partie comme limite de ligne de courant se rapprochant des obstacles respectifs | — oo, —1] et [—1, 0]
de @ dont les images par F' se rapprochent aussi des obstacles R _ et [0, si] dans le plan w.
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En TP, vous obtiendrez les courbes de la figure [5.13] correspondant a U =1 et s = 1.
Dans le plan z, les équipotentielles sont les courbes d’équation y =constante, tandis que les lignes
de courant sont les courbes d’équation x =constante. Leurs images par F' donneront respectivement
les équipotentielles et les lignes de courant dans le plan w. On obtient donc l'image par F' de la
ligne de courant d’équation y = ¢ dans le plan w : w = F(z) soit

w = s/ (x+ic)?2 -1, (5.83)
o ,/ est définie par (.63) ol ¢ est une constante positive et x décrit R.

On a, de méme, l'image par F' de I’équipotentielle d’équation z = ¢ dans le plan w : w = F(z) soit

w = sy/(c+iy)? —1, (5.84)

ou ,/ est définie par (B.63) ou ¢ est une constante quelconque et y décrit R ...



CORRECTION DU TRAVAUX DIRIGES 6
Introduction aux distributions

Limite de suite de distributions

CORRECTION DE L'EXERCICE 6.1.
Exercice issu de |Bal9l|, p. 77].
Pour tout ¢ € D (R), on a

(5 () - (52.) -y

ce qui donne, en utilisant une formule de Taylor-Young (ou encore, ce qui revient au méme, un développement
limité), avec ici, e(z) tendant vers zéro quand = tend vers zéro :

(2 00) = 55 600+ h0'(0) + he(h) = (6(0) ~ (0) = he(-1),

- (¢(0) + h'(0) + he(h) — ¢(0) + h¢'(0) + he(—h))) ,

2h
= ¢'(0) + (e(h) +e(=h))/2,
quantité qui tend vers ¢'(0) = (d, ¢') = —(¢’, ¢) quand h tend vers zéro. Plus rapidement, on peut aussi écrire
directement
<5h —0_p ¢> 1 (¢(h) - ¢(0) n ¢(=h) — ¢(0))
) h 7h b

qui tend vers ¢’'(0) quand h tend vers zéro. On a donc
. [ on—
}111m< a¢> ¢( ):<_6/a¢>a
—0
et donc, dans D’ (R), on a
Op — 0_p,

i Oh T O0-h
%13%) 5T o' (6.1)

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.2.
Soit f € LY(R). On considére la suite de fonctions définies par

VYneN*, VeeR, f.(z)=nf(nz). (6.2)
(1) Soit ¢ € D (R).

e Restons tout d’abord dans le champ de ’analyse classique. En effectuant le changement de variable
x = y/n dans

hzéh@%%x (6.3)

on a donc par définition

1—/% M—AMWM@M

1= [ o (L) dn (6.9

78

et donc
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Formellement, on peut écrire successivement

o 000D 1 (100 (2)
= [ 1w nETm¢( ) ds
= [ 1oty

= 4(0) / F(w)dy.

et, compte tenu de I’hypothése (6.1a) de I’énoncé, on vient donc de montrer que

lim / Fa(@)b(@)dz = $(0). (6.5)

n—-+oo R

Montrons maintenant (6.5) rigoureusement, puisque dans ce calcul, on a interverti les symboles
"limite" et "intégrale". On utilise la formule de Taylor Lagrange & I'ordre 1 pour la fonction ¢ ; on
a donc

VzER, ¢(z) = ¢(0) + 2¢/(t2), on [t-| < |2].

Ainsi, si on 'applique pour z = y/n, on a pour tout y € R
[fW)e(y/n) = Fy)d(0)] = [f(Y) (e(y/n) — $(0)],
= |12 tym)
< <My f(y),
ou M = supg |¢'|. Par intégration sur R, on a donc

/ fule dz¢<0>‘ / F@)o(y/n) - (y)¢(0>dy‘,
= [urlay

et puisque y — yf(y) est dans L*(R), on a donc

)

IN

| fu@otrts — o0 )]<M—Q

n

ot Q = [; |yf(y)|dy < +00. Quand n tend vers I'infini, cette quantité tend vers zéro et donc on a
montré que

/ frn(x)p(2)dz — ¢(0 )' — 0 quand n tend vers Vinfini, (6.6)

soit encore

/ fo(x)o(x)dz — ¢(0) quand n tend vers l'infini, (6.7)
c’est-a-dire (G.5).

REMARQUE 6.1. Plus rapidement, on peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée [Q.3] de ’annexe [Rl du
cours, sans utiliser I’hypothése (6IB) du TD. En effet, la fonction ¢(./n) tend simplement sur R vers ¢(0) quand n
tend vers l'infini. Donc la fonction y — f(y)é(y/n) tend vers la fonction f¢(0). Enfin, pour tout y, |f(y)é(y/n) <

|f(y)| maxg |¢| qui est intégrable sur R. Ainsi [ f(y)¢(y/n)dy tend vers [ f(y)¢(0)dy = ¢(0) [ f(y)dy = ¢(0), dont
on déduit (6.6).

o
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Y S
n
1
-1/2 1/2 ~1/(2n)|1/(2n) =
(a') : f (b) : fn

FIGURE 6.1. Les fonctions f et f, (question [Bal).

REMARQUE 6.2. Si f n’est pas d’intégrale égale a 1, il suffit de poser
~ 1
f=-=r
If

(2) Puisque f, est une distribution-fonction, on a

/ fu(@)$(@)dz = (fu, &).
R

Par ailleurs, par définition,

¢(0) = (6,9)
Ainsi, ([@0]) est équivalent a
Jm (fn, @) = (6,6) (6.8)
et on vient donc de montrer que
lim f, =4 dans D' (R). (6.9)

n—-+oo
On en déduit donc par définition que la suite f,, tend dans D’ (R) vers §, mais pas dans L*(R)
puisque § n’est pas un élément de L'(R)!
(3) (a)
(i) Puisque f vaut 1 sur | —1/2,1/2[, f,, vaut n sur | — 1/(2n),1/(2n)[. Elle est nulle en dehors.
Voir figure
(ii) Il est clair que la fonction f vérifie les hypothéses de ’énoncé.

(iii) I1 y a convergence simple de f, vers g avec

0, six #0,

VreR, g(z)= 7 (6.10)
400, six=0.

Les physiciens appellent cette fonction le "Dirac" ! D’aprés la question (), on en déduit donc

aussi que la suite f, tend dans D’ (R) vers 4.

(b) T est clair que la fonction f vérifie les hypothéses de I’énoncé. Puisque f vaut 1 en 0, f,, vaut n en
0. Elle est nulle en dehors de | —1/n, 1/n[ Voir figure Les conclusions sont donc les mémes que
pour la question [3al
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) Y
n
/\
-1 1z -1/n | 1/n z
(a') : f (b) : fn

FIGURE 6.2. Les fonctions f et f, (question [3D).

(¢c) Puisque

/ e~ 24y = V2,
R

1 2
—xz°/2 _
—ce dr =1.
/]R\/Qﬂ'

on a

On a aussi

et donc f,, est définie par
fula) = e
27

qui est une Gaussienne. Voir les figures[6.3l Les conclusions sont donc les mémes que pour la question

[Bal

?

Vor
T

Dérivation des distributions
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.3.
(1) (a) Si on considére la fonction f définie par

0, siz<O0,

6.11
x, siz >0, ( )

Vo € R, f(x):{

on constate que cette fonction est continue sur R, dérivable sur R*, mais non dérivable en zéro. La
dérivée usuelle de f, définie sur R*, est donnée par

0, siz<0,
Ve e R*,  f'(z)=
1, six>0,
soit encore
Vz e R*, f'(x)=H(z),
ot H est la fonction de Heaviside. De plus, le saut de f en zéro vaut

f(0+0)— f(0-0)=0-0,
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1.4

121 q

081 q

0.6 q

0.4r- q

021 4

-3 -2 -1 0 1 2 3
(b) :n=3
4 40
35 B 35 T
3t E 30t B
25F B 25 q
2t B 20t B
151 - 151 q
1+ g 10+ B
0.5 — 51 q
0 I I I I I 0 Il Il ‘H\ Il Il
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
(¢) :mn=10 (d) :n =100

FIGURE 6.3. La représentation de la fonction f,, pour quelques valeurs de n (question Bd).

soit
gp = 0.

Ainsi, la formule des sauts (proposition [6.35] du cours) nous montre que

T} = H dans D’ (Q2),
ce que l'on note de fagon abusive (puisqu’il n’y a pas d’ambiguité)

/= H dans D' (Q). (6.12)

(b) (i) Puisque f n’est pas dérivable en zéro, on ne peut écrire
Ve eR, f'(z)=H(x). (6.13)

(ii) En revanche, cette égalité a lieu presque partout sur R et puisque f’ et H sont continues sur R*
et cette égalité a bien lieu sur R*.

(iii) Ainsi, ([€I2) est vraie!
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(iv) oui!
(2) (a) Comme dans la question [Ial la fonction g est cette fois-ci définie par

0, siz <0,

(6.14)
x+b, siz>0.

Vr € R, g(:c){

On constate que cette fonction est continue sur R, dérivable sur R*, mais non dérivable en zéro.
Comme dans la question [Ial la dérivée usuelle de g, définie sur R*, est donnée par

0, siz<0,

1

Vr e R*, ¢'(z)=
, six >0,

soit encore

Ve R*, ¢'(x)=H(z).
De plus, le saut de g en zéro vaut

g(0+0)— f(0—-0)=b-0,
soit
o9 = b.

Ainsi, la formule des sauts (proposition du cours) nous montre que

T, = H 4 b dans D’ (Q),
ce que l'on note de fagon abusive (puisqu’il n’y a pas d’ambiguité)

g = H + bé dans D' (Q2). (6.15)

Sib=0,0nag=f et on retrouve (6.12).

Plus rapidement, si on considére la fonction g définie par (614, il suffit, par exemple, de remarquer
que g = f + bH ou f est définie par (GI1)). On a donc, avec 'abus de notation déja utilisé

g = f' +bd dans D' (Q).
soit, en utilisant ([G.12),
g = H + b dans D' (Q). (6.16)

(b) On laisse au lecteur le soin de vérifier que (L(b)iii) est remplacé par [6I6) et que (1(b)i)), (L(b)ii)
et (1(b)iv]) sont fausses.

Produit de distributions
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.4.
(1) (a) On écrit, pour toute fonction test ¢ :
((z —a)ba, §) = (0a, (x — a)p) = [(x —a)¢],_, =0
et on a donc
(x —a)d, =0, (6.17)

L’équation (6I7)) est aussi une conséquence immédiate du lemme [G5]] et de 'équation ([G76) du
cours, puisque g(z) = x — a est nulle en a.
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(b) (i) On a aussi successivement
((x = a)dg, d) = (0g, (x — a)9),
= —(0a, [(x — a)d]’),

et donc, puisqu’au sens des fonctions, [(x — a)¢] = ¢+ (z — a)¢@

= —(0a; 0+ (z — a)¢'),

/

soit donc
((z — a)dg, @) = —(da, §) — (da, (z — a)¢'), (6.18)
et donc, par définition
((x —a)dy, ¢) = —¢(a) — [(z — a)¢]o=a = —d(a).
et d’apres ([GI8)
<($ - a’)(stlz’ ¢> = _<6aa ¢> = <_6aa ¢>’
soit donc, dans D’ (Q),
(x — a)dl, = —b,. (6.19)
(ii) Une autre fagon plus rapide de procéder est d’écrire d’aprés ([G.17)) :
(x —a)d,) =0,
et d’apres la formule de dérivation d’un produit (G.79) page 81l du cours :
0= (z—a)d,+ (z—a)d, =064+ (x —a)d,
et on retrouve (6.19).
(2) On peut remarquer, d’aprés ([617) que
(z — a)ds)" = 0.
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.5.
Exercice inspiré de [Kib01, exemple 22 p. 167].
e Une premiére fagon de faire est d’utiliser la formule de dérivation d’un produit ([G.79) pageBIdu cours :
(sin H)' = (sin)’H + sin H' = cos H + sin 4.

Attention, dans cette équation, sind ne signifie pas le sinus de ¢ (qui n’a aucun sens!) mais le produit
de la fonction sinus par la distribution §! D’aprés le lemme du cours, on a sind = 0 puisque
sin(0) = 0. Donc
(sin H)' = cos H. (6.20)
De méme, on a
(cos H)' = (cos)'H + cos H' = —sin H + cosd.

D’aprés le lemme [6.5T] du cours, on a cos§ = ¢ puisque cos(0) = 1. Donc
(cos H) = —sin H + 4. (6.21)
e Une autre facon de procéder et de considérer la fonction g = sin H définie par
0, six <0,
Ve eR, gx)=
sin(z), siz >0,

La valeur en zéro important peu! On applique alors la proposition [6.35 page [74] & la fonction g : sur
R 4, g est dérivable de dérivée ¢’ = cos; on a sin(0 + 0) = 0 et donc, dans D’ (R) :

T, =g +0x0.
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Notons que ¢’ = H cos. On retrouve donc (620). L’équation ([@2I) se retrouve de méme, en écrivant
qu’ici cos(0 4+ 0) = 1.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.6.

(1) Dans la proposition [6.53] du cours, il est indispensable de faire I’hypothése que g est indéfiniment
dérivable pour définir le produit gH ! Remarquons que cette facon de faire a été utilisée dans ’exercice
de fagon correcte car les fonction sin et cos sont bien indéfiniment dérivables!

(2) La formule vient en fait de 'application de la proposition [6.35] page [[4] comme fait dans Iexercice [6.5]!
Dans ce cas, on considére la distribution gH comme une fonction qui est définie méme si g n’est pas
indéfiniment dérivable!

Série de distributions

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.7.
Cet exercice a été donné a 'examen d’Automne 2018.

(1) (a) Par définition de T, donnée par

VneN', T,=6-6 - %5/, (6.22)
on a
an = <Tn7¢>a
- <551 - 15',¢>>,
woon
1
= <57¢> - <5%7¢> - ﬁ<5/a¢>a
—00) -6 (3) +200)
et donc
Wn e N, an = 6(0) — 6 <%) + %d)/(()). (6.23)

Puisque ¢ est continue, on a
1
li — ] =¢(0
Jm ¢ (n) (0),

lim a, =0. (6.24)

n—-+oo

(b) Par définition, la suite de distribution T;, tend vers zéro dans D’ (R).

et donc, d’aprés ([6.23)),

(2) (a) Soit ¢ € D(R) et n € N*. La formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction ¢ sur l'intervalle
[0,1/n] & 'ordre deux fournit

1 1 1
Z ) = &0 —¢'(0 — " (&, 6.25
o(5) =90+ 26O+ 55660, (6.25)
ol &, appartient a [0,1/n]. Puisque ¢ est de classe C2 et a support compact sur R, on peut poser
1
M = 5 max|¢"(z)]. (6.26)
De ([6.23) et (6.20), on déduit
1
VneN*, ap,=-— //(§n>;

2n?
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et, donc grace a ([6:20), on a
M
Vn e N*,  la,| < —. (6.27)
n

(b) Puisque la série de terme général 1/n? est convergente, par comparaison, la série numérique de
terme général a,, est absolument convergente donc convergente.

(c) Ainsi pour tout ¢, la série de terme (T}, ) est convergent et donc, la série de distribution de terme
général T, converge dans D’ (R).
Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.8.
Cet exercice a été donné a 'examen (Automne 2019).
La distribution vp (%) de D’ (R) est définie dans I'exemple du cours, par I'équation (6.35]),

rappelée ici :
1 o o(x)
V¢ € D(R), <Vp (;) ,¢> = ili% /z>8 — dz, (6.28)

e>0

/ qu::/ Mdm
lz|>e ¥ ]—o0,—e]ule,+00] ¥

On multiplie cette distribution par la fonction C*°, zg (qui note abusivement = — zg(z)). On a donc d’apreés

la définition du cours,

woed®). a= (G (1).0)=(w(1).wo0)

ce qui vaut, d’aprés ([6.25),

ol on note abusivement

o — lim zg(@)o(x) .
€28 J1—o0,~€lUfe, 400 r
et donc
a= lir% g(x)o(x)dx.
‘:*__.20 ]—o0,—¢]U[e, 400

Or, f]_oo Ul +oo[g(x)¢(x)d:c tend clairement, quand ¢ tend zéro (puisque g(z)¢(x) est continue et a support
compact, donc intégrable sur R) vers

[ sttt = (g.0)
B e ®, (o (1).0)= (00, (6.29)

soit encore
1
dans D' (R), (zg)vp <—> =g. (6.30)
x
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.9.
(1) On peut tracer le graphe de fagon purement graphique, ou alors en explicitant s :
1—t, sitel0,1/2],
VteR, s(t)={1+t, site[-1/2,0] (6.31)
0, sit¢[~1/2,1/2).

On en déduit le graphique de la figure
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AN ]

—1/2 1/2 ;1/2

L44444
.
=

1/2

|

FIGURE 6.4. Tracés de s, s’ et s

(2) (a) Naturellement, s n’est pas une fonction dérivable, puisque discontinue en +1/2.

(b) On utilise alors la formule des sauts pour déterminer dérivée s’ de la distribution s : la dérivée
usuelle de s (1a ou s est dérivable) est donnée par la dérivation de (63T :

—1, sit€lo,1/2],
VtER, s(t)=1¢1, site]—1/2,0] (6.32)
0, sitg[-1/2,1/2).

Les sauts de la fonction s sont respectivement donnés par :
— aupoint —=1/2:0_1/5 =1/2,

— au point 0 : o9 = 0,

— au point 1/2 : 019 = —1/2,

et la formule des sauts (dans D’ (R)) nous donne donc

3
(T) =5+ 0abu,
=1

soit

1 1
(L) = = 56 + 50 (6.33)

1
2
ol la fonction s’ est donnée par (1632]) On peut donc représenter la fonction s’, comme une fonction

/

usuelle ou la distribution (Ts)" en adoptant la convention de représenter les dirac par des fleches

verticales proportionnelles aux coefficients, comme le montre la figure
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(¢) On dérive de nouveau la distribtion (7s)’; d’aprés ([G33)), on a

=

1 1 ! 1 1
" __ // i - —_ //7_/1 _/1
(T,)" = (Ty) +< 501+ 50- ) (s) = 50, + 507,

ot (Ty) se calcule de nouveau grace a la formule des sauts. On constate que la dérivée usuelle de
s’ est nulle. On a donc

(Ts/)/ = 0+5% — 20p +5%
et donc

(Ts)" = 6 — 200 + 01 — %5’% + %5’%. (6.34)

On peut donc représenter la fonction s”, comme une fonction usuelle ou la distribution (7s)” adop-
tant la convention de représenter les dirac par des fleches verticales proportionnelles aux coefficients
et les dérivées des dirac par des doubles fléches verticales proportionnelles aux coefficients, comme

le montre la figure
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.10.
(1) On renvoie a la correction de la question [Tl de I'exerice de TD
(2) (a) Rappelons les résultats obtenus dans la question [: dans D’ (R),
(x —a)d, =0, (6.35a)
(x —a)d), = —0,. (6.35b)
Dans tout cet exercice, nous considérons les multiplications de fonction indéfiniment dérivables (ici
des polyndmes) pour les dérivées successives du dirac. On renvoie a ’exemple et ala

définition du cours.
Si on dérive (6.35D)), on a dans D’ (R),

(z — a)d,)" = =4,
et donc, grace A la proposition du cours on obtient
(x —a)'d, + (z — a)by = 3,
soit encore
8+ (x —a)dl! = =4,

ce qui donne

(x —a)dl] = =26 (6.36)
On recommence encore une fois en redérivant (6.36]), ce qui donne de la méme fagon

((z —a)dy)" = —24.
et donc
(x —a)'d! + (x — a)d! = —26!.
et donc
8! + (z —a)dl) = —260.

ce qui donne finalement

(x —a)d)' = —348). (6.37)
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(b) On itére encore et on généralise en montrant par récurrence sur n que, dans D’ (R), que
Vn e N*,  (z—a)é(™ = —ns("=b. (6.38)

ot rappelle que T(") désigne la dérivée n-iéme de la distribution 7.

Pour n = 1, ce n’est autre que (6.350). On rappelle aussi que par convention, la dérivée zero-iéme
vaut l'identité, autrement dit pour tout distribution 7'

TO =T (6.39)

On suppose maintenant ([G.38) vraie pour un n € N* donné et on montrons qu’elle est vraie au
rang n + 1. On procéde comme dans question 2al: on dérive ([G38) écrite pour n, ce qui donne

((z - a)5l(1"))/ = fn(é'((lnfl))/,

ce qui donne
(2 — )50 + (z — a) (60) =~
ce qui fournit
5 + (z — a)s" T = —ns{M,
et donc
(2 —a)o(m) = —(n+1)6™,

ce qui n'est autre que (G.38) au rang n + 1.
(3) (a) (i)

REMARQUE 6.3. La formule de Leibniz est une formule permettant de calculer la dérivée d’ordre
n d’un produit de deux fonctions. Elle est analogue a la formule du binéme de Newton pour
calculer une puissance d’ordre n d’une somme de deux termes. Sa preuve en est ’analogue

exacte, que ’on rappelle ici :

On cherche & vérifier que la propriété

(a+b)" = i <Z> akpnF

k=0

est vraie par récurrence pour tout n € N pour tout coupleE {(a,b)} € R%

— Initialisation : Si n = 0, on a (a + b)) = 1 et (8)a0b0 = 1 et la propriété est donc bien

initialisée.
— Heérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. On a alors successivement

(a+0)""" = (a+b)(a+b)",

1. En fait, elle est vraie dans tout anneau (A, +, X) commutatif ou ’on note ab = a x b, a™ est le produit (pour la lois x) de
n termes et a® = 1 ou 1 est I’élément neutre de la loi x.
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et d’aprés la propriété au rang n :

=(a+0) Z (Z) akon—k,
k=0
az (Z) akonk 4+ bz (Z) akon—k,
k=0 k=0
n kin—k — (n kpin—k
k>aab +kz<k>a bb" ",

0
(Z) aFipn—k 4 Z (Z) akbn-i-l—k’
k=0

on pose alors k' = k + 1 dans la premiére somme :

n K pn—k'+1 — (n kpn+l—Fk
<k:’—1>a b +Z<k>ab ,
k=0
n kpn+1—Fk — (n kpn+1—Fk
L) +kzo<k)a b ,

()
n kpn+1—k Y\ n+1;0 — (n kpn+1—k Y 0pn+1
(kl)ab +(n)a b—i—;(k)ab +(0>ab ,
()

I Il
M- 10

o

=0

+
—

n

x>
Il

=1

3
¥
=

I I
o
NN LN
S

I
NE

o

krntl—k — (n\ ntl—k n+1\ 41,0 n+1\ o1
b b b b
-1 +;§<k)a +<n+1 Lo )T

k=1

n krntl—k N\ kintl—k n+1\ 41150 n+1\ o4
kl)ab +(k)ab +(n+1)a b—i—( 0 a’ b,

7n n n kpntl—k n+1\ 11,0 n+1\ o1
Z<<k—1>+<k)>ab +<n+1)a b+< 0 a’ b,

on utilise la relation (kfl) + (Z) = (";gl) pour k € {1,...,n}

:Z n+1 akpnik n+1 a0 o n+1 aOp
k n+1 0

ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

Voir http://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./1/leibnizformule.

html, https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Leibniz

Soient n € N et deux fonctions ¢ et 1 n fois dérivables. On note ¢(©) = ¢ et 1(°) = ). Alors ¢1)
est n fois dérivable et

n

COMEDY (Z) P p(n=h),

k=0

Montrons cela par récurrence pour tout n € N .
— Initialisation : Si n = 0, on a (¢p)® =1 et (g) #D4h(0) = 1 et la propriété est donc bien

initialisée.


http://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./l/leibnizformule.html
http://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./l/leibnizformule.html
https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Leibniz
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— Heérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. On a alors successivement
(60)" = () ™)’

et d’aprés la propriété au rang n :

- < . (”) ¢<k>¢,<nk>> ,
k=0

_ zn: (Z) (¢<k>¢<n—k>)”
+

fg', cela donne

o~

et d’apres la propriété (fg) = f'g

n

()" =Z(Z) (( 9) 8 g g (yn o))

k=0
n n B .
= Z (k) ¢(k+1)w(n k) 4 ¢(k)w( +1 k)’
k=0
_ Z <k>¢ k+1 (n—k) 4 Z < >¢(k)w(n+1k),
k=0

on pose alors k' = k + 1 dans la premiére somme

n+1 n
— n (k') ) (n—K'+1) T\ (k). (n+1—Fk)
O S

k'=1

n+1

_ kn 1>¢(k)1/}(n+1 k) +Z< ) B) (1K)

k=1

— - n (k) oy (n+1—F) T (1) ,,(0) () 40 (n+1—k) T 4(0),,(n+1)
;kl)aﬁw +1{,,)¢ w+;k¢w + ()Y,

$(k) g (nt1-k) Jrz ( ) B p(nt1—h) 4 <n+ 1> S+ () | <n+ 1>¢(0 B+

P n+1
-3 ) n >¢(k),¢](n+1—k) n (Z) B(R) (nt1=k) o (n+ 1>¢(n+1)w(0) n (n+ 1) $O)(n+D).
-1 n+1

|
NIE
/‘\/‘\g‘\/‘\/‘\
3
—

n n k)t 1—k) o (T LY mt1) (0) ”JF LY 0y, (n+1)
(17 )+ (2)) s (2 gy (72 gy
on utilise la relation (,",) + (7) = (") pour &k € {1,...,n}
S (M pwyerion (P D) e g0 ”“ 5O gt 1)
k n+1

k
(” + 1> $(k) g (nt1-k)
k )

ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

(ii) Soit ¢ € D (R). On a successivement, en utilisant la définition (€74) du cours :

((@=a)p,6) = (50, (x ~ a)o)

S
+ |l
_

b
(=)
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et donc d’apres la propriété ([6:4]) sur la dérivée n-ieme du Dirac du cours

= (-1)" |((z — a)¢(x))™

[e=a)

Or, d’aprés la formule de Leibniz, on a donc
(= @)g (@)™ = (6(x)(@ — a)™ = 6" (@)(x — a) + nd" V()
puisque les dérivées k-iéme de (z — a) sont nulles pour k& > 2 et donc
((@=a)o(",6) = (~1)"ng" " (a),
ce qui donne
(@ =a)M,6) = —n(60""V, 6),
et on a donc (6.39).

(b) (i) La preuve est en fait I'analogue exacte de celle faite dans la question ol ¢ et ¢ sont
remplacées respectivement par g et T'.

Soient n € N, g une fonction indéfiniment dérivable et une distribution 7. On note ¢(®) = g et
T = T. Alors, au sens des distributions, on a,

()™ =3 (Z) SR,
k=0

Montrons cela par récurrence pour tout n € N .

— Initialisation : Sin = 0, on a (¢7)® =1 et (8)g(O)T(O) = 1 et la propriété est donc bien
initialisée.

— Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. On a alors successivement

(gT) ") = ((gT)(”’)/,

et d’aprés la propriété au rang n :

n I
- <Z (”) g<k>T<nk>> ,
k=0 k
-3 (1) ).
k=0

et d’aprés la propriété du cours, cela donne

(4T)(+D) = i (Z) ((ch))’T(nk) 4 g® (T<nk>)’) ,

k=0

I
M=

(Z) gE+D=k) | oK) plnti=h)

T\ (k1) p(n—Fk) —~ (n (k) (n+1-k)
(7)o 3 (4o ,

=

Sl

[}

k=0
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on pose alors k' = k + 1 dans la premiére somme

n ’ ot n n n _
-y (k/ g 1)g<k ) n—k+1) *Z (k)g(k)T( H1k)

n+1 n
n
= (k) p(n+1-Fk) (k) r(n+1—Fk)
" 1)9 +Z( ) T :
k=1 k=0
— - n (k)T (n+1—k) n (n+1 T(O - n+1 k) n (O)T(n+1)

_ no\ etk o (M Bpmii-k) o (PHLY manpo (L) o pmen
Zk—1>g t\x)d T\n+1)d Lo )9 ’

n P\ wpmai—k) o (D g (D C0pmen
(k1)+(k>)g Tlne1)? Lo )? ’

on utilise la relation (,",) + (7) = (") pour &k € {1,...,n}

S (" T o peni-n ¢ (MY g 4 (ML) g
k n+1 0 ’

(”Z 1)g(k)T(n+1k),

— ~( (k) p(n+1—Fk) - g (n+1-k) g0 n+ 1\ pm
Z(kl)g +; * n+1 Lo )? ’

I
M=

| |
3 >
+ |l
_

B

=0
ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

(ii) Proposons maintenant une preuve plus concise et plus élégante de (G.35]).

Dérivons n fois au sens des distributions 'égalité (6.35a)) : il vient
((z — a)da)™ =0,
ce qui donne d’apreés le résultat de la question appliqué ag=z—aetT =4, :
(2 —a)6(™ +ns"1) =0,
puisque les dérivées k-iéme de (z — a) sont nulles pour k > 2 et on retrouve donc (635).

(c¢) Geénéralisons maintenant (G.38)).

(i) Calculons dans D' (R), (z — a)két(l") pour tout entier k € {0,...,n}. Soit donc ¢ € D(R). On a
successivement, grace aux définitions et propriétés du cours déja utilisées :

((@=a)si,6) = (8, (@ — a)"6),

= (-1)"[(z - a)*¢],_,,

et d’aprés le résultat de la question :
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Sil > k, la dérivée I-iéme de (z — a)* est nulle; si | < k, la dérivée [-iéme de (z — a)*,

k—1

proportionnelle & (x — a) est nulle en a. Dans la somme ci-dessous, ne subsiste donc que le

terme correspondant & [ = k :
((@—a)s(, ) = (-1)" (Z) (@)™

(—1)" <n>k(k: —1).. x 3% 2 x 16" M(a),

¢(n—k) (a)’

k
= (‘Unﬁk@(nk) (),
_ (71)71 (n 7_L'k)' (b(nfk) (a)7

= (1 (1) (5 ),

= () (A, 0),
= (=1)™n(n —1)e(n—k + 1)<5g"—k>,¢>,
On a donc
Vn e N*, Vke{0,.,n}, (z—a)* =(=1)"n(n—1)(n—2)...(n —k+1)§"0 (6.40)

Par exemple, pour k =1, on a

(x —a)o{™ = (=1)"ns"Y),

ce qui est (G39).
(ii) Pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a n, on rappelle la formule de Taylor pour les
polynoémes :
" P®)(a)
Pa) =3 e -a,
k=0

dont on déduit au sens des distributions

n. pk)
P(S((ln) _ Z P k'(a) (:C - a)k(s((ln)7
k=0 )

et donc, d’aprés ([G.40),

n . pk)
Poim =" P k@ (=1)"n(n —1)(n —2)...(n — k + 1)6*),
k=0 ’

soit encore

= 1 nl
P& — (1) PR ()= §(n—Fk)
= 3 PO

et donc
n

P = (-1)" (Z) P® (a)s{" . (6.41)

k=0
Par exemple, pour P = (z —a), on a

(x —a)o{™ = (=1)"ns"Y),
ce qui est (6.38).

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.11.



EXERCICES FACULTATIFS 95

(1) (a) Sur chaque intervalle [n,n + 1[, ot n € Z, E est constante et égale a n, soit

VneZ, Veehn+l], E(z)=n. (6.42)

(b) La fonction F est donc dérivable sur R \ Z. En chaque entier n, n € Z, elle présente un saut de

hauteur 1. Si la formule des sauts était vraie pour un ensemble infini (discret) de discontinuité, on

pourrait écrire directement

E’:Z(Sn.

kEZ

Cela est vrai, mais il faut le montrer.

Proposons deux preuves.

(i)

Considérons, pour tout n € N*, la fonction E,, égale & E sur [—n,n] et nulle sinon. La fonction
FE,, tend simplement sur R vers F quand n tend vers l'infini. Cette limite a aussi lieu dans
D’ (R). En effet, si ¢ € D (R) et si n est assez grand pour que le support de ¢ (borné) soit inclus
dans [—n,n]. On a donc, a partir de n > N,

<E%a¢>::<Ea¢>
et donc la limite quand n tend vers U'infini de (E,,, ¢) existe et vaut (E, ¢). On a donc

lim E, = E, dans D' (R),

n——4oo

ce qui implique aussi

lim E/ =F', dans D' (R). (6.43)

n—+oo
Par ailleurs, a n fixé, la formule des sauts donne
E = Z Sk (6.44)
|k|<n

Comme précédemment, on vérifie que

dim > k= 0 dans D' (R). (6.45)
|kl<n kEZ

Compte tenu de ([@43), (6-44), (€43), on a donc
E = Z .
keZ

On considére la fonction de Heaviside H dont on rappelle ici la définition

1 sixz >0,
Ve eR, H(z)= o (6.46)

0 six<0.
Le fait que H(0) = 1 n’a en principe pas d’incidence sur les calculs de distributions fait presque
partout, mais c’est important de le spécifier dans cet exercice sur la partie entiére. Montrons
que 'on peut écrire ([642) sous la forme d’une somme faisant intervenir H.
Supposons tout d’abord z > 0. Posons

F(z)= > H(z—k).
keN*

Cette somme est finie et vaut E(x). En effet, d’aprés ([6.46) H(z — k) est non nul et vaut 1 ssi
x—k>0etk>1soit 1 <ketk<asoit encore 1 <k etk < FE(x). On a donc

Fz)= > H@-k= Y 1=E®).

1<k<E(z) 1<k<E(z)
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Notons aussi que si on pose
Vo €R, Ei(x)=>» H(z—k), (6.47)
keN*

alors cette somme est finie pour tout = et nulle si z < 0. On a déja vu le cas z > 0. Si z < 0,
alors pour tout £ > 1, x — k < —k < 0 et donc cette somme est nulle. Finalement, on a montré
que

E(z) siz>0,

(6.48)
0 sixz <.

Ve eR, Ei(x)= {

Supposons maintenant que x < 0 et que = est non entier. Soit p € Z tel que p < —1. Si
x €]p,p+ 1], alors E(x) =p. On a aussi —x €] —p — 1, —p[ et donc E(—z) = —p — 1. Alinsi,

B(w) = p = —(B(a=) +1) = —B(~a) 1.
et d’apres (6.48)

Remarquons aussi que
Yy eR*, —H(~y)+1=H(y),

et donc, puisque x est non entier

E(z) = <Z H(:I:—l—k:)—l) -1,

keN*

cette somme étant finie. On peut aussi ’écrire

E(z) = < > H(zk)l)l,

ke—N~
ou encore
BE(z)= Y H@x—k) -1,
ke—N

puisque pour z < 0, H(z) = 0. Comme précédemment, on montre que si 'on pose

VeeR, E_(x)= > H(x—k) -1, (6.49)

ke—N

alors
E(z) siz<0,

(6.50)
0 six > 0.

VeeR, E_(x)= {

Si x est entier, on peut vérifier que cette équation n’est plus vraie mais, au sens des distributions,
cela nous est égal. Compte tenu de ([648) et ([G.50), on a donc

E(x)=E+(z)+ E_(x) = Z H(z—-k)+ Z H(zx—k)—1, p.psur R (6.51)
keN~ ke—N
On ne peut pas écrire

E(z)= Y H(@-k+ Y H@-k- > 1,

keN* ke—N ke—N
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car la somme ), 1 est infinie. Les sommes intervenant dans (G.5I)) sont finies et on peut
montrer, comme dans la preuve (L(b)i), que cette égalité a lieu dans D’ (R), comme série de
distributions :

E=> H(-k)+ Y H(—k) -1, dans D' (R). (6.52)
keN* ke—N
Puisque
H' (. —k)=0, 7D (R),
on peut dériver terme & terme pour obtenir :
E'=> 0kt Y O, dans D' (R).
kEN* ke—N
et donc
E' =5 dans D' (R). (6.53)
kEZ

(2) En cours de rédaction
CORRECTION DE L’EXERCICE 6.12.
(1) (a) D’aprés 'hypothése ([623) de Iénoncg, il existe N € N tel que
VYn >N, a, > B. (6.54)
(b) Tl suffit de renvoyer au lemme que ’on reproduit avec sa preuve, ci-dessous :

LEMME 6.4 (Intégration par partie générale). Soient « et 5 deux réels tels que o < B, f continue-
ment dérivable sur |a, B[ possédant une limite & droite en a, notée f(a+ 0) et une limite & gauche
en 3, notée f(B+0); on suppose de plus

f" € Lige(Jev, B]. (6.55)
Soit ¢, continuement dérivable sur [, 8]. Alors,

f € Lige(Ja, B), (6.56)
et

ﬂ / ﬂ /
/ f(x)¢' (x)dx = */ f(@)¢'(x)dx + f(B = 0)p(B) — (a+ 0)p(a). (6.57)
DEMONSTRATION. Considérons X et Y tels que

a< X <Y <p. (6.58)
Par hypothése, f et ¢ sont continuement dérivables sur [X,Y] et la formule d’intégration classique
donne

Y Y
[ f@o@e == | f@o@an + ok

et donc

/X f(2)¢! (x)dx = — /X f(@)d(e)dz + FV)6Y) — F(X)H(X). (6.59)

Puisque f est continue sur |a, 8 et admet des limites a droite et & gauche en « et 3, elle se prolonge
en une fonction continue sur [«, 8], ce dont on déduit ([E56). Ainsi f¢' est intégrable sur [«, 5] et
le théoréme de convergence dominée (voir théoréme [Q.3)) implique que :

Y B
im [ r@d s = [ @ @, (6.60)
Y—=B,Y>a
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D’apres ([6.55), on a de méme

. Y 7 A /
e [ f@otais = [ f@n (6.61)
Par définition de f(a+ 0) et et f(8 4 0) et puisque ¢ est continue en « et 3, on a
i 06 = f(a+0)0(a), (6.62a)
L lim_ FX)6(X) = (8= 0)6(5). (6.62D)

Il suffit donc de passer a la limite X — a avec X > aet Y — [ avec Y < 8 et d’utiliser (G.59])

6.60), [E.6T) et 6.62). O

(¢) Procédons exactement comme dans le point BIITT du cours. Soit i € {1,..., N — 2}. Appliquons le
lemme [6.4] avec o = a; et B = ait1, ce qui donne

aj41 @q41
/ F@)¢! (@)de = — / P @)é@)de + flaips — 0)d(aiss) — Flas +0)b(as),

i i

et donc

vie o n-2, [T i@e@ar=— [T P@o@ds + e - 06ein) - fo +06@). (669

i i

Si on somme toute ces égalités pour ¢ décrivant {1,..., N — 2}, on obtient

[ e dx—z/”l # (@),

- (— [ @ )dﬂ?+f(ai+1*0)¢(ai+1)*f(ai+0)¢(ai))7
i=1 a;
N-2 i1 N—2
=3 (- [ @t ) + X (lendtai - 0) - fla +0)o(a),
i=1 aq i=1
N-2

an_ N-2
— [T r@swds + 3 flosra = 0)d(arr) = 3 flai +0)o(a),
aj =1

on manipule les somme pour faire apparaitre les sauts de f; on commence par isoler les deux termes initial et final

des deux sommes :

N-3 N—-2

—— [T @+ Y Flasrs —0d(ain) - 3 fla +006(as) + flay-1 ~ 0dan—1) - Flar +0)(a),

=1 =2

on pose i/ =i+ 1 dans la premiére somme que ’on réécrit ensuite s :

an_1 N-2 N-2
=— / f!(@)¢(z)dz + Z flai = 0)p(a;) = > flai +0)d(a;) + flan—1 — 0)p(an—1) — f(a1 + 0)p(a1),
aj i =2

N—-2

=- /aN f(@)p(z)dr + Z (f(ai = 0) = f(ai +0)) ¢(ai) + flan—1 — 0)¢p(an—1) — f(a1 + 0)¢(a1),
et donc

aN-—1 anN_1 N-2
/ f (@) (z)dz = _/ f(@)p(@)de — > oa,é(a;) + flay—1 —0)p(an—1) — f(a1 + 0)¢(ar). (6.64)
aj al =2

On conclut exactement comme dans le point BI[77 du cours.
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De la méme fagon que dans la question [Id on obtient en utilisant les deux hypothéses (635) et

(636) de I’énoncé

[ @@= [ pwow + o - 0o (6.65)
A A

B B
[ i@e@ar=— [ P - flay+0)dten ) (6.65b)

Bref, si on somme ([6.64) et (6.63]), on obtient

B B N-—-2
/ f(@) (x)de = — /A @)l = 3 onolar)

A
+ flan—1 = 0)p(an—1) — flan—1 +0)d(an—1) — f(a1 +0)¢(a1) + f(a1 — 0)¢(a1),

soit encore
/A f(z)¢' (x)dz = —/A f(@)¢(z)dz — ; 0a,(a;). (6.66)

Enfin, d’aprés hypothése (6.36) de I’énoncé, pour tout n > N, ¢(a,) = 0 puisque a,, est en dehors
du support de ¢. Ainsi, ([G.66]) s’écrit aussi

B B
vz N, [ @i == [ F@eeds - 3 o). (6.67)

et en particulier, en passant & la limite n — 400, puisque cette derniére somme est finie et indé-
pendante de n :

B B +oo
/A f(@) (x)de = — /A @) = 3 0u 0000 (6.68)

(d) Bref, on conclut en écrivant, grace a (G.68))
<T;'a ¢> = _<Tfa ¢/>a
)

= 7<f7 QS
B
— [ 1@ @ys,
A
B =
_ /A f(@)o@)de + Y 0 6la),

B ™=
_ /A 7 @)6@)de + 3 00,00, 6).

+oo
= <f’+20’ai,¢>.
=1

REMARQUE 6.5. Notons que griace aux équations (6.67) et (668)), on a aussi montré que

—+oo
la distribution Z 0a;0q; €Xiste. (6.69)

i=1
REMARQUE 6.6. La démontration de I’équation ([6.26]) de I’énoncé se fait exactement de la méme
fagon.

(2) La méthode est tout a fait identique a celle de la question [Il
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(a) La suite a,, est strictement monotone donc existence de I provient du théoréme de la limite mo-
notone. Voir par exemple [Bas22, Chapitre "Suites"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.
fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf.

(i) On raisonne exactement comme dans la question [Id

(i) Précisons les différents passages a la limite dans les différents termes de I’équation (6.38) de
I’énoncé. On rappelle 'hypothése ([6.27)) de I’énoncé.

(A) On rappelle que d’aprés Péquation (6.40) du cours, f’¢ appartient elle aussi a L, (R). Ainsi,
d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (voir théoréme page 256] du
cours.), on a

aN—1 l
lim f(:z:)(b’(:n)d:n:/ f(x)¢' (z)dz. (6.70)

N—4oc0 a1

REMARQUE 6.7. Pour justifier la condition de la remarque on écrit dans R 4 U {oo}, sil est fini, d’aprés
le théoréme de convergence dominéé de Lebesgue :

1 +0  rapiq
/ |f’<z>\dx=§:/ ),
aj k=1"%%

quantité finie d’aprés I’équation ([G34]) de I’énoncé, ce qui implique que f’ appartient & L1 (R).

loc

&
(B) On montre de méme que f¢’ appartient a Li (R) et que
aN—1 l
lim f(@)p(x)dx = / ' (z)p(x)dx. (6.71)
N—~+oco a1 a1

(C) Puisque ¢ appartient & D (2), on peut considérer le maximum M de |¢| sur [A, B]. On a
donc, d’aprés 'hypothése ([6.29al) de 1’énoncé

N-=2 N-2
VN € N*a Z |Uai¢(ai)| <M Z |0ai¢(ai)|’
1=2 1=2

+oo
S MZ |Uai¢(ai)| ?
=2

< +00.

La série de terme général o, ¢(a,) converge donc et on a

N —+oco

N—-2 —+o00
lim Z Oa;0(a;) = Zaaiqﬁ(ai). (6.72)
=2 =2

REMARQUE 6.8. Comme dans la remarque [6.5] notons que grace a I’équation (672) on a
aussi montré (G.69).
(D) Montrons que I’hypothése ([6.29H) de I’énoncé implique
lim  f(an—1 = 0)p(an—1) = f(I = 0)o(l). (6.73)

N —+oc0o

Démontrons le lemme suivant, qui permet de démontrer (G.73)).

LEMME 6.9. Soient « et 3, tels que o < 8 et f définie sur [a, B[, ayant une limite ¢ gauche
en 3, notée f(B —0). Soit (u,) une suite d’élements de [«, B[ tendant vers 3. On suppose
que

pour tout n € N, f admet une limite & gauche en wu,, notée f(u, —0). (6.74)


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
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Alors,
lim f(u, —0)= f(8—0). (6.75)

n—-+oo

DEMONSTRATION. Soit n € N. D’apreés (6.74]), pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que
Vo €lun — ryunl, |f(un —0) — f(z)] <e.
En particulier, pour ¢ = 1/n, il existe
Un €Jun — 1/n, up| (6.76)
tel que
[f(un = 0) = f(un)| <

Il suffit ensuite de passer a la limite n — +o0o. Le théoréme des gendarmes, I’hypothése sur
un et ([G70) impliquent

, (6.77)

S|

lim v, =3,
n—-+oo

VneN, v, €la,f[.

Ainsi, puisque f posséde une limite & gauche en 3, on a

i [ = £(30) (6.78)
On conclut grace en passant a la limite n — 400 dans ([6.77) et [G.18). O

Ainsi, le passage a la limite dans 'équation ([38)) de I’énoncé implique compte tenu de (6.70),

l l +oo
[ f@¢@de =~ [ f@ode =3 ouola) + £0-0060) - flar +0)o@). (619

1

Enfin, de la méme fagon que dans la question [Id on obtient (G.65al) et

| r@d@as = [ r@ota - ra+ 00, (6.80)
Ainsi, la somme de ([@.65a), (679) et (680) fournit
B B +00
[ f@d e == [ f@oads =3 ou(e) + £ - 0)60) = flar +0)olar) + Flar — )(ar) — £+ 0}

A

B +oo
= 7/}4 fl(:L')QS(:L')d:L' - Zaai¢(ai) - O—ald)(al) - 0l¢(l)7

B I
_ */A 7 @é@)dr =Y u.0(a) = 216(0)

ce qui donne exactement ’équation (6.30) de I’énoncé.
REMARQUE 6.10. L’équation (G.31]) de I’énoncé se montre de la méme fagon.

REMARQUE 6.11. On renvoie aux sections [B.1] [B.2] et [B.3] de I'annexe [Bl ot sont traités trois
exemples de formules de saut avec un nombre infinis de discontinuités.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.13.

(1) Non tracée



(2)
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e On ala convergence de d. vers 0, simplement sur R* et la convergence de d. vers ¢ dans D’ () (voir

équations (6.57) et (6:60) de la version longue du cours). On n’a pas d’autre mode de convergence.

REMARQUE 6.12. On peut aussi, comme dans ’exercice poser y = x/e et observer que

[ao@ar=1 [ 6/22 $(a)d,

eJ_e

1/2
= / #(ey)dy,
1/2

qantité qui tend vers ¢(0) quand € tend vers zéro.

&

On a la convergence de H. vers H, simplement sur R*, presque partout sur R, dans L'(Q) et dans
D' ().

En effet, les convergences simples sur R* et presque partout sur R sont immédiates. La convergence
a aussi lieu dans L!(Q). En effet, on peut remarquer géométriquement que

/|H7HE|:5/2><1/2><2:25,

ce qui tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro. (voir définition [P3)). Une autre fagon de procéder et
de remarquer que la convergence de H, vers H a lieu presque partout sur R et qu’elle est dominée,
puisque

Ve>0, VexeR, |H.(z) <1,
et on n’a plus qu’a appliquer le théoréeme du cours! On en déduit alors la convergence dans
D' (Q).
Une autre fagon de procéder pour montrer directement la convergence de d. vers § dans D’ () est

de remarquer que H, converge vers H dans D’ (Q) et donc, par dérivation, que H. = d. converge
vers H' = § dans D’ (Q2).

(3) D’aprés la remarque [6.19 page du cours, les valeurs de la fonction H. et de la fonction limite en

zéro quand ¢ tend vers zéro n’ont aucune importance.

(4) Non corrigée, mais les résultats sont les mémes!

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.14.
Exercice issu de [Pet98, p. 47 a 49]. Correction non rédigée.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.15.
Cet exercice a été donné aux 'examen de OMI 3 en décembre 2021.

(1) Pour tout n, on pose

1
I, = n/ " f(t)dt.
0

Dans cette intégrale, on fait le changement de variable u = n(1—t), on obtient t = 1—u/n et du = —ndt
et donc

ve [ 020 2
I, = /On (1 - %)nf(l - %)du. (6.81)

u

soit encore

On a

Yu e [0,n], 1——2>0, (6.82)
n
et on a aussi
u n
VueR,, lim (1 - —) _— (6.83)
n—oo n
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En effet, pour n > 0 et pour n > u, on écrit
U\ In(1—-%
(1 - —) = exp M(—u) . (6.84)
“n
Par ailleurs, on a aussi, puisque f est continue en 1 :

VueR,, nli_}n;of(l - %) = f(1). (6.85)

On définit la fonction G,, définie sur R par

1-9)"f(1—-2), siuel0,n],
0, si u €]n, +o00],
De sorte que
—+o0
VneN*, I,= Gp(u)du. (6.87)
0
Montrons que
Vuelo,n], 0< (1 - 3) <eu, (6.88)
n
Pour cela, on utilise le fait que (par convexité ou Taylor-Lagrange)
Vh>—1, In(1+h)<h. (6.89)

Pour u € [0,n[, on pose h = —u/n qui est bien strictement supérieur & —1, on obient donc

ln(l—g)g—ﬂ
n n

fln(l,ﬂ) >4
n n

—nln (1 — —) > u,
n

ce qui implique
et donc

et

nln (1 — E) < —u,
n

ce qui permet de conclure en prenant l’exponentielle. Si n = u, (6.88) est vrai. De (6.88), on déduit
donc

Vue R4, |Gn(u)] < Me™™, (6.90)

ot M le maximum de |f| sur [0,1], qui existe car f est continue. La fonction u — Me™™ est dans

LY(R ). De (6.83) et ([6.85), on déduit donc
Yu e R4, li_>m Grn(u) = g(u), (6.91)

ou g(u) = f(1)e™*. Ainsi, d’aprés (G.90) et (6.91]), les hypothéses du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue sont vérifiées et on peut écrire
—+o0 —+o0

lim Gn(u)du = lim g(u)du = /0+00 F(e "du = f(1) /OJFOO e “du = f(1),

n—-+oo 0 n—-+o0o 0

et on retrouve donc ([G.96]).
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La fonction g,, est dans L'(R ;). Si on applique le résultat de la question[Ila toute fonction ¢ € D (R ),

on a
1

lim [ gn(t)6(t) = &(1),

n—-+oo 0
soit encore, compte tenu de la définition de g, :
—+oo

lim gn()o(t) = 01(¢),

n—-+oo 0

ce qui traduit donc que, dans D’ (R ), on a

lim g, (t) = d1.

n—-+oo
Oui, on peut mais c¢’est plus technique :
Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que
€
Ve el -n1], [f(z) = fA)] < 7. (6.92)
Pour tout n, on a par ailleurs,
1 1—n 1
n/ £ F(t)dt — f(l)’ < n/ t"f(t)dt’ + n/ 1 F(t)dt — F(1)],
0 0 1—n
et donc en posant
1flloe = max If)I
on a
1 1-n 1
VYn € N*, n/ t”f(t)dtf(l)'§n||f|oo/ t"dt + n/ t"f(t)dtf(l)‘. (6.93)
0 0 1-n

Le premier terme vaut

n n+1
1— +
£l 2 (=),

et donc, d’aprés (693,

L n
werw, |n [ e g0 )| < Iflo Zpa -

1

n/ £ F(t)dt — f(l)’ O (6.94)
1-n

Majorons maintenant le second terme : d’aprés (6.92), on a

Vo e[l-n1l, JO)-7<I0<I0)+

)

=] ™

et donc . -
nt" (f(l) - Z) < nt"f(t) < nt" (f(l) n Z) ,
et en intégrant en ¢ € [1 — n,t], il vient
1

n(f(l)i)/ll t”dtgn/ll t”f(t)dtgn(f(l)Jri)/l tdt,

-1 -1 -7
ce qui implique aprés calcul de Pintégrale et en soustrayant f(1)

-2) <ni - - 4 nz)fﬂ)f(l) < n/llnt"f(t)dtf(l) <n(r@)+3) <ni - u ;1)1

ce qui implique

n+1_ n+1

) (o - o ) - (2 ) o [ g )

+1 n+l .

<50 (g - B2 )5 (- ) o
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A e et > fixés, puisque 1 — 7 < 1, la limite de (1 —n)" est nulle quand n tend vers I'infini. Ainsi, il
existe N1, Ny et N3 tel que

n n €
vn > N1, | flle n—+1(1 —n)"T < <

_3,
n (1-n"t £
VYn > N- 1 — -1 < —
"= 82 f()(nJrl n+1 -3
el n (1—n)nt] e
VYn > N- — — < —.
[ A P n+l |~ 3

Ainsi, d’apres ([6.94), et (695), pour n > max(N1, N2, N3), on a

n/olt”f(t)dt f(l)‘ <e.

On a donc montré

lim n/l mF()dt = £(1), (6.96)

n—-+oo 0

REMARQUE 6.13. Un des étudiants de Mécanique 4A a fait la judicieuse remarque suivante (sans
Pexploiter totalement!) : Si f est dérivable, on peut écrire par intégration par partie : on intégre ¢" et

on dérive f(t)
1 . 1 tn—i—l , tn 1
n/o ; f(t)dtzn(—/o =+ {n+1f(t)]0>,

n

1 1
" = ntl g/ o
n/o £ F(t)dt = /Ot 70t + =27 (1),

et donc

n+1
D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesque, on peut vérifier que

1
/ t" T (t)dt — 0
0
ce qui permet de conclure :

n

1 1
n _ n+1 p/ n
n/o 1 P (1) dt = n+1/0 e Ot + (1) = 7).

Il faudrait finir complétement le raisonnement en exploitant la densité de ’ensemble des fonction
dérivables dans L'(0,1)!

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.16.
Exercice issu de [Bal91l, p. 77]. Correction non rédigée.

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.17.
Cet exercice a été donné aux l'examen de OMI 3 en décembre 2014 et enrichi, & 'examen en 2018.

(1) Si x est non nul, on a
1
ful) = nf(nz) = —(na) f (na)
qui tend vers zéro en quand n tend 'infini, d’aprés I’énoncé. Si z est nul, on a
fn(z) =nf(0),

qui tend soit vers zéro (si f(0) est nul) ou +oo sinon. Ainsi, la limite simple de (f,), est nulle si £(0)
est nul et sinon égale a la fonction nulle sur R* et égale & £00 en zéro (ce que les physiciens appellent
le Dirac!).
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(2) On a vu dans l'exercice de TD que la limite de (f,) dans D' (R) est 4, ce qui ne contredit pas le
résultat qui vient d’étre montré !

(3) Puisque (f,) tend vers § dans D’ (R), d’aprés le lemme [6.47 du cours, la distribution-fonction ( ék))
tend vers (%) dans D’ (R).
(4) (a) On peut appliquer le résultat de la fonction Bl mais puisque f (donc f,) est discontinue, f; n’est
pas une distribution-fonction.
(b) On peut appliquer le résultat de la fonction Blet puisque f (donc f,,) est dérivable presque partout,
1} est une distribution-fonction qui converge vers ¢’ dans D’ (R). Si k > 2, comme précédement, on
peut affirmer que f tend vers 6” dans D’ (R), mais f;/ n’est plus une distribution-fonction.

(¢) On a

1 e
f(z) = o 2, (6.97)
et donc, puisque f,(z) = nf(nz)
Fa) = T2 (6.98)
z)=———=¢ x. .
" Vo
On montre aussi que
n3 2.2
fr(@) = L e 222 1), (6.99)

V2
qui est s’annulle en +1/n, positive sur [1/n, 0o et | — 0o, —1/n[ et négative sur [—1/n,1/n]. On en
déduit le tableau de variation de f’.

Voir les figures et

(5) On a toujours f,(x) =nf(nz) et donc, pour tout k
F8) (z) = nk LR (ng). (6.100)

Il ne reste plus qu’a calculer f(*) ou f est donnée par ([G.97),

1
f(@) = e 2, (6.101)
notée sous la forme
f(x) = ae’® (6.102)
ota=1/V2ret f=-1/2.

Montrons par récurrence sur k € N que
F®(x) = apy(x)e (6.103)

ol pi est un polyndme. Pour k = 0, c’est vrai avec po(z) = 1. Supposons ([@I03) vraie pour k et
démontrons-1a pour k+ 1 : on a

f(k-‘rl)(x) _ (apk(x)e,@ﬁ)/,

= ae® (p)(x) + 2Bapr(x))

et ainsi (GI03) est vraie a l'ordre k + 1 en considérant le polyndéme py11 défini par

Pr+1(2) = pi(x) + 2Bzpy (@), (6.104)
ce qui fournit donc une relation de récurrence. Par exemple, on a pg(x) =1 et donc

pi(z) = 2px. (6.105)
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FIGURE 6.5. La représentation de la fonction f/, pour quelques valeurs de n.

Ainsi d’aprés (6.100)

fu(z) = an?f'(na),
= an2p1(n$)eﬁ("m)2,

B(nI)Z,

20m? fnzxe

3
n 2.2
e nm/2.

V2r

ce qui redonne bien (6.98). On a aussi

pa(x) = (2Bz)" + 2B2(26x) = 46%22 + 28,
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FIGURE 6.6. La représentation de la fonction f/” pour quelques valeurs de n.

et donc

fil(@) = an® f" (nx),
= an®(43*n*z? + 25)6’6"5”2,

n 2.2
:—(TL2:E271)6 nx /2,

ce qui redonne bien (6.99).

CORRECTION DE L’EXERCICE 6.18.
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On cherche une fonction v, vérifant

Vz €[0,1], oY(xz) = M.(z), (6.106a)
Va € [0, L], dﬁix) +pe(z) =0, (6.106b)
Vz € [0, L], %‘ix) +T.(x)=0,, (6.106¢)
v.(0) = 0, (6.1064)
(0) = 0. (6.106¢)

(1) (a) D’apres I'équation d’équilibre locale (G.I06D) intégrés entre 0 et z, on a

vre[0,1], To(z)—To(0) = — / " pe(@)da L (6.107)
0

On intégre une fonction en escalier, donc T. est C°. De méme, 1’équation d’équilibre locale (6.106d)
intégrés entre 0 et z, on a

vre(0,1], M.(x)— M.(0) = — /0 "1 (w)dr. (6.108)

Ainsi, M, est de classe C*. D’aprés (6.106al), v est de classe C! et donc v, est de classe C3 et C*
par morceaux.

(b) D’aprés I'équation (GI07) appliquée & = 1 (ce qui revient a exploiter I’équilibre global de la

poutre), on a

LAt 1
T.(1) — T-(0) :/0 Cil:c dx = —/O pe(z)de = -1,

et done, puisque T.(1) =0,

T.(0) = 1.
Si utilise de nouveau (G.I07), on a

x dTE 1
T.(z) = T:(0) + dr =1- pe(w)dx
o dx 0
et donc
1, siz€[0,1/2—¢/2],
2x—1—
Vo e0,1], Te(x)={-1/222"""° size0,1/2—¢/2]. (6.109)
€
0, stz €[1/2+¢/2,1],

Si on intégre de la méme fagon 1’équation (G.I08]), on obtient donc

1/2 -z, size(0,1/2—¢/2],

2
vz €[0,1], M(z)= 1/4—1/2x+1/2%—1/2§+1/85—1+1/85, size[l1/2—¢/2,1/2+¢/2),

0, sixze[l/2+¢/2,1],
(6.110)

(c) On utilise ([6106a), pour = € [0,1/2 — &/2], avec les conditions aux limites (6.106d) et (G-106d), On

obtient apreés calcul

Vo €[0,1/2—¢/2], wv.(z)=—1/62+1/42° (6.111)
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(d) T faudrait écrire (61064l sur [1/2 —e/2,1/2 + /2] avec comme condition aux limites
v:(1/2—¢) =v.(1/2— e+ 0),
vl(1/2 —¢) =vl(1/2 —e+0).
ol v:(1/2 — e+ 0) et v.(1/2 — e + 0) sont les valeurs & gauche de v, connue sur [0,1/2 —¢/2],
puisque la fonction v. est de classe C*. On ferait ensuite de méme sur [1/2 + /2, 1].

(2) D’apres la question [[al v. est de classe C3, donc les trois premiéres dérivées de v. sont des fonctions
continues, a la différence de la section du cours ot la dérivée troisiéme de vy n’était pas continue.
Enfin, ici, en terme de distributions, la dérivées quatriéme de v. est une fonction en escalier, dans
L?(0,1), contrairement a la section du cours ou la dérivée quatriétme de vy était le Dirac, qui
n’appartient pas a L2(0,1).

(3) On fait maintenant tendre & vers zéro.

(a) On a admis que

_ e T _l Pl 1 a? 2 _ _ 3 :
Vo € [1/2—e/2,1/2+4¢/2], vg(z)—384€ 1/48€+1/16z % 1/12 . +64€ 96 ° +1/16 . +1/82° —1/16xe —1/122° +1/16x
(6.112)
et que
Vo €[1/2—¢/2,1], ve(x)=1/8z+1/24xe* —1/48 — 1/48 2. (6.113)

D’apreés les expressions (6111]), (6112), et (G-I13), on constate que si e tend vers zéro alors, v, tend
simplement vers la fonction vy définie par

—1/62% +1/42%, size€[0,1/2],

vz € [0,1], wolz) =< 1/24, siz=1/2, (6.114)

1/82 — 1/48, siz €]1/2,1],

ce qui est exactement l’expression de la déformée associée a la force ponctuelle vue dans le cours (cf.
équation (6.6) de la version longue du cours), dont on sait qu’elle est C3. On peut donc remplacer

©2) par
—1/62° +1/42% siz€0,1/2],
Ve e [0,1], wo(x)= (6.115)
1/8z —1/48, six € [1/2, 1],
On en déduit donc aussi

0,

1 1—-8x+24xe—4e—322°+6e2 —4e3+ 2422 — 48 2% — 24 xe? + 3223 + 24 122 + ¢
384 €

Vo € 0.1), vela)-w(@) = o

1 1—-8x—24xe+4e—322°+6e2 —4e3+ 2422+ 48 2% — 24 xe? — 3223 + 24 122 + ¢
384 €

1/24 2e* — 1/48 €%,
(6.116)
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Remarquons que sur [1/2 —&/2,1/2[, on a |z — 1/2| < &/2, donc

Vo € [1/2—¢/2,1/2], |vo(z) —ve(z)] < 12—27853. (6.117)

On fait de méme sur ]1/2,1/2 + ¢/2,1]. Bref, compte tenu de (6I16) et (EII7) et puisque x est

borné, on a montré la la convergence uniforme de v. quand e et donc aussi dans L?(0, 1).

(b) On constate que l'on a

0, sixz€[0,1/2—¢/2)
—-12 1222 + 822 — 1222 + 622 46 3e—3e2—-1+¢8
1 pag 2TE I TE 0T v b At se e T It G e/2—e/2,1,
19
Vo € [0,1], vl(z)—vy(x) =< 1/48¢2, sixz=1/2,

1226 — 1222+ 823 — 1222 + 62?2 +6x —3e—3e2 —1+¢3
£

1/48 . size|l/2,1/2+¢/

1/24 €%, sixze[l/2+¢/2,1]
(6.118)

En raisonnant comme pour estimation (6117, on obtient donc la convergence uniforme de de v’

vers v, sur [0, 1].

REMARQUE 6.14. On constate que l'on a

0, siz€[0,1/2—¢/2],
4a% +4dxe —4 2-2e+1
g irtAre :J“‘E el Gire[2-e/2,1)2],
Vz € [0,1], v!(z)—v(z) =4 1/8¢, six=1/2, (6.119)
2z —1—¢)
g2t six €]1/2,1/2 +¢/2, 1],
€
0, sixz€[l/24¢/2,1].

On vérife aussi de méme que v/ converge uniformément vers v sur [0, 1].
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On constate aussi que

0,
22 —1
1t 1te
g
v e (0,1, o (x) — o (@) =40,
20—1—¢
1/2 —4m8 ——
/ . :
0,

En particulier, on a pour tout x € [0,1], on a

s 3y 0, (3) _
h_%vo () — v (z) =0

€

sizel0,1/2—¢/2],

sizell/2—¢/2,1/2],

siz=1/2,

siz€]1/2,1/2+¢/2,1],

size[1/2+¢/2,1].

)

mais cette limite ne serait étre uniforme puisque par exemple, on a

x=1/2—¢/de1/2—¢/2,1/2],= v® () — o (x) = 1/4,

. ) 4
qui ne tend pas vers zéro! On peut remarquer que vg )

est donné par

0, sizel0,1/2],
vz e [0,1], oM (z) =L, siz=1/2,
0, si x €]1/2,1].

On retombe en effet sur le fonction p., ce qui est tout &
définie par

fait normal! Ainsi, v£4)

0, sizel0,1/2[,
v € [0,1], v(()4)(z) =4 400, six=1/2,
0, sizell/2,1],

ce qui est vision « au sens des fonctions » de v{? — §; /2 dans D' (Q).

€ est le probléme étuidé dans la section du cours a tout point de vue. En effet,

112

(6.120)

(6.121)

a une limite simple

(6.122)

(c) Si on compare a la situation du cours, on constate que la limite du probléme étudié ici quand

— le chargement p. tend le chargement p = 4,/ au sens des distributions, mais pas comme fonction ;

— on peut vérifier que Veffort tranchant défini pour ¢ (voir (G.I09)) converge simplement vers
Peffort tranchant défini par ([G.3]) de la version longue du cours;

— on peut vérifier que le moment fléchissant défini pour € (voir ([GI10)) converge simplement vers
le moment fléchissant par ([6.4) dans la version longue du cours;
— la fleche v, tend vers la fleche vy (voir (6114))) définie par (6.6 dans la version longue du cours;
cette convergence est uniforme pour les dérivées 1 a 2, simple pour la dérivée troisiéme. A partir

de la dérivée quatriéme, on n’a plus de convergence simple ni dans L?, mais seulement une

convergence au sens des distribution (voir remarquel6.I4). A partir de cette dérivée quatriéme, on



EXERCICES FACULTATIFS 113

quitte donc ’ensemble des fonctions en arrivant dans un espace plus gros, celui des distribution,
remarque confirmée par les résultats de la question

(4) Ces calculs auraient pu étre menés de fagon moins calculatoire en calculant les fléches par dérivation
de I'énergie de déformation, comme dans I'annexe [Basllb, Annexe F|. Proposons une autre preuve.
On peut constater aisément & partir de Uexpression (6.I10) que M. tend simplement vers la fonction
m définie par

1/2—=z, sixzel0,1/2],

Vx € [0,1], m(xz) =<0, six=1/2, (6.123)

0, si z €]1/2,1].

Remarquons que cette fonction est le moment My défini par ([6.4]) de la version longue du cours associé
a la fléche de la structure avec un effort ponctuel appliqué au milieu. On a alors m = My et

0, siz€l0,1/2—¢/2],
1/84z2+4x5—4§+52—25+1’ Sxel/2—e/2.1/9]

Vo €[0,1], M (x) — Mo(x) = {1/8¢, six=1/2, (6.124)
1/825—4m+4$€2_4$+52+1, six€]1/2,1/2+¢/2,1],

0,sizell/24+¢/2,1].
Les résultats sont évidemment les mémes que ([GI19). La convergence de M, vers My est uniforme, ce
qui montre donc, selon (GI06a) que

v — My, uniformément sur [0, 1]. (6.125)

Remarquons aussi, que, d’aprés la condition (6I06€) que v.(0) = 0 — 0. D’aprés le théoréme de
I'annexe[P]du cours appliqué a la suite de fonction v/, on sait que My est continue et que la convergence
de v. vers la fonction ¢t — v(t) = 0+ fot m(s)ds est uniforme et que ¥ = Mjy. Si on recommence, on
montre donc qu'il existe une fonction p vers laquelle v. converge uniformément avec p' = v. Bref, v,
tend uniformément vers p avec

Vo €[0,1], ' (x)= My(z),
#(0) = lim v (0) = 0,
MI(O) = gl_% v:(0) = 0.

Donc, en comparant avec (et admettant I'unicité) les équations (6.45) des sujets de TD, on en déduit
que p = vg. On a donc (voir annexe [P) que

li = dans D' ().
lim ve = v, ans D' ()
Grace aux proprité de la section [6.4], on en déduit que

lim v(*) = v(()4) dans D' (Q).

)
e—0
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D’aprés (6.61) de la version longue du cours, on a done, en passant a la limite dans I’équation

v(()4) = % dans D' (Q2),

on a donc 7
4
'U(() ) = E5L/2 dans D/ (Q),

On montre aussi, par passage & la limite simple cette fois-ci que, les conditions aux limites
v9(0) =0,
vp(0) =0,
v (L)
v (L)

0,
0,
sont vérifiées. Bref, v(()4) est donc la fleche correspondant a la poutre soumise a l’effort tranchant

ponctuel.
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Produit de convolution

CORRECTION DE L’EXERCICE 7.1.

(1) Issu de |Sau, Exercice 86].

Ecrivons successivement les différentes définitions : soit ¢ une fonction test. On a alors :

(0, (0a, 9. + 1)),
= (0, [o(. + 2)] _,),
= (p, pla + x)),

= [#(a + )],y

= ¢(a+ D),

< a-‘rba >

<5a * 5b7 >

On a donc
5(1 * 5b = 5a+b~

(2) (a) 11 suffit de reprendre le calcul de la question [I dans le cas plus général : pour toute fonction test ¢,
on a

(0a * T, ) = (T, (0a, ¢(- + 2)))
et donc
(0o T, ¢) = (T, ¢(a+ x)). (7.1)
(b) Si T = f, on a donc, selon ([T1)),

(0a x T, ¢) = (f, ¢(a + z)),

/f ¢(a+ x)d

intégrale dans laquelle, on fait le changement de variable u = a + z

/fu—a

(-—a),9),

et donc d, * f est une distribution donnée par

dox f=f(.—a), (7.2)

qui appartient donc a Li_(R).

CORRECTION DE L’EXERCICE 7.2.
Issu de |[Dehl, Exercice 1.11].

115
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Déterminons, pour toute fonction test ¢, <§ * Tv, ¢>, ot T = e®T et S = €27 S. Pour simplifier, en utilisant

la notation (CI8) page B3 on notera T = e®T, et S = e®S,. Ainsi, on a successivement d’apreés la définition
du cours et en utilisant la notation (Z.I8]),

(§+7.0) = (€5 + ("2 0),
= (e Ty, (€™ Sy, d(z +y))),
= (T, e®™(e™ Sy, p(x +y))),

ax

et puisque e*® ne dépend pas de y

= (T, (ee™ Sy, $(z +y))),
. <ea(z+y)Sy, oz + y)> >,

T, (S "oz +9) ) ),
T, <Sy,1/)(:r + y)>>,

I
N~

~

ou ¥(z) = ¢(2)e?* et grace a la notation [[.I8 du cours

= <S*T,Z/J>,
(ST, e ),
=(e"(5xT),9)

et donc S x T = e (S % T) et d’on le résultat.

CORRECTION DE L’EXERCICE 7.3.
Issu de [Sau, Exercice 87].

(1) (a) D’apreés la propriété [[117 page B8 du cours, on a
1x6' =(1%8) =1"s5=0%6=0,
et donc
1x4" =0. (7.3)
(b) De (T3], on déduit donc
(1x6")* H=0. (7.4)
(2) (a) On écrit de nouveau, d’aprés propriété [[.I7 du cours :
§«H=(5xH) =H =4,
et donc
8« H=4. (7.5)
(b) De (T3], on déduit
1% (' «H)=1%x6=1,
et donc

1% (8 «H)=1. (7.6)
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(3) Si on compare ([T4) et (T8, on constate que le produit de convolution ne semble pas étre associatif

puisque
1% (8"« H)# (1%x8)xH, (7.7)

et cela semble donc contredire la proposition de la version longue du cours! En fait, ici, elle
n’est pas valable. Pour définir le produit de trois distributions, elle suppose par exemple que, tous les
produits de deux distributions existent, ce qui est faux ici. En effet 1 x H n’existe pas. Les conditions
suffisantes de la proposition page [IT7 de la version longue du cours ne sont pas assurées. En fait,
il faut montrer sur 1 x H que la définition du cours n’est pas valable. Si 1 x H existait, d’apreés la
proposition du cours [[.T4] page 7] alors H * 1 existerait. En utilisant la notation (ZIg)), déterminons,
pour toute fonction test ¢,
ouT, =1et S, = H. Ainsi, on a

(Sy * Ty &) = (T, (Sy, &z +y)))- (7.9)

Or, on a

—+oo
wwwz+mw:/ﬂwwu+ymy:A oz +y)dy.

Dans cette derniére intégrale, on pose u = = + y, & x fixé. On a donc

“+o00
(Sy,d(z +y)) = o(u)du.

x

et donc, d’apres (Z9), on a successivement, en notant g(x) = f;oo o(u)du :

+oo

(Sy x Ty, d) = <Tm, : ¢(u)du>,

= <Tz; g(:c)),
+oo
= / g(x)dx,

— 00

_ /:o (/;OO ¢(u)du) da,

_ / o ( " B x)qﬁ(u)du) da.

— 00 — 00
On suppose ¢ > 0; on a donc une fonction positive, et on peut écrire les théorémes de Fubini et de
changement de variable Fubini dans Ry U {400} : on a alors :

(Sy * Ty, ) = //H(u — z)¢(u)dudz,

— [ [ H@ow)dvae,

— [ Hw)tw [ o) = +oc

/H(w)dw = /0+0<> dw = +00.

L’intégrale I définie par (T.8) n’existe donc pas!

onposev=uetw=u—2z:

puisque
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Exercices facultatifs
CORRECTION DE L’EXERCICE 7.4.

(1) (a) On sait que
d x (H sin) = H sin (7.10)
et ce produit de convolution existe donc. Si on admet que §” * (H sin) existe, on sait, d’aprés la
proposition du cours que

dans D' (R), ¢” x (Hsin) = ¢ x (H sin)” = (H sin)”,

ce qui nous montre que, (H sin)” étant une distribution de D’ (R), §” % (H sin) existe. On a donc
montré que
8" % (H sin) = (H sin)”. (7.11)
Calculons maintenant cette dérivée en procédant comme dans ’exercice de TD ou on a montré
que
(H sin)’ = H cos.
En redérivant, on obtient

(Hsin)" = (H cos)’ = H' cos —H sin = § — H sin, (7.12)

et donc
8" % (H sin) = § — Hsin. (7.13)

Bref, comtpe tenu de (I0), (ZII) et (CI3]), on a donc
(6" +6) * (H sin) = 8" * (H sin) + § * (H sin) = § — H sin +H sin

et donc
dans D' (R), (6” + &) x Hsin = 4. (7.14)

(b) On a donc, en posant X = H sin, dans D’ (R)
X'+ X=6xX"+X)=0+«X"+6+X=6"%X+06xX = (6" +6) « Hsin = 4.
(2) On peut se passer des convolutions et écrire directement a partir de X = H sin,
X' = Hcos+H'sin = Hcos+H'§ = H cos,
X" = —Hsin+H' cos = —H sin+J cos = —H sin +6 cos = —H sin +6

et donc
X"+ X =4

En anticipant sur le chapitre 8 du cours, on pourra aussi consulter I'exemple B29 page [1I0 du
cours.
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Applications des distributions

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.1.

(1) On renvoie a la section B2Z3T] du cours.
(2) (a) Cherchons tout d’abord une solution particuliére.
(i) Nous proposons deux méthodes trés légérement différentes.
(A) On renvoie a la section du cours qui nous donne une solution particuliere dans le cas
général sous la forme (en adoptant les notations du cours)
Y = Fx Yy,

= (ad + B8') * Yo,
= ad * Yy + B8 * Yo,
= ad *x Yy + B0 x Yy,

et donc
Y = aYp + Y} (8.1)

(B) Une autre fagon de procéder est de dire que Yy est une solution particuliére de
alT” +bT" + ¢TI = 4§, dans D' (R), (8.2)
et donc que Yy est une solution particuliére de
aT" +bT" + ¢TI = §', dans D' (R), (8.3)
et par combinaison linéaire on aboutit a (81).

(ii) La solution générale est donnée par la proposition [8:224] du cours.
(iii) Ensuite, on suppose que Y appartient a D’ . Il suffit d’utiliser I’équation ([8.82) du cours qui
nous donne donc ’expression donnée par (8.1)).
(b) On a
Y(0+0)=aYo(0+0)+ BY;(0+0)
et donc, d’aprés la définition B.20] du cours,

Y(040) = g. (8.4)

Ainsi, puisque Y est nulle sur R* | Y n’est pas continue en zéro, sauf si § est nul. On a aussi

Y'(0+0) = aYy(0 +0) + BYy (0 + 0),

= B 04 0) — eYo(0 4+ 0)).
a a
et donc 1
Y/(0+0) = — (aa— b5) . (®.3)

119
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Comme précédemment, Y n’est pas dérivable en zéro, sauf si aacv — b3 est nul.
(c) Ici, c’est encore plus violent qu’un choc avec une force égale & F = ad, puisque F = «ad + §0’.
(d) Si on utilise le résultat de 'exercice de TD [61] on a dans D’ (R),

. 6h_5—h7 !
fim =5 — =0

. . o - Sp—5_ . R
Ainsi, la force f est une combinaison linéaire de ¢ et de la limite de ~*5;=" qui peut étre vue comme

deux chocs successifs opposé appliqués a deux instants, dont ’écart est trés bref.
CORRECTION DE L’EXERCICE 8.2.
Voir I'exemple R.14] du cours.
Exercices facultatifs

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.3.

(1) En éliminant ¢ entre

q=Cu,
V — v = Rz,
=g,
on obtient
V—-—v=Ri=R§= RCv
et donc 0 Vo)
v(t t
Vit o (t — = —= 8.6
R (5.6)
ol
7= RC. (8.7)

(2) Les formule du cours [822) et (832) nous donnent
¢
u(t) = / _V(u) e~ t=w/T gy,
0

T

et donc
eft/‘r t
W20, ()= — /V(u)eu/fdu. (8.8)
0

(3) SiV(t)=Voe @, ona
¢ ¢
/ V(u)e /" du = VO/ e U Ty,
0 0

Sia=1/7,il a y raisonnance et
t
/ e e T du = ¢.
0

Sinon , .
/ efaueu/‘rdu —_ / e(*aJrl/‘r)udu _ ; (e(faJrl/'r)t - 1) )
0 0 T(—a+1/7)
Bref, on a
—t/T
VOL, sia=1/1,
YVt >0, wo(t)= T % o . ' ' (8.9)

TCavtm @7 e et

(4) La fonction V est discontinue en zéro, contrairement a la fonction v.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 8.4.

Cet exercice a été donné & 'examen complémentaire de OMI 3 en juillet 2016.

Pour plus de détails, on pourra consulter le chapitre[f, ’annexe [Ol et la section [R5.2.1] de la version longue
du cours.

(1) Soit ¢, € D (). On considere la fonction ¢ de D () égale a ¢y sur [0,1/2] et nulle ailleurs. On a

donc
<U§4)’¢1> _ <U1,¢§4)> _ /01/2 o ()6 (2)d /Olv(x)q;m) (z)dz = <U’q§(4)> — <U(4),¢§> - <51/2,¢~5> = $(1/2) = 0.
On a donc

Vo1 eD(@), (v 01) =0
et donc dans D' (1) (resp. D’ (Q2)), la distribution v§4) (resp. vé4)) est nulle.

(2) (a) La distribution-fonction 1)54) est nulle et v; est donc un polynoéme de degré au plus trois. Il en est
de méme de vy. On a donc

vy (x) = az® + bx® + cx + d, (8.10a)
v () = ex® + gx® + gx + h, (8.10b)
ou a, ..., h sont des réels.
(b) Supposons que
o =4, s, (8.11)
avec les conditions aux limites
v(0) =0, (8.12a)
v'(0) =0, (8.12b)
v (0) =0, (8.12¢)
v (0) = 0. (8.12d)
De (81I2), on déduit donc
v1(0) =0, (8.13a)
v1(0) =0, (8.13b)
WP (1) =0, (8.13¢)
o§ (1) = 0. (8.13d)

Puisque I’on cherche v de classe C2, la valeur & gauche en 1/2 et est égale & la valeur & droite en
1/2. 1l est de méme de la dérivée d’ordre un et deux. On a donc

v1(1/2) = v2(1/2), (8.13¢)
v} (1/2) = vh(1/2), (8.13f)
v (1/2) = v (1/2). (8.13g)

Enfin, la formule des saut pour la fonction v®) fournit
@ = 0012
oll 019 = vés)(1/2) - 1253)(1/2). En identifiant avec (8I1]), on obtient donc
o$(1/2) — 0P (1/2) = 1. (8.13h)

La réciproque se montre de la méme fagon.
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(¢) Compte tenu de [BI0), les équations (8I3) sont équivalentes & huit équations, données par

d=0, (8.14a)
c=0, (8.14b)
6et+2f =0, (8.14c)
6e=0, (8.14d)
1/Se+1/Af+1/2g+h—1/8a—1/4b—1/2¢—d =0, (8.14e)
3/de+ f+g—3/4a—b—c=0, (8.14f)
3e+2f—3a—2b=0, (8.14g)
6e—6a—1=0, (8.14h)
qui forme un systéme linéaire.
(d) Apres résolution, on a donc les huits valeurs des inconnues a a h, données par
a=-1/6, (8.15a)
b=1/4, (8.15b)
c=0, (8.15¢)
d=0, (8.15d)
e=0, (8.15e)
f=0, (8.15¢f)
g=1/8, (8.15g)
h=—1/48. (8.15h)
On en déduit donc les deux fonctions
vy = —1/62% +1/422, (8.16a)
vy =1/82 —1/48. (8.16b)
(8.16¢)
On retrouve donc bien les équations (6.6) de la version longue du cours.
CORRECTION DE L’EXERCICE 8.5.
On counsideére le probléme suivant : chercher u de [0,1) dans R telle que
vz €10,1], —u'(x)= f(z), (8.17a)
u(0) = u(l) =0. (8.17b)

(1) Pour que ’équation différentielle ait un sens, il suffit que u admette une dérivée seconde et donc
supposer f continue.

(2) On raisonne comme dans la section de la version longue du cours.
— Posons ©Q =]0,1[. On part de la formulation (8I7al) que 'on multiplie par une fonction v et que
I'on intégre sur [0, 1]. On supposera pour cela que u est dans H2(9) et f et v sont dans L*(€). On
obtient donc

f/ u”(x)d)(x)dx:/ f(z)o(x)dz. (8.18)
0 0

Si ¢ est dérivable, de dérivée dans L2, une intégration par partie donne

- / o (2)p(a)de = / W ()¢ (2)dz + ! (1)d(1) — o (0)(0). (8.19)
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Supposons que ¢(0) = ¢(1) = 0. On a donc, selon [BI]) et (BI9)
1 1
| w@o@is = [ s
0 0

Pour que ces intégrales soient définies, il suffit que u et v soient dans H'(2) et que f soit dans
L?(Q). Bref, on se donne f € L*(Q) et on défini 'ensemble de fonctions V par
V={veH(Q), v0)=uv(l)=0}. (8.20)

Remarquons que V est inclus dans 'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] (voir annexe [R]) et
donc que v(0) et v(1) a bien un sens. On cherche donc u € V' tel que

Yo eV, alu,v)=1), (8.21)
ol a est définie par
Yu,v €V, a(u,v) = /1 o' (z)v' (z)dz. (8.22)
et L par ’
YoeV, L) = /01 f@)v(z)dx. (8.23)

Ces définitions sont trés proches des définitions du cours.
— Supposons maintenant que (821 ait lieu. On lapplique a v = ¢ € D () C V : pour tout ¢ € D (),
on a donc

[ w@e @ = [ s
et donc, en considérant f, u(: € L2(Q) comme d(()es distributions de D’ (2), on a donc
(W) = (f,¢) =0
soit encore, d’aprés la définition de la dérivée de la distribution u’
Vo €D(Q), (-u"-f¢)=0,
ce qui signifie exactement que
—u"” = f dans D’ (Q). (8.24)

Puisque f est dans L2, u est dans H? et donc (voir annexe [R]) u est de classe C''. On a donc

—u” = f p.p. sur D’ (). (8.25)

Enfin, les conditions aux limites (8.I7D) sont vraies par définitions de V.
Bref, on a montré que si u est solution de (82Z)) alors elle est dans H% N C*, les conditions aux
limites limites (8I7H) sont vraies et I'équation (8I7al) est vraie presque partout sur .

(3) 11 suffit maintenant initialement que u soit dans H' et f dans L2 Le raisonnement précédent montre
alors que u est de classe C!.

(4) L’existence et 1'unicité de la solution de la formulation faible du probléme (8I7). sont assurées par le
lemme [S.1] du cours : Les hypothéses du lemme sont vérifiées :
— On munit V' du produit scalaire (et non de son produit scalaire usuel défini par 1’équation (BI2])
de la version longue du cours) donné par

(u,v) :/0 o (z)v' (z)dz. (8.26)

C’est bien une application bilinéaire symétrique. De plus, (u,u) = 0, entraine v’ = 0 et donc u =0
car ©(0) = 0. Ainsi V est un espace complet.
— a est coercive et bilinéaire, car c’est exactement le produit scalaire de V'!
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— On vérifie que £ est continue.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8.6.

On va adopter maintenant une autre fagcon de faire, sans sans passer par le probléme limite !

On « oublie » tout sur le probléme étudié lors de la section et on suppose que seule la solution v. des
équations (6.I06) est connue. On applique une densité d’effort tranchant p. pour € > 0 donné définie par (6.56))
page de la version longue du cours. Nous allons montrer que ’on peut passer directement a la limite. On
peut supposer sans perte de généralité que e = 1/n ol n est entier non nul. On note donc v, a la place de v,
et p, a la place de p..

Notons V l’espace de Hilbert défini par (8I41]) de la version longue du cours. Le probléme étudié se met
sous la forme variationnelle (S du cours en notant ici (voir section B5.2.1] de la version longue du cours)

L
Vu,v €V, a(u,v) :/ o (z)v" (z)dx, (8.27)
0
et
F L
VneN*, YoeV, L,(v)= E/ P (z)v(z)dx. (8.28)
0

Montrons que 'on peut appliquer le lemme du cours. Notons £ la forme linéaire définie par (8I48) de la
version longue du cours. L’inégalité (S13) du cours est vraie puisque

v(L/2)

L
VneN, Im, >0, |L,(v)—L(v)]= / pn(z)v(x)de — F
o EI

Or, si on utilise la majoration ([E.59) de la version longue du cours, a donc

F
— < = "(s)] . .
[£a(0) = £()] < - max [0/(5) (8.29)

Remarquons que si © € H?, on a classiquement en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/OS v (z)dz
< \/ | s [

< \/Z||U”||L2(07L)a
< VL],

puisque V' est muni du produit scalaire de H?(0, L) (voir annexe [R]). En particulier, si u est dans V, v/(0) = 0
et donc, d’apres (829),

[v'(s) = v'(0)] =

)

[La(0) ~ L) < SV o] (8.30)

et (SI3) est vraie avec b, = £+/L. Finalement, d’aprés le lemme[S.3 page 260]du cours, la suite (u,), converge
vers un élément u de V' vérifiant (S.I0]). Cette formulation fiable est équivalente a la formulation usuelle de la
poutre soumise a l’effort tranchant ponctuel, selon la section [8.5.2.1] de la version longue du cours et donc la
limite du probléme de poutre avec densité p,,,, est donc bien la poutre soumise & l'effort tranchant ponctuel!

Cette démarche est utilisée méme en recherche, ot 'on veut parfois construire un objet comme limite
d’objets connus. Ces objets connus satisfont a une équation, qui passe a la limite vers une nouvelle équation
dont on ne connait pas la solution. On montre en raisonnant comme ci-dessous que les objets connus converge
vers un objet qui est justement la solution de la nouvelle équation. Voir par exemple [BS02, p. 435], ou
I’on construit la solution d’une équation différentielle comme limite d’approximations définies par un schéma
numérique d’Euler implicite.



Annexe A

Corrigé de la question [5] de 1’exercice

Avant de calculer

e (A1)

Yy >0, F(y) :/ ————duz, Al
o (22 +y?)?

remarquons, que pour tout y > 0 fixé, 'intégrande f définie par

22 — g2
Vo € R, YY) = s A2
est continue sur R.
Plusieurs facons sont possibles.
(1) On peut remarquer que, si G est définie par
x
VZ',’IJER, G(x,y):*m,
alors, on a
oG % —y?
Ve,y e R, —(2,y) = ——5—.
z,y or (‘T y) (1'2 +y2)2
Alnsi, & y > 0 fixé, une primitive de f (par rapport a x) est x — G(z,y) et on a alors
soit L )
e —y 1
Yy > 0, / ———=dr = — . A3
v W T T )
REMARQUE A.1. Sous matlab, on a
oG 2,2
Yo,y €R,  —(x,y) = ——2 . (A.4)
Oz (22 +5?)

(2) Cette fagon de faire n’est pas tout a fait satisfaisante, car elle suppose le résultat connu! Procédons
autrement pour calculer F' définie par (A.J)). Procédons par étape. On renvoie pour le calcul suivant
par exemple & [Bas22, section "D.1 Primitives de fractions rationnelles", dans "Annexe D"].

(a) En fait, on aura besoin de calculer, plus tard, pour ¢ > 0, l'intégrale suivante :
tog2_y
Vi>0, VYy>0, F(y) = / (7dx. (A.5)
0

(b) A y > 0, on décompose tout d’abord I'intégrande en éléments simples. On cherche donc «, 3, v et
0 (qui dépendent éventuellement de y) tels que

ve, S o¥ _ et Bly) ) +ol) (A.6)
(22 + y2)2 22 £ 42 (22 + y2)2
Par parité, (en changeant = en —z, cette décomposition est identique), on a donc « = =0. On a
donc ) )
ve, v _ 8w W) (A7)

(1.2 + y2)2 x2 + y2 (1.2 + y2)2 !
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On multiplie par (22 + y?)? et on fait tendre z vers le zéro de x — 22 + y?, qui est iy :

o(y) = o —y?|,_,, = —v* — v,
et donc
3(y) = —2y>. (A8)
On multiplie par 22 4+ y? en on fait tendre = vers +oco, on obtient donc
Bly) =1. (A.9)
Bref, compte tenu de (A1), (A8) et (AJ), on a
.’L'2 _ y2 1 2y2
V. = - . A.10
Z @212 22+y2 (22142 ( )
On a donc
S| 5 1 1
F; = ——dr —2 ———dx. A1l
) = | =2 | (A1)
on fait le changement de variable, a y fixé, x = uy de sorte que dx = ydu et
t/y ) t/y 1
F(y):y/ ————du—2y Xy/ ————du,
! o (uy)*+y? o ((uy)* +y?)
1o 2 (v 1
g 1,
v wri™ ) e
soit

1 [ty 1 9 [ty 1
Fi(y) = ;/0 u2—+1du — ;/o mdu. (A.12)
Posons donc
t/y 1
Fi(y) = /0 w2t 1dU7 (A.13a)
t/y 1
Fau(y) = /0 Wd% (A.13b)

et calculons chacune des deux intégrales.

(i) Pour calculer Fy 4(y), il suffit d’utiliser le fait que arctan(u) est la primitive de 1/(1 + u?) :

Fiy(y) = arctan <§) . (A.14)

(ii) Pour calculer F3 ¢(y), on utilise 'un des méthodes proposées dans [Bas22, section "D.1 Primitives
de fractions rationnelles", dans "Annexe D"] : on effectue le changement de variable v = tan ¢
de telle sorte que ¢ = arctan(u) et

du , 1

% =u (¢) - COSQ¢'
On a aussi .

2 _ 2
1+U —1+tan Qﬁ—m,
et donc
t/y 1 arctan(t/y) . d¢ arctan(t/y) )
Foyy)= | ————du= - d
2,t(y) /0 (U2 + 1)2 U /0 COs ¢COS2 ¢ /0 COs ¢ ¢a

et donc

arctan(t/y)
Fau(y) = / cos®(¢)dg.
0



(iii)

A. CORRIGE DE LA QUESTION [ DE L’EXERCICE

Linéarisons cos?(¢)

cos?(¢) = % (1 + cos(29)) ,

et donc
1 arctan(t/y)
Pl =5 | 1+ cos(26)ds,
0
— Larctan (g) + E [sin(2¢)]2rctan(t/v)
2 T 4 0 ’
1 AN Y
= — arctan (—) + —sin (2 arctan (—)) ,
2 T 4 T
et donc ) )
Foi(y) = B arctan (%) + 1 sin (2 arctan (%)) .
On utilise enfin [Bas22, Proposition E.16, dans Annexe E] qui donne
2u
(T — 2%
sin(T) T
ou
u = tan(T/2),

On applique (A16) & T donné par

t
T = 2arctan (—) ,
Y

d’ott ;
tan(T/2) = —
Y
et, d’aprés (ATT)
t
u=—,
Yy
et, d’apres (AI6)
t
. Y 2u 2 (5) 2yt
sin (Qarctan (—)) = 5 = 7= 5 3
x Lru? (L) Y2+t
y

et donc, selon (AT5)

1 1 t
FQ,t(y) = 5 arctan (%) + inZj_ t2 .

Ainsi, de (A12), (A.13), (A.14) et (A.18)), on déduit

1 t 2 /(1 1 t
Fi(y) = —arctan | — | — — [ = arctan (g) + = 2y 5 )
Y Y y \ 2 T 2y +t

soit
1 t 1 1 t
Fi(y) = — arctan <—) — —arctan (g) - —x %,
y y y x y oy +t
et donc .
Vt,y >0, F, =——
Yy t(y) y2 +t2

soit, d’apres (A5,
z? — y2 t

t
vVt >0, Vy>0, S S I ——
Yy /0 (z2+y2)2 x y2+t2
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(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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et, en particulier, pour t =1, on a

1
v 0, F =—
y>0, Fi(y) R
et donc, d’apres (AR, il vient
1 2 2
e —y 1
Yy > 0, / ——dr = ———. A21
20wt T e (A2

REMARQUE A.2. Sous matlab, on obtient bien
1,2 2
< —y 9 -1
———dzx = — +1 ,
/0 (2% +y?)? (v +1)

t x2 — 92 t
et =
o (% +y?) t*+y

(3) Une autre fagon beaucoup plus élégante, aussi rapide que le point [l et efficace que le point 2] consiste

a utiliser I'astuce suivante : & y > 0 fixé, on considére la primitive KC définie par

K — / TR o (A:22)

22 +y2)°
On écrit )
K= /:cz(:zc2 +12) Ydw = 3 /z (Qx(z2 + y2)_2) de,
et on fait une intégration par partie en posant
u =z,
!
u =

et

et on a donc

FUNNE SP PR
72+1 $2+y2
On a alors ;
1 T x
K=-1{- . A.23
2( $2+y2 +/x2+y2> ( )

On écrit ensuite

et, d’aprés (A23)

x
-T2 y2
On obtient bien 2 ) .
/ﬁdz = (A.24)
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dont on déduit aisément (A20) et (A2]).

REMARQUE A.3. Comme dans la remarque [A.T] sous matlab, on obtient bien (A24) qui est la

réciproque de (A :
x? —y? T
—5dr = — A.25

/ (22 + y2)2 v 22 + 42 (A.25)

REMARQUE A.4. Cet exercice provient en fait de [Lam08, exercice 8.P 40]; il est utilisé pour calculer

1 1,2 2
I = / / zindx dy.
o \Jo (¢*+y?)
REMARQUE A.5. Le fait que le calcul de F' ne soit pas valable pour y = 0 n’est pas génant car I’ensemble
des couples (z,y) € R? tels que 0 < z < 1 et y = 0 est de mesure nulle dans R2.

I'intégrale double :

REMARQUE A.6. La fonction f définie par (A2)) est continue (donc mesurable) sur ]0,1]x]0,1]; en re-
vanche, elle n’est pas intégrable au sens de Lebesgue (voir annexe[Rldu cours). On peut le montrer de plusieurs
facons possibles. Montrons donc que

f ¢ L'([0,1] x [0,1]). (A.26)
(1) Si (A26)) était fausse, on aurait alors f € L'([0,1] x [0,1]), ce qui est équivalent &
|fl € L1([0,1] x [0,1]), (A.27)

ce qui est aussi équivalent (puisque f est mesurable)
/ |f(z,y)|dzdy < +o0. (A.28)
[0,1]x[0,1]

Soit a €]0, 1[ fixé. Considérons la partie S, de R? définie, en polaire, par
S=A{(p,0), pel0,a], 0€][0,7/4]}. (A.29)
Voir la figure [Al D’apres (A28)) et puisque S, C [0,1] x [0,1], on peut écrire successivement dans{]

FIGURE A.1. La partie S, de R2.
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RJ’_ U {+OO} :
+00> / ()| dady, (A.30)
[0,1]x[0,1]

On a donc

/ (@, y)|dady > / ()| dady.
[0,1]x[0,1] S

On fait un changement de variable en polaire@ avec v = pcosf et y = psinf et dedry = pdpdf. On a
donc successivement :

[ Afwldedy= [ (F(pcos0,psing)| pipds
(0,11x[0,1] €0, /4]

et d’aprés lexpression de f donnée par (A.2), cela vaut :

p? (cos? § — sin” §)

= o : 5 | pdpdd,
oT0on /| P (cos? 0 + sin? 6)
2 2 12
B p (cos 0 — sin 9)
~ ) pel0a] pt ppdf,
9€[0,7 /4]
1
= —|cos® 0 — sin® 8|dpdf.
pE[0,a] p
9€[0,7 /4]

On peut découpler l'intégrale double en le produit de deux intégrales simples d’aprés le théoréme de
FubiniE et on a donc

a dp /4
/ |f(z,y)|dzdy2/ —/ |cos® § — sin® 0|df,
[0,1]%[0,1] o P Jo

et puisque, sur [0,7/4], on a cos? @ > sin” 4 :

a /4
= / @ / cos? 0 — sin? 6d6.
o P Jo

/4
/ cos? 6 — sin? 6d0
0

est clairement finie, car on intégre une fonction continue sur un compact (fermé borné) et la premiére

La seconde intégrale

vaut ay
/ & _ In(a) — In(0) = +o0
o P
et donc
[ ey >+,
[0,1]x[0,1]
soit

[ ey =+,
[0,1]x[0,1]

1. Dans tout ce corrigé, on intégre des fonctions positives et mesurables g, donc on peut toujours considérer les valeurs

[ s@yte < +oc.

2. Voir |Baslla, Théoréme 7.9 p. 88|. Attention, celui-la est présenté dans le cadre de 'intégrale de Riemann et ici, on travaille
en intégrale de Lebesgue, mais formellement, les deux cadre fournissent le méme résultat.

3. Voir |Baslla, Corollaire 6.6 p. 86]. Attention, celui-1a est présenté dans le cadre de l'intégrale de Riemann et ici, on travaille
en intégrale de Lebesgue, mais formellement, les deux cadre fournissent le méme résultat. Voir aussi la note de base page [l
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ce qui contredit (A30).

(2) Une autre fagon consiste a raisonner ainsi :
Si (A26) était fausse, d’apres le théoréme de Fubini, on aurait

/[OJMOJ] [z, y)dedy = /01 (/01 f(x,y)dac) dy = /O1 (/01 f(:z:,y)dy) da. (A.31)

D’aprés ([B3) ou le corrigé de la question [l (voir par exemple (A21])) on a

1 1 1 2 2 1
s —y dy T
x,y)dx | d :/ ——dz | d :—/ = —arctan(1) + arctan(0) = ——.
/0 (/0 fe) ) s <($2+y2)2 ) / o 1+2 ® O=-3

et donc
/01 (/01 f(x,y)d:z:) dy = —%. (A.32)

Pour calculer 'autre intégrale double, il ne faut pas tout recalculer et remarquer plutot que (A-2) donne

V:c,y € [Oﬂ 1]27 f(ya :L') = 7f(x7y)' (A33)

/01 (/Olf(:c,y)dy) dgc/o1 (/Olf(y,x)dy>dx,

et comme les variable sont muettes, on peut remplacer x par y et y par x :

=—/01 (/Olftc,y)dx) dy,

puis que

et d’apres (A32) :

s
43

1, 01
/ </ f(z,y)d:c) dy = us (A.34)

0o \Jo 4

Ainsi, (A31)), (A32) et (A34) sont absurdes car —m/4 # 0.

(3) Une derniére fagon consiste a raisonner ainsi :

Si (A27) était vraie, on aurait alors de nouveau (A-28)). On découpe cette fois-ci le carré [0, 1] x [0, 1]
en deux triangles

et donc

[0,1] x [0,1] = S1 U Sa, (A.35)
ou

St =A{(z,y) € [0,1] x[0,1], =<y}, (A.36)

Sy ={(z,y) €[0,1] x [0,1], x>y}, (A.37)
que l'on peut remplacer par (car on rajoute un segment, de mesure nulle)

[0,1] x [0,1] = S1 U Sa, (A.38)
ou
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On a donc

/ \f (@, y)|dzdy = / \f (@, y)|dxdy + / \f (@, y)|dady. (A41)
[0,1]x[0,1]

Sl 52

Dans la seconde intégrale, on fait maintenant le changement de variableE suivant :

{“ - (A.42)

V=X

On calcule le jacobien et on obtient

el 9
E AR
R I R
ox oy
et la valeur absolue de déterminant vaut

WYy, (A.43)
On constate que ce changement de variable envoie Sy sur S;. (A41]) donne doncfl

/ \f ()| ddy = / \f (@, y)|ddy + / | (v dudo,
[0,1]x[0,1]

Sl Sl

- / \f ()| ddy + / |y, )| dady,
S1

S1

et donc de nouveau grace a (A33)

- / \f ()| dedy + / (@, y)ldady,
S

S1

= 2/51 |f(2,y)|dzdy.

On remplace f par son expression en remarquant que, sur S1, x < y et donc

[ ey = [ it RPN
Z,Yy)aray = — - -.axay,
[0.1]x[0,1] s, (22 +y2)°

2 _ 2
:/ . zindxdy.
e

On applique de nouveau Fubini, sous forme intégration en tranches@ :
y=1 T=y :CQ 2
Y
[ sy = [ [ ) ay,
[0,1][0,1] y=0 \Ja=0 (2% +9?)

4. Voir |Baslld, Théoréme 6.8 p. 87|. Attention, celui-1a est présenté dans le cadre de I'intégrale de Riemann et ici, on travaille
en intégrale de Lebesgue, mais formellement, les deux cadre fournissent le méme résultat.

5. En raisonnant dans R U {400} comme dans la note de base page
6. Voir |Baslla, Théoréme 6.4 p. 85]. Attention, celui-la est présenté dans le cadre de 'intégrale de Riemann et ici, on travaille

en intégrale de Lebesgue, mais formellement, les deux cadre fournissent le méme résultat.
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ce qui vaut, grace a ([3.6) ou (A20) appliqué a t =y :

y=1
Y
= 7d s
/y—O y? +y? Y

Yy
=5y
0 2?/2 ’

1/1 1
a _dya
2Jo vy

7% hl(o)ﬂ

= +OO,
ce qui, de nouveau, finalement, contredit encore (A27)).

REMARQUE A.7. On obtient sous matlab

1 1
| [ 1 lasdy =+ (A.44)
o Jo

ce qui corrobore (A26).



Annexe B

Exemples de formules de saut avec un nombre infinis de
discontinuités

Traitons trois exemples de fonctions pour illustrer la formules de saut avec un nombre infinis de disconti-
nuité. (dans le cadre de la correction de I'exercice [6.12]).

B.1. Premier exemple

En cours de rédaction

B.2. Deuxiéme exemple

En cours de rédaction

B.3. Troisieme exemple

En cours de rédaction
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