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Avant-propos

Ce polycopié constitue les notes de cours de Outils Mathématiques pour I'Ingénieur 3 de Mécanique 4A
(2023-2024, Automne).

Ce polycopié de cours et les fichiers matlab donnés en illustration sont normalement disponibles a la fois
e en ligne sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html & la rubrique habituelle ;
e en cas de probléme internet, sur le réseau de 'université Lyon I : il faut aller sur :
— ’Poste de travail’,
— puis sur le répertoire 'P:’ (appelé aussi '\ \teraetu\Enseignants’),
— puis 'jerome.bastien’,
— puis 'Polytech’,
— puis 'Mécanique 4A’.
— enfin sur 'OMI3’.

Désormais, un certain nombres d’éléments facultatif de ce cours ne sont plus traités en séance.

Cette version longue, non distribuée au format papier mais disponible sur internet 1’adresse habituelle :
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0MI3/coursOMI3long.pdf contient des éléments qui ne sont plus
traités en séance et qui ne sont plus programme de cet enseignement.

Attention, les références utilisées lors des TD, des TP et des corrections d’examens sont faites en géné-
ralﬁ par rapport a la version courte disponible & ’adresse http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/
coursOMI3.pdf et non par rapport a cette version!

Des notes en petits caractéres comme suit pourront étre omises en premiére lecture :

Attention, passage difficile! {

1. Dans le cas contraire, cela sera signalé.


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/coursOMI3long.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/coursOMI3.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/coursOMI3.pdf

Introduction

La notion « d’outils mathématiques » peut étre trompeuse! Ce ne sont pas, comme on peut le croire de
prime abord, de simples recettes qui permettent de résoudre tel ou tel type d’exercice, mais ils renvoient & des
concepts parfois profonds. Dans le cours d’OMI 1, les notions d’algébre linéaires, d’équations différentielles ou
d’analyse vectorielles, s’appuient sur une théorie qui peut étre abstraite! Il en est de méme du cours d’OMI
2, ou les notions de transformés de Fourier et de Laplace, méme si elles transforment aisément des équations
différentielles en équations algébriques, s’appuient sur un cadre théorique précis.

Un ingénieur mécanicien doit savoir, au cours de sa formation ou dans le cadre de certains calculs, modéli-
serH le comportement des structures qu’il fabrique ou controéle. Cela implique, d’une part, d’écrire correctement,
ces lois de comportement et les équations qui en découlent. Ces équations, trés souvent différentielles (ordinaire
comme le cas de structure discréte ou aux dérivées partielles, comme le cas de modéles continus, comme par
exemple celui d’une membrane souple), sont accompagnées d’un contexte théoriques qui permet d’affirmer que
ces équations sont bien écrites et que la solution existe et est unique. D’autre part, ces équations ont rarement
des solutions connues explicitement et il faudra donc procéder a des calculs permettant d’approcher ces solu-
tions. Ces notions d’analyse numériques sont introduites essentiellement dans le cours de méthodes numériques.
Cependant, la théorie et I’analyse numériques sont parfois trés liées et I’écriture d’approximations correctes
et réalisables & I'aide d’ordinateurs, a besoin d'un cadre rigoureux, précisément étudié. Il est en, par exemple,
ainsi pour la résolution de certains problémes de mécaniques (issus de la théorie des poutre ou de 'élasticité
tridimensionnelle), qui s’appuient sur une formulation, dite faible, qui permettra a la fois d’obtenir existence
et unicité de la solution, mais aussi ’approximation de cette solution, via la méthode des éléments ﬁnisﬁ.
Cette formulation faible s’appuie sur la théorie des distributionsH présentée dans la partie 2 de ce cours. Cette
théorie, mise au point par Laurent Schvvaurtzﬁ7 sort de I’analyse ordinaire que vous connaissez, notamment sur
la dérivation, et permet de donner un sens plus général a la dérivation, en permettant de dériver toute fonction,
méme non dérivable! La notion de fonction de Dirac, introduite par certains physiciens pour pouvoir dériver
la fonction de Heaviside, discontinue en zéro, prend alors une véritable existence mathématique et tous les
calculs précédemment menés sur ces fonctions, sans rigueur apparente, deviennent tout a fait rigoureux! Ce
formalisme a permis alors ’émergence d’un cadre rigoureuxl, notamment sur les équations différentielles treés
utilisées en physique, la théorie abstraite en découlant faisant partieﬁ de ce que I'on appelle les « mathématiques
appliquées ». Cette théorie a aussi permis I’émergence de ’analyse numérique, I’écriture de codes de calculs et
le développement des simulations sur la mécanique des solides, des fluides, en météorologie ... Cette partie des
mathématiques est donc un trés bon exemple de la formidable interaction entre mathématiques, physique et

2. A propos de modélisation, notion trés a la mode (surtout en période de pandémie), on pourra lire [Baslld, "Dangers et
attraits de la modélisation", page vii] ou bien |Den09], disponible & I’url suivante http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0MI3/
denele2021.pdf.

3. Cette méthode des éléments finis vous sera présentée ultérieurement lors de votre formation, mais peut étre considérée
comme 'un des points d’orgue de la partie [21de ce cours.

4. qui elle méme n’aurait pu exister sans la théorie de 'intégration de Lebesgue, qui, au début du vingtiéme siécle, a complété
Pintégration de Riemann. Voir [BCLO1||.

5. Voir |Sch45]|, disponible sur Internet : http://archive.nundan. org/ARCHIVE/ AUG/AUG_1945__21_/ AUG_1945__21__57_0/AUG_1945__21__57_0. pdf

6. initié par des mathématiciens Frangais, dans les années 1960-70.

7. Trés académique, la distinction entre mathématiques pures et appliquées est parfois trés floue!

vi
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informatique qui n’ont cessé d’interagir et de se faire progresser mutuellement depuis la création des premiers
ordinateursf]. Les différentes notions de ’analyse propres aux fonctions (limite, convolution) seront ensuite
étendues aux distributions, classe d’objets plus vaste que celle des fonctions et qui les généralise. Bien entendu,
de nombreuses applications seront présentées, trés utiles en mécanique (résolution d’équation différentielles,
notamment avec des chocs, vision de certains principe de la résistance des matériaux, comme le principe des
travaux virtuels, comme une simple formulation faible.). Cette partie vous sera donc utile, entre autres, en
mécanique des solides, des structures ou des Milieux Continus, et en particulier dans le cours de MNM de
quatriéme année.

Présentée en partie[Il car plus proche des notions d’analyse que vous connaissez (intégration), la notion de
fonctions complexes dérivables (au « vrai » sens que vous connaissez de la dérivée, cette fois-ci.) permettra 1a
encore de prendre de la hauteur et de voir certains résultats totalement inattendus en analyse réelle, puisqu’une
fonction dérivable un fois (au sens des complexes), ’est un nombre infini de fois ! Il en découlera aussi le théoréme
de résidus qui permet de calculer (ou de recalculer) certaines intégrales, trés utiles en physique. Enfin, cette
notion de fonctions dérivables au sens des complexes, permettra aussi de calculer le champ de vitesses pour
des fluides parfaits et d’en faire, trés simplement sous matlab, des représentations graphiquesﬁ. Cette partie
vous sera donc utile, entre autres, en mécanique des fluides. Le polycopié de cours |Biel8] contient des résultats
d’analyse complexes vus dans cette UE.

Remarquons aussi que ce cours présente deux extensions de la notion de dérivation d’application z — f(x),
la premiére (celle de la partie [I]) est valable pour f allant de C dans C, la seconde (celle de la partie 2)) est
valable pour f allant de R dans R sans étre ponctuellement dérivable en tout point.

Pour conclure, tachez donc de ne pas vous limiter a I’aspect purement utilitaire des mathématiques. Méme
si ce cours sera assez difficile, il présentera des jolies choses sur le plan mathématique avec de nombreuses
applications en mécanique.

Aux dix séances de cours magistraux, s’ajouteront neuf séances de TD, deux séances de TT et une séance(s)
de TP ou "info TD".

8. Mot lui méme ré-inventé par un Frangais, Jacques Perret, a 'opposé des allemands, qui n’ont fait que reprendre le mot an-
glais. Voir par exemple http://www.presse-francophone. org/apfa/motdor/etymolog/ordinate.htm ou http://fr.wiktionary.
org/wiki/ordinateur.

9. On pourra consulter les jolies figures d’écoulement de fluides parfaits suivants :[5.5 page 69| [5.6 page 70}[5.7 page 71} [5.8 page 72][5.9 page 73
et 0 pag
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Ouvrages (ou références) utilisés

Un certains nombre d’ouvrages ou de références utilisés seront cités tout au long du texte (voir bibliographie
p. B34)). Ces ouvrages seront dans la mesure du possible disponibles & la bibliothéque de Lyon I, voire sur
Internet.

Les ouvrages de références les plus utilisés dans ce cours sont les suivants :

— Deux petits ouvrages couvrant trés largement le domaine des mathématiques pour 'ingénieur (au-dela

du programme de ce cours) et assez concis : |[Gué+04; [Fre03] ;

— Sur les distributions, un ouvrage assez pédagogique : [GWO03] ;

— Sur les distributions, deux ouvrages un peu théoriques mais complets (ces ouvrages contiennent aussi

une petite partie sur les fonctions complexes) : [Kib01 ; [Pet9g] ;

— Sur les fonctions complexes, un cours d’introduction, trés concit mais efficace : http://mathutbmal .

free.fr/MT26/cours/Fonctions_complexes.pdf

— Sur les fonctions complexes, un ouvrage un peu théorique mais complet : [Pab95| ;

— Sur les fonctions complexes et leurs applications en mécanique des fluides, un ouvrage de référence :

|AF03] ;

— Bonne introduction aux fonctions complexes : [Gué+04, p. 65 a 90, fascicule 5] ;

— Bonnes introductions aux distributions et aux fonctions complexes : |[LT09, chap. 4 et 5];

— Sur le web, vous pourrez trouver de gros ouvrages un peu théoriques (mais accessibles, au sens infor-

matique du terme!) :
— Quelques rappels sur les nombres complexes, théorie des fonctions holomorphes : |Gir04] ;
— Un ouvrage complet sur les fonctions complexes : [Dol90)] ;
— Eléments sur les fonctions complexes et les distributions : [Har1(0)] ;
— Un recueil assez complet sur les distributions : [Ciul ;
— En guise de révision (ou d’introduction) a l'intégration de Lebesgue et aux espaces de Hilbert et en
guise d’introduction aux distributions : [GW03, chapitres IV, V, VIII et IX];

— Une trés bonne introduction simplifiée aux éléments finis : [Salll|

On pourra aussi consulter Wikipédia aux rubriques suivantes :

— Série Entiére : http://fr.wikipedia.org/wiki/Série_entiére

— Fonction holomorphe : http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_holomorphe

— Exponentielle réelle et complexe : http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_exponentielle

— Logarithme complexe : http://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme_complexe

— Le théoréme des résidus : http://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_des_résidus

— Les distributions : http://fr.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathématiques)

On pourra aussi consulter trois extraits, concis et pédagogiques de la revue |[BC1§| : Les nombres com-
plexes (pages 70 et 71), Les séries entiéres (pages 72 et 73) et La théorie des distributions (pages 90 et 91),
disponibles sur Internet aux adresses suivantes : http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/Questions_
Cles_Sciences_100_theories_complexe.pdf, http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0OMI3/Questions_
Cles_Sciences_100_theories_series_entieres.pdf et http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0OMI3/
Questions_Cles_Sciences_100_theories_distributions.pdf.

D’autres URL sont données dans le polycopié de cours.
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Premiére partie

Analye complexe



Chapitre 1

Fonctions holomorphes

Ce chapitre s’appuie sur [Pab93, chap. 1] et |[Sko91, chap. IT]. On pourra aussi consulter
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_holomorphe

1.1. Rappels sur les complexes

Nous supposerons connues toutes les notions sur le corps C des complexes. L’annexe [Al non traitée en
cours, propose quelques rappels. On pourra traiter, a titre de révisions sur les nombres complexes, 1’exercice
du TD [ et I'exercice [T du TP [

1.2. Introduction

Applications de ces notions & la mécanique (cf chapitre B :
— Calcul de certaines intégrales (ou séries) utiles a I'ingénieur ;

— Transformations conformes et applications & la mécanique des fluides : étude d’écoulements plans
potentiels et maillages automatiques ;

1.3. Dérivation au sens des complexes : fonctions holomorphes
1.3.1. Dérivation dans R

La notion de dérivée de fonction de R dans R vous est déja familiére. On peut I’approcher par un calcul
de pentes moyennesﬁ ou alors de fagon suivante : en zoomantH a l'infini la courbe représentative d’une fonction
dérivable f au voisinage d’un point d’abscisse xg, on peut voir apparaitre une droite de pente f'(x¢). En terme
de notations, on note cela sous la forme : en xg, il existe un nombre noté f'(zq) tel que

f'(z0) = lim M, (1.1)

T—TQ r — X
ce qui signifie encore, en xg

f(=) = f(@o)

Ve >0, dn>0, VzrckR, <|xz0|§n:> [ (zo) — P
— To

< €> (1.2)

Si on traduit (L2)), en "mots courants”, cela pourrait donner : une fonction f de R dans R sera dérivable en un
point zy et aura pour nombre dérivé en ce point f’(xg) ssi "l’écart entre f'(z¢) et le taux d’accroissement de
f entre = et xg (défini comme (f(z) — f(x0))/(x — x0)) est inférieur & tout nombre strictement positif donné
a lavance, dés que x est suffisamment proche de x¢". On peut aussi mettre (L2 sous la forme équivalente
suivante : il existe une fonction ¢ tendant vers 0 au voisinage de 0 telle que, pour h assez petit,

f(@+h)= f(z)+ hf'(z) + he(h). (1.3)

1. Voir par exemple |[Basllb, chap. 1] disponible sur http://cel.archives-ouvertes. fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_
A04.pdf, |Basl8a, section 4.1] disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/tutoratL2biomeca. pdf ou alors
les pages 14 & 21 d’un trés bon ouvrage de vulgarisation |BRI.

2. Voir |Basl5, transparent 23/60| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/recherche/brevet_rail/expose_forum_
2015.pdf
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1.3.2. Différentiabilité

Si maintenant f est une une fonction de R dans R?, la définition ([3]) peut s’étendre de la fagon suivante :
on dit que f est différentiable en xg s’il existe une application linéaire df (xo) de R”™ dans R? (appelée différentielle
ou application linéaire tangente) et une fonction ¢ tendant vers 0 au voisinage de 0 telle que, pour h assez petit

flz+h) = f(x) +df(xo).h + he(h). (1.4)
Cette notion de différentielle est liée aux dérivées partiellesﬁ.

1.3.3. Dérivation dans C

On rappelle que, dans C, muni du module qui est une norme, dire que le complexe z tend vers zo revient a dire que |z — zg|
tend vers zéro dans R, ce qui est aussi équivalent & dire que les parties réelle et imaginaire de z tendent respectivement vers les les
parties réelle et imaginaire de zg. <

On se donne maintenant une fonction f de C dans C et on étend la définition (II)) de la fagon suivante

DEFINITION 1.1 (C-dérivabilité). Une fonction f de C dans C définie au voisinage d’un point zyp € C est
dite dérivable en zg s’il existe un nombre noté f'(zg) tel que

f/(zo) — lim f(Z) — f(ZO), (15)

zZ—20 zZ— 20
ce qui est encore équivalent a
F(20) = lim f(z0+h) — f(20)

h—0 h

(1.6)

11 suffit de recopier (IL2)) en changeant les = en z et R en C et de lire |.| comme le module, c’est-a-dire : en
Zp, Ol a
f(z) = f(20)

Ve >0, dn>0, VzeC, <|zzo|§n:> f'(z0) — po—
— 20

< 5) (1.7)

Cela peut aussi s’écrire sous une forme équivalente a (L3)) : il existe une fonction € (de C dans C) tendant
vers 0 au voisinage de 0 telle que, pour h de module assez petit

f(z+h) = f(z) + hf'(z) + he(h). (1.8)

REMARQUE 1.2. Cette notion apparemment, identique a celle de R est en fait, beaucoup plus forte que son
analogue réel. Il faut bien comprendre que, contrairement & ([L4)), hf'(z) désigne la multiplication complexe de
f'(2) par h et non au sens des applications linéaires. Cette spécificité du corps des complexes C rendra cette
deéfinition trés puissante : on verra (voir théoréme que toute fonction dérivable est de classe C>°
et développable en série entiére, ce qui est tout a fait faux pour les fonctions de R dans R. Cette particularité
provient entre autre du fait que la définition de la dérivabilité dans C est plus forte que la simple différentiabilité.
La déformation locale par f des grilles autour d’un point ou elle est dérivable (voir section [[3.5) fait qu’elle
se déforme de facon « trés réguliére ».

On pourra consulter [Harl0, section IIT.1].

EXEMPLE 1.3. Montrer que la fonction z — 22 est dérivable de C dans C de dérivée 2z.

DEMONSTRATION. On calcule, pour A complexe non nul :

_ 2 .2 2.9 2 2
f(z—i—h}z f(z):(z—i—h})L Z_z + zh}j—h z PSS

ce qui tend vers 2z quand h tend vers zéro. Ce calcul est identique au cas réel. O

3. Voir votre cours de MOI1 ou |Basllb, section 2.4.1] disponible sur http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/
55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf ou |Baslla, chap. 4| disponible sur http://cel.archives-ouvertes. fr/docs/00/55/54/85/PDF/
coursMT25_PO7.pdf.


http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/54/85/PDF/coursMT25_P07.pdf
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/54/85/PDF/coursMT25_P07.pdf
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EXEMPLE 1.4. On montrera dans l’exercice des TD que, de fagon plus générale, pour tout n entier,
la fonction z + 2™ est dérivable de C dans C de dérivée nz"~!. De facon plus générale, comme dans R, toute
fonction polynomiale ou rationnelle est dérivable, avec les mémes régles de calcul que dans R.

EXEMPLE 1.5. Montrer que la fonction z — Z n’est dérivable en aucun point.

DEMONSTRATION. On calcule, pour A complexe non nul : :

fz4+h) = f(2) 72+—th

h h

> =

Si on écrit h = pe'?, on a donc
flz+h) = f(z) _ pe ™ o210

h pei?
2i0

Quand h tend vers 0, p tend vers 0, mais la fonction e**¥ n’a pas de limite (puisque dépend de ). [l

EXEMPLE 1.6. On peut introduire la fonction exponentielle de la fagon suivante (comme dans |[Kib01,
chap. 9]) : on suppose connues les fonctions sin et cos et on pose

exp(z) = exp(z + 1y) = exp(x) exp(iy) = exp(x) (cosy + isiny). (1.9)

On peut montrer a la main que cette fonction est dérivable et égale & sa dérivée. Mais on préférera la démarche
inverse : on définit la fonction exponentielle comme série entiére (voir section 2Z.5.]) généralisant la somme
infinie vue dans R, définition dont on peut déduire les lignes trigonométriques comme séries et en déduire

ensuite (L9).

1.3.4. Reégles de calculs pour la dérivation dans C

Donnons deux propositions et qui généralisent deux résultats pour la dérivabilité dans R. La preuve de la
premiére, facile et identique au cas réel, est laissée au lecteur.

PROPOSITION 1.7. Soient zo € C et g et f deux fonctions dérivables respectivement en zo et g(zo). Alors
f og est dérivable en zy et

(f09) (20) = (f" © 9)(20)9'(20)- (1.10)
PROPOSITION 1.8. Soient &y € C et f une fonction dérivable en &. On suppose de plus que f est inversible
sur un voisz’nageE de & et que f'(&) # 0. Alors f=1 est dérivable en 2o = f(&) et
1

I
Y (%) = ————. 1.11)
( ) (20) Fo f1(z0) (
DEMONSTRATION. Comme dans le cas réel, il suffit d’appliquer la proposition [L7a f et f~!, dont la
composée vaut l'identité, de dérivée égale & 1. [l

Les autres régles de dérivation habituelles (produitﬁ, rapport, combinaison linéaire, mais pas la puissance
et la racine carrée, non encore formellement définies dans C; voir par exemple |[Bas22, Chapitre "Fonctions (de
R dans R)"].) s’appliquent de fagon absolument identique au cas réel.

DEFINITION 1.9 (Holomorphie). Soient U un ouvert@ de Cet f: U — C une fonction définie sur U. On
dit que f est holomorphe sur U si f est C-dérivable en tout point de U.

Naturellement, ’holomorphie entraine la continuité.

4. ou sur une boule ouverte de centre £p.
5. le rappel de cette propriété est fait et démontré dans I’exercice [[L71de TD.
6. ou, pour simplifier, une boule ouverte
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1.3.5. Représentation de fonctions complexes

Un fonction de R dans R peut se représenter par une image bidimensionnelle et une fonction de R? dans
R peut se représenter par une image tridimensionnelle Si on identifie C et R?, une fonction de C dans C peut
se représenter dans ... R, ce qui n’est pas trés aisé!

Une premiére possibilité est de séparer partie réelle et partie imaginaire ou module et argument et de
tracer chacun d’eux comme fonctions de R? dans R. Il existe aussi une facon de traiter par des couleurs, plus
ou moins proches du bleu et du rouge, plus ou moins délavée. Ces représentations ne montrent pas le coté
spécifiques des fonctions holomorphes.

REMARQUE 1.10. Toutes les fonctions matlab citées dans ce cours sont disponibles sur le web & I'adresse
habituelle de ce cours.

i //////////
08 //////////
06 o AT

P e

B

—_—— e e e e

N eSO

-06F SRR
ol AR RSN\
af MARR RN

FIGURE 1.1. La représentation de la fonction z — exp(z) comme champ de vecteurs.

Une autre fagon de faire est de représenter une fonction de C dans C, par un champ de vecteurs, comme
le montre par exemple la figure [T ou a été représentée la fonction z — exp(z) (cette fonction sera introduite
en section 2Z.5.1]) et qui a été obtenue en tapant sous matlab

trace_complexe champ (0,1,10,—1,1,10,inline (’exp(x)’))

Une autre fagon est de représenter dans C une grille avec des segments d’équations Re z = constante et
Im z = constante (en coordonnées cartésiennes) ou r = constante et § = constante (en coordonnées polaires)
et I'image de cette grille par la fonction f. Voir par exemple la figure ol a été représentée la fonction
z — exp(z) qui a été obtenue en tapant sous matlab

trace complexe(0,1,10,0,0.5,20,1000,inline (’exp(x)’))
trace complexe(0,1,10,30,60,10,1000,inline (’exp(x)’),[],1)
(

trace complexe(0,1,10,30,60,10,1000,inline (’exp(x)’),[],2)

Une autre jolie figure est disponible aux adresses suivantes :
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_holomorphe
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Conformal_map.svg

Elle est représentée en figure [[L3 : elle correspond a la fonction

fz)=00+2) ((z +20)% +a(z 4+ 21)% +b(z + 22)4) , (1.12)

et a été obtenue en tapant sous matlab


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_holomorphe
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Conformal_map.svg
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Carré initial
Déformation

180 | oot
0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

-0.4E L L L I I
0 0.5 1 15 2 25 270

(a) :en coordonnées cartésiennes (b) : en coordonnées polaires

Carrg initial

141
Déformation

1.2r

(¢) : en coordonnées polaires

FIGURE 1.2. La représentation de la fonction z — exp(z) comme déformée d’'une grille.

xmin=-—1;
xmax—=1;

nx=15;

ymin=-—1;
ymax=1;

ny=15;
nfin=1000;

z0 = 1+ 2x1i;

z1 = 0.1+ 0.2x%1i;
z2 = 0.2+ 0.3x%1i;
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Carré initial

Déformation
5l
ol
5L
_10 =
_15 =

1 1

FIGURE 1.3. La représentation de la fonction f définie par (LI2]).

a=0.01;
b = 0.02;
F=inline (" (1+42%1 )% ((Z+20)." 2 _+a*x(Z+z1)." 3 +b*x(Z+2z2).74)’ ,’Z’ 720,721,722 [’a’ ,’b’);

trace complexe (xmin,xmax,nx,ymin,ymax,ny,nfin ,F,1,0,20,z1,2z2,a,b);

REMARQUE 1.11. Sur les figures et [L3] on constate que les déformées des grilles semble se faire a
angle constant. On peut montrer que si une fonction f est holomorphe et si f/(z) est non nul, la déformée
locale des grilles correspond & celle donnée par une similitude du plan et conserve donc les angles droits. On
renvoie aux exercices de TD [L11] et [L12] ot 'on montre cela. On pourra aussi regarder I'exercice ou la
section des TP. Une définition plus précise de cela est donnée au cours du chapitre [l

Au début de la section [[L3] nous avions rappelé que dans le cadre de I’analyse réelle, la dérivée d’une
fonction peut étre mise en évidence par un zoom & l’infini en un point de la courbe. Dans le cas de ’analyse
complexe, on peut aussi zoomer & ’infini au voisinage d’un point la grille initiale et sa déformée et si la dérivée
en ce point est non nulle, on peut voir la déformée locale de la grille comme une simple application d’une
similitude. Voir l'exercice facultatif [L.T1] des TD et I’exercice des TP.

Voir par exemple la figure [[.4] qui montre des simulations pour la fonction exp autour de 1 + ¢ : différents
carrés de cotés h > 0 sont tracés autour de 1+1 et leurs déformées par f et leur approximation par la linéariséeﬁ
de f définie grace a f’, et ce, pour des valeurs de h de plus en plus petites.

7. définie en utilisant (L8] approchée a ’ordre 1, qui donne donc

flz+h) = f(2) + hf'(2). (1.13)
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Carré initial Carré initial
Dgformat!on gx;i\cte . 245 Déformation exacte
4 Deformation linéarisée Déformation linéarisée
24
351
3k 235
25 23l
2F 225
15 22f
ir 215-
05f I I 2.1 I I
-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 1.25 13 1.35 1.4 1.45 15 155 1.6 1.65 1.7
—1
(a) :h=10 (b) :h=1.010
Carré initial Carré initial
Déformation exacte 228741 Déformation exacte
228751 Déformation linéarisée Déformation linéarisée
22874
2.2875 228741
2.2874
22874
22874
22874
22874
22873 22874
2.2874
2.2872
22874
2.2872
22874
I I I I I I I I I " I I I I I I
1.4685 1.4686 1.4686 1.4686 1.4687 1.4688 1.4688 1.4688 1.4689 1.4687 1.4687 1.4687 1.4687 1.4687 1.4687 1.4687
. —4 . —10
(¢) :h=1.010 (d) :h=1.010

FIGURE 1.4. La représentation de la fonction z — exp(z) comme déformée d’une grille autour
de 141

1.3.6. Conditions de Cauchy-Riemann

Une fonction f de C dans C peut aussi étre vue comme fonction de R? dans C en considérant la fonction
(x,y) — f(z+1y), que I'on note f(x,y) par abus de notation, soit

V(z,y) €R?  f(z,y) = f(z +iy). (1.14)
On peut donc parler de différentielle (sur le R-espace vectoriel R?) et de dérivées partielles de f par rapport a

x et y (voir section [[3.7).

Une fonction C-dérivable est différentiable mais la réciproque n’est vraie que si les conditions dites de
Cauchy-Riemann sont vérifiées.

On rappelle que f est R2-différentiable au point zq = (29, yo) (voir équation (L)) ssi il existe («a, ) € C?
tel que si h et k sont des réels assez petits, on a

S+ hyyo + k) = [ (w0,90) + ah + Bk + 0 (VhZ + k2. (1.15)
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De plus, les dérivées partielles de f en (xq, o) existent et

0 0
a= a_i(an?JO)a B = a—z(ﬂﬁoayo)- (1.16)

REMARQUE 1.12. Une condition suffisante (mais pas nécessaire) pour que f soit R2-différentiable en zq
est que % et g—]yc existent au voisinage de zg et qu’elles soient continues en zo (on dit dans ce cas que f est C1).
Cette condition sera souvent vérifiée en pratique, de telle sorte que dans ce cas, f est dérivable en zg ssi sont

vérifiées les conditions de Cauchy-Riemann (LI7]).

PROPOSITION 1.13 (Conditions de Cauchy-Riemann). Soit f une fonction définie au voisinage de zo. Les
deuz assertions suivantes sont équivalentes

(1) f est dérivable en zg ;

(2) f est R2-différentiable en 2o et on a, en ce point, les conditions de Cauchy-Riemann :

o G,
a—i(zo) Jrza—z(zo) =0. (1.17)
Dans ce cas, on a de plus
B G,
f(a0) = G o) = ik o) (1.15)

DEMONSTRATION.

e Démontrons le sens [l
On admet que f est R2-différentiable en z9. Démontrons donc (LI7) et (LIR).
Supposons donc f dérivable en zp = (x0,%0). Appliquons (L6) avec h = 7 € R, ce qui donne,
compte tenu de Pabus de notation (II14) :

F(z0) = lim f((z0,90) + (7,0)) — f(fco,yo),

T—0 T

soit encore
f(wo +7,90) — f(w0,90)

o) = Jimy ; ’
soit donc 5
7o) = L (z0). (119)

De méme, si dans (LL8), on choisit h = i7, ot 7 € R, on a

f(xo,y0 +7) — f(20,%0)

R
f(z0) = lim, ir ’
et donc 5
1

f'(20) = Ea_z(zo)' (1.20)
En comparant (ILI9) et (I20), il vient donc

of . _ 9f
et donc

%(ZO) +ig—£(zo) =0.

Enfin, (ILI8) provient de (LI9) et (L20). On admet que, dans ce cas, f est R-différentiable.
e La preuve du sens 21l sera proposée dans 'exercice de TD facultatif [LT0)
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EXEMPLE 1.14. Si on reprend I'exemple [L3}, la fonction f est évidemment R2-différentiable (car de classe
C1) et les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées puisque

of .
% - 2(:C + Zy)a
of .. N
- 2i(x +iy) = 2iz,
et donc
of
= =2, (1.21a)
of .
- 2iz, (1.21b)
(1.21c)
et donc o7 of
92 +za—y =2z+14(2iz) =22(1-1) =0.

Donc les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées et f est donc C-dérivable. De plus, d’aprés (LIS) et

(2m3), )
fe)=5 =

Bref, la fonction f est C-dérivable, de dérivée 2z.

2z,

EXEMPLE 1.15. Si on reprend 'exemple [[LH] la fonction est évidemment différentiable et les conditions de
Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées puisque

af ~.oOf T
8m+26y71+l( 1) =1-—14" =2,

et donc la fonction n’est pas dérivable.

En notant les parties réelles et imaginaires de f sous la forme

f(z,y) = P(z,y) +1iQ(x,y), (1.22)

on a

LEMME 1.16 (Autres expressions des conditions de Cauchy-Riemann). Les conditions de Cauchy-Riemann
(TI7) sont équivalentes a

orP  0Q
e 9y’ (1.23a)
oP  0Q
G_y =% (1.23Db)
De plus, si [ est C-dérivable, on a
oP 0Q 0P 0P 0@ .0Q
/ _ 9 X _ D Gl X - 1.24
F'(z0) ox +28z ox lay dy +l<9:c ( )
DEMONSTRATION. On a, grace a f = P+ 1Q),
o _op 09
or oz | oz’
o5 _ o 0Q

oy oy oy’
et donc, les conditions de Cauchy-Riemann donnent

_of 9f _oP  0Q  oP aQ<ap 8@) _<8_Q+8P).

0 oz "oy

- Oz Z@yi Or

T Z@y oy

dr 0Oy
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De plus, si f est C-dérivable, on a, d’aprés (LI8) :

of
4 _ -
f(ZO)* 890’
0 .
- %(P+ZQ>5
0P
~ oz " Yox
_op_op
- Oz lay’
0Q | .0Q
Oy + ox’
ce qui montre (L24]). O

REMARQUE 1.17. On annonce le lien avec la mécanique des fluides et le chapitre B en remarquant que la
seconde des conditions de Cauchy-Riemann est

_orP 0Q Q
0= 20,29 g (9)

On admet le lemme suivant en considérant qu’une fonction de z est aussi une fonction de z et de Z.

LEMME 1.18 (Autres expressions des conditions de Cauchy-Riemann). Les conditions de Cauchy-Riemann
(CI7) sont équivalentes a

of
— =0. 1.25
Jz ( )
De plus, pour une fonction dérivable, on a
of
! = . 1.26
Fz0) = 9L (1.26)

REMARQUE 1.19. On rappelle qu’une fonction f dont les dérivées partielles existent et sont continues sur
un ouverts de R? est différentiable sur cet ouvert. Dans ce cas, on dit que f est de classe C'*. Ainsi, en pratique,
quand on étudie une fonction de C dans C, elle est souvent réguliére en ses deux arguments = et y et donc
différentiable. Mais pour qu’elle soit C-dérivable, il faut examiner ensuite si les conditions de Cauch-Rieman
(CI7) ou (23] sont vérifiées. On pourra consulter par exemple l'exercice [ des TD.

Donnons une derniére propriété, admise :

ProposiTION 1.20. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexeﬁ UdeC. Si f/ =0 surU,
alors f est constante.

8. c’est-a-dire, s’il est « d’un seul tenant », soit encore si pour tout couple de points de cet ouvert, il existe un chemin continu
reliant 2z et z2 et inclus dans U.



Chapitre 2

Séries entiéres et fonctions usuelles sur C

Ce chapitre s’appuie sur [Pab95, chap. 2] et [Sko91, chap. I]. On pourra aussi consulter :
http://fr.wikipedia.org/wiki/Série_entiére
2.1. Rappels sur les séries et les développements limités

Nous supposerons connues toutes les notions sur les développements limités de fonctions de R dans R et
qui constituent une approche locale d’une fonction f : sous certaines hypothéses de régularité, on aE

fla+h)= f(a)+ hf'(a)+ .. +h”fn(. @) +o(h™). (2.2)

On pourra par exemple consulter http://fr.wikipedia.org/wiki/Développement_limité
Les notions sur les série & valeurs dans R sont connues : on rappelle que par définition

—+00 N
Z ap, = Nlirilm Z Q. (2.3)
n=0 n=0

On pourra par exemple consulter http://fr.wikipedia.org/wiki/Série_(mathématiques)
Les séries entiéres sur R généralisent les deux notions précédentes : Sous certaines hypothéses, on a, pour
(certains) x réels,

+00 o
flo)y=> fT@z" (2.4)
n=0 :

Nous allons donc écrire, pour (certains) z complexes soit encore

Z fn : (2.5)

Formellement, les séries entiéres ne sont rien d’autres que des polynémes "a nombre infini de coefficients non
nuls". Les séries entiéres bénéficieront des mémes propriétés que les polyndomes : elles sont continues, dérivables,
et méme de classe C*°, on peut les dériver terme & terme et les multiplier, bref les manipuler aussi aisément
que les polynémes! Mais, on va essayer de démontrer, en partie tout du moins, ces résultats!

2.2. Introduction

Les séries entiéres constituent un puissant moyen de définir des fonctions holomorphes. Elles permettront
par exemple de définir la fonction exponentielle sur C. Elles généralisent la définition ([Z3)) puisque 1'on étudiera
des sommes du type z — Zn 0 an(z — 20)™, ce qui constitue aussi une généralisation des développements
limités [2.2) : a et h sont cette fois-ci & valeurs complexes et la somme est infinie. Elles constituent aussi une
généralisation de (2.4)).

1. Pour les notations o, on rappelle que 2.2]) est équivalent a

fr (a)

fla+h) = f(a) + hf'(a) + ... + A" =——= + h"e(h), (2.1)

ou h est une fonction tendant vers 0 au voisinage de 0.

12
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2.3. Définitions
2.3.1. Définitions

DEFINITION 2.1. Une série entiére a coefficients complexes est une série de la forme

+oo
Z anz", (2.6)
n=0

dont on dit qu’elle converge (a z fixé) s’il existe

N

+oo
nzoanz" = Nlirilm;anz". (2.7)

2.3.2. Convergence d’une série entiére

La définition du rayon de convergence est donnée en annexe Voir section

DEFINITION 2.2. Pour tout complexe zy et pour tout réel » € Ry = R4 U {400}, on note D(zp,7), le
disque fermé de centre 0 et de rayon r et D(zg,7), le disque ouvert de centre z et de rayon r.

On a alors le lemme suivant :

LEMME 2.3. Le nombre R vérifie :
(1) Si|z| < R, la série Z::é anz" est convergente.

n

(2) Si|z| > R, la suite (a,2") ne tend pas vers zéro et donc la série Z:i% anz™ est divergente.

(8) Pour tout réel r tel que 0 < r < R, la série converge normalement sur Dy(0,1). Cela signifie qu’il existe
une série numérique convergente Y uy & valeurs dans R telle que

Vz € Dy0,7), |anz"| < up. (2.8)

Voir preuve en sections |D.1 page 193[et |D.2 page 194l

En pratique, pour déterminer le rayon de convergence. on utilise plutot les deux formules suivantes, admises
(fondées respectivement sur les régles de Cauchy et de d’Alembert sur les séries ; voir par exemple preuve dans
[RDOSE|) :

LEMME 2.4 (Formule d’'Hadamard). Définissons le nombre R € R par la "formule d’Hadamard"

L= lim l|a,"™, (2.9a)
n—+oo
et
R=2 (2.9b)
=—. .

Le nombre R est égal au rayon de convergence de la série Z:Z% anz™.
Un autre moyen de déterminer R est d’utiliser la "formule de D’alembert" :

LEMME 2.5 (formule de D’alembert). Le rayon de convergence R peut étre obtenu par :

L= tm [l (2.10)

n—+oo |an| ’
et (Z90).

Attention, au bord du disque de convergence (si |z| = R), tout peut arriver : convergence ou divergence.

On consultera I’annexe et en particulier la section
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EXEMPLE 2.6. On pose a,, = 1. On a R = 1 et I'expression explicite de la série entiére

1

1—2

—+oo
VzeC: |zl <1, Zz”z (2.11)
n=0

DEMONSTRATION.
— Pour montrer que R = 1 et retrouver 'expression (2.11]), on raisonne a la main. On pose, classiquement,
pour tout entier n,

Sp(z) =14z+22+... 42"
Pour expliciter S,,, on écrit classiquement, pour tout entier n,
Sp(z) =142+ 22 4+... 42",
28, (2) =24+ 22+ 22+ . 4 2

et par différence

(z = 1)Spu(z) = 2"t — 1. (2.12)
Siz=1,ona
Sulz) =n+1,
et cette somme diverge. Si z # 1, on déduit de (ZI2), Pexpression usuelle
Pt |
Sn(z) = —— 2.13
W) = (213)
Si |z| < 1, on sait que z"*! tend vers zéro et donc la somme converge et on a
1
Sn(z) = .
n(2) 1—2z
La rayon est donc égal a 1, puisque la série diverge en z = 1 et est convergente pour tout z tel que

|z| < 1.
— Pour montrer seulement que R = 1, on peut utiliser le critére 210 . En effet, on a a,+1/a, = 1, ce qui
tend vers 1 en l'infini.

(I

EXEMPLE 2.7. On pose a, = 1/n. Ainsi an11/a, = (n+1)/n, qui tend vers 1. On a ainsi R = 1. De plus,

la série est convergente en z = —1 et divergente en z = 1. En effet, pour z = 1, la somme ) 1/n est divergente
et en z = —1, la somme Y (—1)"/n (série alternée) est convergente.

En fait, la série converge partout sur le cercle de centre O et de rayon 1 sauf en 1. Voir ’exemple[D.8 page 196

ou |Pab95, exemple 1.3 p. 13]

EXEMPLE 2.8. On pose a, = 1/nl. On a R = +oo. C’est la série correspondant & I’exponentielle que 'on

étudiera en section [2.5.11

EXEMPLE 2.9. On pose a, =n!. Ona R =0.

La grande force des série entiéres est que 'on peut les dériver (au sens complexe) autant de fois que I'on

veut, terme & terme, dans le disque de convergence :

PROPOSITION 2.10 (Dérivation des séries entiéres). Soit Z:i% anz™ une série entiére de rayon de conver-

gence R > 0. La somme de cette série

+oo
fz)=> anz" (2.14)
n=0
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est indéfiniment dérivable (au sens de la définition [I1l) dans le disque |z| < R. Pour tout entier k > 1, on a

+oo
FB ) =Y nm=1).(n—k+1anz""" (2.15)
n==k
de sorte que
(n)
VYn>0, a,= ! |(0), (2.16)
n!
et
f(n)
VzeC, |z|]<R= f(z Z (2.17)

Le rayon de convergence de toutes les séries enticres f*) est égal a celui de f.

DEMONSTRATION. Admise. Voir [RDO8T, section 3.2.1.2], [Pab94, chap. 2, p 15] et |Sko91, chap. I, p. 2] ou
encore la page 18 de http://perso.eleves.ens-rennes.fr/ tuntr932/borddudisque.pdf, elle-méme issue
de [Sai0§g]. O

REMARQUE 2.11. La formule (ZI7)) généralise donc la notion de développements limités.

REMARQUE 2.12. Remarquons que

n!

nn—1)..(n—k+1)= ORIk

2.4. Fonctions analytiques

DEFINITION 2.13 (Fonction développable en série entiére (ou analytique) en un point). Soit f une fonction
a valeurs complexes définie dans un voisinage U d’un point zyp de C. La fonction f est dite développable en
série entiére (ou analytique) au point zg s’il existe

— un nombre r tel que D(zg,r) C U;

— une série entiére ZI;OO anz™ de rayon de convergence R > r telle que

Vz € D(z0,7), f(z) = an(z— 20)" (2.18)

LEMME 2.14. Toute fonction analytique en un point est dérivable en ce point.
DEMONSTRATION. C’est une conséquence de la proposition Z10 O

DEFINITION 2.15 (Fonction analytique sur un ouvert). Soit U un ouvert de C. Une fonction f est dite
analytique dans U si elle est développable en série entiére (ou analytique) en tout point de U.

On en déduit donc :
LEMME 2.16. Sur un ouvert, l’analycité entraine ’holomorphie.

Le gros résultat (trés surprenant!) de 'analyse complexe est la réciproque du lemme 216 : toute fonction

holomorphe est analytique (voir théoréme [3:29 page 39).


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
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2.5. Fonctions usuelles sur C

Cette section s’appuie sur [Pab93, chap. 3] et [Sko91,, chap. II, section 4].
Nous allons pouvoir maintenant définir la plupart des fonctions complexes et qui généralisent a C, les
fonctions déja connues@ sur R.

2.5.1. Fonction exponentielle

Reprenons 'exemple Si on pose a, = 1/n!. On a R = +00. On pose donc (nous verrons plus
tard (voir remarque 2:22)) pourquoi on 'appelle et on la note ainsi).

=1
VzeC, e =exp(z)= Z Ez" (2.20)
n=0
Voir les graphiques[I.T page 5 et [I.2 page 6
LEMME 2.17. On a, pour tout z € C,
e = e”. (2.21)

DEMONSTRATION. Rappelons que le conjugué de la somme est la somme du conjugué et que le conjugué
du produit est le produit du conjugué; il vient donc

X1 =1 X1, .
e? = —'z": E —'z": E —~z =e
—n —n —n

LEMME 2.18. La fonction exponentielle est de classe C™° sur C et elle est égale a sa dérivée.

DEMONSTRATION. Puisque le rayon de convergence de cette série est égal & 400, d’aprés la proposition
210 elle est C° sur C et on a, en dérivant terme & terme, au sens des complexes

+o0 n +oo 1 +o0 1
I n—1 __ n—1 __ n __
(exp(2)) = Z = Z mz = Z = exp(z).
n=1 " n=1 ’ n=0 "
([l
2. Nous supposerons connus les résultats suivants : pour tout =z € R

+oo 2"
e = z:O o (2.19a)

n—

+oo x2n
coshz = nz::() @, (2.19b)
+oo 2n+1
x
inhz = B — 2.19
sinh z 7;) n ) (2.19¢)
+oo z2n

_ _1\n

cosx = nz::o( 1) @)’ (2.19d)
too 2n+1
T
inz = )t 2.19
sinx nz::o( ) @n 1) (2.19¢)
et pour tout z €] — 1, 1]
S
In(l1+z) = TJ}" (2.19f)
n=1

Ces formules peuvent se démontrer a partir de la formule de Taylor.
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On a la proposition suivante qui généralise la propriété bien connueE de I'exponentielle sur R :

PROPOSITION 2.19. On a
V21,20 € C, €772 =¢e*le™, (2.23)

DEMONSTRATION. On donne une preuve, fondée sur les familles sommables, qui généralise la notion de
série et qui permet, pour simplifier, de sommer une somme infinie comme les sommes finies, en utilisant la
notion d’associativité bien connue pour les sommes finies, mais nullement évidentes pour les sommes infinies.
Pour plus de détails, voir par exemple http://fr.wikipedia.org/wiki/Famille_sommable ou [Sko91, chap.
0]

Si on développe le produit e**e*? en prennant les seuls premiers termes on a donc, sans se soucier de 'ordre
(et on raisonnant donc comme si 'on développait un polynéme) :

22 2’3 2’2 23
<1+Z1+—1+—1+...> <1+zQ+—2+€+...),
+

e*le™

2 6 2

22 22 23 22 22
1 &) LI W |
+21+2’2+2+Z12’2+2+6+212+222
1 1
:1+(2:1+z2)—|——(z§+2z1z2+zf)—|—6(zg’+3z1z§+32fz2+zf)+...,

— N

1
:1+(Z1+Z2)+§(Z1+22)2+6(Z1+22)3+----

On reconnait dans ce développement le début de e***2 et on admet qu’il est de méme pour tous les résultats.
Un raisonnement plus rigoureux, en admettant toujours que I’on peut sommer dans « n’importe quel ordre » permet d’écrire :

+t0 n to0 _m n ,m
e*le?2 — E 11' E 32' — E #1 %2
n=0 n m=0 m:

n! m!
(n,m)eN2
soit
n m
ele?2 = 5 2—11—22'.
n! m!
(n,m)eEN2

Cette fagon de faire généralise en fait ce que 'on écrit sur les sommes finies
OIS S
¥ i J

Pour calculer la somme Z(n’m)eNg, on réalise une partition de N? en sommant « en diagonale » (voir figure BI)). On a donc,
par associativité (c’est-a-dire, en sommant dans « n’importe quel ordre »)

= 2P 2P
e*le?2 = Z Z pfl'ql' (2.24)
k=0 (p,q)en? =
pt+q=Fk
On réécrit la seconde somme en posant l =p € {0,...,l} et g=k—p=k—1:
k1 k—1
> 42 yaa
! q! I (k=0
(p,q)EN? b =0 ! )
ptq=Fk
On en déduit
“+o0o 1 k k! el —+oo 1 k ol “+o0o 1 .
— : 1 =l __ 11 =l _
e =3 1> Nk —o2 T D2 Gz =D et
k=0 """ 1=0 " : k=0 """ 1=0 k=0 """
d’apreés la formule du bindéme de Newton. Bref, de ([2:24)), on déduit
—+oo
k
e*le”2 = kz:o E(ZI + 20)F = 2122,

3. qui est
Vo, zo € R, e%1T%2 = %172, (2.22)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Famille_sommable
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FIGURE 2.1. Partition de N2 = U;:;’B (p,q) EN2,p+q= k;}

REMARQUE 2.20. En fait, nous montrons le résultat suivant, dans cette preuve : le produit de Cauchy permet de multiplier
deux séries entiéres Y anz™ et Y bpz™, en généralisant le produit de deux polyndmes, grace a la formule

—+o0 —+ oo —+o0o n
<Z anz"> <Z bnz"> = Z < akbnk> 2", (2.25)
n=0 n=0 k=0

n=0 =
&
O
On a aussi
PROPOSITION 2.21. On a
VzeC, VneN, e =()". (2.26)

DEMONSTRATION. Laissée au lecteur, elle se démontre par récurrence sur n grace a la propriété 22191 [

REMARQUE 2.22. La notation exp(z) = e se justifie donc a posteriori de deux fagon différentes : la
propriété ([223)) est 'analogue de

Va €R, VYn,meN, a"t™ =a"a™. (2.27)

De plus, en comparant ([Z20) et ([2I9al), on constate donc que lexponentielle sur C est une extension de
Pexponentielle sur R et coincide avec celle-ci sur 'axe réel. On pourra consulter |[Bas22, 'annexe "Calcul de
a® et redéfinition de I'exponentielle (sous la forme de deux exercices corrigés)| disponible sur http://utbmjb.
chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf.

REMARQUE 2.23. La fonction exponentielle peut se définir de multiple fagon :

voir par exemple
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_exponentielle
http://megamaths.perso.neuf.fr/annales/capesexterne2004comple. pdf
http://megamaths.perso.neuf.fr/annales/capesexterne2004compls. pdf.

Historiquement, il semblerait que, pour concevoir les régles a calculs permettant de calculer des produits, on ait cherché des
fonctions transformant le produit en somme, c’est-a-dire vérifiant

Va,b e Ry, F(ab) = F(a)+ F(b). (2.28)

On peut alors montrer que la dérivée de cette fonction est la fonction ¢ — 1/t. Cette fonction est proportionnelle au logarithme.
Les premiéres régles a calcul et les abaques de valeurs de logarithmes sont créées grace a différentes méthodes de calcul. D’autres


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_exponentielle
http://megamaths.perso.neuf.fr/annales/capesexterne2004comp1e.pdf
http://megamaths.perso.neuf.fr/annales/capesexterne2004comp1s.pdf
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calculs sont aussi réalisés en utilisant par exemple le développement en série entiére (2.19f) du logarithme (réel) en 1.La fonction
réciproque du logarithme est ensuite introduite ; elle est appelée exponentielle et alors la propriété (Z22) n’est qu'une conséquence
de (2:28)). Cette fagon de procéder est une fagon de définir le logarithme, I’exponentielle et, en utilisant les séries, la trigonométrie
réelle.

Voir par exemple |Bas22, Annexe "Applications concrétes du logarithme"|, |Lim]

ou
http://tanopah. jo.free.fr/ADS/bloc5/exp.html
http://fr.wikipedia.org/wiki/Histoire_des_logarithmes_et_des_exponentielles
https://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme_naturel

Une autre fagon de procéder, plus mathématique et fondamentale est de tout oublier, le logarithme, I’exponentielle et la
trigonométrie réelle ! On définit ensuite les séries entiéres comme dans ce cours, puis ’exponentielle complexe par la formule (Z20).
On définit alors le cosinus et le sinus comme étant la partie réelle de e?? (comme plus loin dans le lemme [2:24)) et on aboutit aux
formules (2.19d) et (ZI9€). Par un raisonnement géométrique, on montre que ces lignes correspondent bien aux définition a partir
de Pangle et du cercle trigonométrique. On définit enfin le logarithme comme une réciproque possible de la fontion exponentielle.
C’est la fagon dont nous procédons dans ce cours.

&
LEMME 2.24. On retrouve la formule classique
VO eR, e =cosh+isinb, (2.29)

dont on peut déduire les formules d’Euler :

1. _
cosf = 3 (ew + eﬂe) , (2.30a)
: 1 0 —1i6

sinf = % (e —e™). (2.30b)

On retrouve aussi la formule de Moivre : pour tout entier n, pour tout réel 6
(cos® +isinf)" = (ei‘g)n = cos(nf) + isin(nd). (2.31)

Enfin, on a

Y(z,y) ER, "W =% = e (cosy +isiny). (2.32)

DEMONSTRATION. Pour montrer (Z229)), on écrit, par associativitéE

400 .
i ey inem
e’ = E _—,
n!
n=0

+oo ,L'2n92n +oo Z‘2n+192n+1

@n)l 2 @D

n=0

400 npn2n 400 nn2n+1
-1)"0 -1)"0

e S e
@2n)! 2 2n + 1)

n=0 =0

dans lequel on reconnait sin et cos :

= cosf + isinb.
Pour montrer (Z3T)), on écrit alors, en utilisant (2.20]),
(cosf +isinf)" = (ew)n = e,

Enfin, (232) est une conséquence de [223)) et [229)). O

4. toutes les sommes existent et on admet cette propriété.


http://tanopah.jo.free.fr/ADS/bloc5/exp.html
http://fr.wikipedia.org/wiki/Histoire_des_logarithmes_et_des_exponentielles
https://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme_naturel
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REMARQUE 2.25. Comme annoncé dans ’exemple [[L6], I’équation ([2:32]) est parfois prise comme définition
de Pexponentielle complexe (comme dans [Kib01, chap. 9]).

Cette définition permet aussi de retrouver directement que la dérivée de 'exponentielle est elle-méme. Voir
exercice de TD

On a aussi le résultat suivant :

LEMME 2.26.
VzeC, |e*]|=eRe), (2.33)

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser d’aprés (Z32) : pour z = x + iy, on a

le*| = |em+iy| = le”| }eiy| .
Puisque x et y sont réels, on a
le?| = e, (2.34a)
le] = 1. (2.34b)
On a donc
67| = ¥ = Re(2).

O

REMARQUE 2.27. Attention, & ne pas étre tenté d’écrire comme dans le cas réel ([234) si 2 ou y ne sont
pas réels. On se convaincra en prenant un bon contre-exemple que (2.34) n’est pas toujours vrai!

2.5.2. Extension des lignes trigonométrique a C

PROPOSITION 2.28. On définit les fonctions cos et sin sur C, en posant pour z compleze

cosz = %, (2.35a)
eiz _ e—iz

N 2.35b

sin 2 o (2.35b)

qui définissent des fonctions analytiques sur C, prolongent le cosinus et le sinus réels, vérifient pour z complexe

(cosz)' = —sinz, (2.36a)
(sinz)’ = cosz (2.36b)

et admettent les développements en série enticre qui généralisent (219d) et ZI9d) : pour z compleze

+oo 2n
n %
COsS z = E (—1) w, (2373.)
n=0 ’
t+oo 2n+1
. n z
sz = E (*1) m, (237b)
n=0

DEMONSTRATION. Remarquons que les formules d’Euler (2:30) valables pour 6 peuvent étre formellement utilisées pour définir
@235). Puisque les fonctions €' et e~ % sont analytiques sur C, il en est de méme des fonctions sinus et cosinus. Pour montrer

([236al), il suffit d’écrire

. . / L L. . .
et? 4 g% iet? — je— 1% —el% g2 )
= = - = —sinz.
2 2 24

(cosz)! = (
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On montre (236b) de la méme fagon. Enfin, les développements en série entiére ([Z.37al) s’obtiennent en écrivant comme dans la

preuve de (2.29) :

I 2n 20 EX 20412041

@) 2 @nt)

)

+oo (_1)nz2n+1

too n,2n
(=1)"z .
=2 ot

n=0 n=0 (2n + 1)!
dont on déduit
. +oo (_1)n 2n 20:0 n 2n+1
e'LZ —
n=0 ( n=0 (2n + 1)'

On a alors
+oo (_1)n 2n +oo (_1)nz2n+l
2n + 1)!

n=0

et on déduit alors

’LZ 722:22( 1)” n

= (2n)! ’
et
+
et e~ = 9 zo:o (_1)nz2n+l ,
= 2n + 1)!
dont (237) découle. O

On peut aussi retrouver cela a partir des lignes trigonométriques hyperboliques comme |Pab95, p. 115]. &
2.5.3. Trigonométrie et trigonométrie hyperbolique dans C

De nombreuses autres formules sont relatives aux liens profonds qui unissent les lignes trigonométriques
(cos et sin) a leurs homologues hyperboliques (cosh et sinh). Par exemple, on peut poser, en généralisant (2.19h])

et ([219d), pour tout z € C

coshz = f %, (2.38a)
n=0
sinhz = i% (2.38b)
et vérifier que, comme dans R, pour tout z € C :
coshz = < +2€_Z, (2.39a)
sinh z = %. (2.39b)

Voir [Pab95, section 3, chap. 3|. Le lien entre trigométrie et exponentielle est trés profond. Un des exemples
classiques déja connu est la preuve des formules de I’exemple par exemple. Une autre formule
« amusante » est donnée en annexe

De méme, que ’exponentielle et le logarithme sont deux fonctions réciproques sur R, nous allons pouvoir
maintenant de définir le logarithme complexe, & condition de prendre certaines précautions.



2.5. FONCTIONS USUELLES SUR C 22

2.5.4. Détermination du logarithme et des fonctions puissances sur C

Nous allons chercher dans cette section a définir le logarithme complexe, c’est-a-dire la fonction réciproque
de 'exponentielle. On se donne donc z € C et on cherche £ tel que

et = 2. (2.40)

2.5.4.1. Détermination continue de l’argument.
Le probléme de 'argument d’un nombre complexe est qu’il n’est pas unique.

DEFINITION 2.29 (Détermination continue de 'argument). Soit U un ouvert de C*. Soit § : U — R, une
fonction continue. On dit que 6 est une détermination continue de 'argument si, pour tout z € U, 6(z) est un
argument de z, c’est-a-dire z = p(2)e?*) ot p(z) > 0, soit encore z/|z| = €¥?(2).

Sur un ouvert connexeﬁ, deux déterminations continues de I'argument différent d’un multiple de 2.

DEFINITION 2.30 (La détermination principale de 'argument). Soit U, le complémentaire de I'axe négatif
(autrement appelé le plan fendu),

U=C\R_. (2.41)

L’application qui & z € U associe 'unique argument de z, 6(z) €] — 7, [ est continue. On Iappelle la détermi-
nation principale de ’argument et on la note arg.

REMARQUE 2.31 (La détermination de I’argument sur C* ou sur C.). On peut, comme le fait matlab, définir aussi arg égal
amsur R* :
Vz e RY, arg(z)=m. (2.42)
Dans ce cas, 6 est discontinue sur le demi axe R _. Voir ’exercice [[3 du TP [[ De plus, on peut comme le fait matlab, définir
aussi arg égal & 0 pour z = 0 de sorte que arg est cette fois-ci définie sur C tout entier.

¢

2.5.4.2. Détermination continue du logarithme.

On pourra consulter http://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme_complexe

On cherche a définir le logarithme comme la fonction inverse de ’exponentielle. On se donne donc z € C
et on cherche £ vérifiant (2.40).

De ([Z33), on déduit que cette équation n’est possible que si z est non nul. On peut donc écrire

z =re?® (2.43)

ot 0(z), noté pour simplifier §, est un argument de z (il n’est bien str pas unique, selon la section [Z5.4.1]). Si
on écrit £ = x + 4y, alors (243) est équivalent a

e%e = ret? (2.44)
soit donc
z=Inr, (2.45a)
y =0+ 2k, (2.45b)
ou k appartient & Z, soit en revenant a &
E=Inr+i(0+2km), (2.46)

ol k appartient a Z.

5. voir la note de bas de page [B page [[11


http://fr.wikipedia.org/wiki/Logarithme_complexe
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DEFINITION 2.32 (La détermination continue et principale du logarithme). On appelle alors toute appli-
cation qui & z associe un nombre complexe de la forme (2:46]) une détermination du logarithme.
D’aprés la définition 230 les déterminations continues du logarithme sur 'ouvert U sont du type

z = Inlz] 4+ i6(z), (2.47)

ol A(z) est une détermination continue de l'argument.
Enfin, si 6 est la définition principale de ’argument sur le plan fendu C \ R _, la fonction définie par

z > In|z| 4+ i arg(z), (2.48)
est appelée la détermination principale du logarithme et est noté Ln : on a donc
Vze C\R_, Ln(z)=In|z|+iarg(z). (2.49)
Voir I'exercice [[31du TP [

REMARQUE 2.33. De fagon mnémotechnique, on pourra retenir cette formule en écrivant formellement,

comme dans le cas réel,
Ln(z) = Ln (|z|eiafg<Z>) = Ln(|z]) + Ln (a‘arg(z)) =1In(|2]) + i arg(2). (2.50)

REMARQUE 2.34. Il existe d’autres déterminations du logarithme en otant & C une demi-droite quelconque,
issue de l'origine.
En effet, pour tout « fixé, on peut définir une détermination continue de I’argument sur le plan fendu C \ e**R 4 vers

127 — a,af. &

Puisque le logarithme n’est pas unique, on parle parfois de fonctions multiformes.
Voir V'exercice du TP

REMARQUE 2.35 (La détermination du logarithme sur C*.). Il est en fait impossible d’avoir une détermination continue du

Ln sur C* (voir exemple [3.:23 page 35)). Cependant, comme dans la remarque 231 on peut définir conventionnellement définir le
Ln sur C* tout tentier en utilisant la convention (242), qui donne
Vz € R*, Ln(z)=In(|z|) + in. (2.51)

On pourra aussi consulter I’exercice de TD 211
Cette convention est aussi utilisée par matlab. Dans ce cas, Ln est discontinue (et a plus forte raison, non dérivable) sur le

demi axe R _.

&

REMARQUE 2.36 (Limite du logarithme en 0.). On rappelle que dans le cas réel
lim In(z) = —o0. (2.52)
x—0
>0

Posons z = re'? avec § = arg(z) pour z € U (et donc r > 0 et 6 €] — 7, 7]) et étudions si la limite de Ln z existe quand z tend vers
zéro (en restant dans U) ce qui est équivalent & r — 0 avec r > 0. D’apres la définition (2.49), on a donc

Ln(z) = Inr + iarg(z). (2.53)
et donc, d’aprés ([252))
li = - .
lim Re(Ln(z)) 00, (2.54a)
zeU
tandis que
lim Im(Ln(z)) n’existe pas, (2.54b)
z2—0
zeU
mais

ImLn(z) €] — m, «[. (2.54c)
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Au vu de ([254), nous dirons, comme dans le cas réel, que "—oo I’emporte sur la partie bornée" et on posera donc, pat convention

lim Ln(z) = —oo. (2.55)
z—0
zeU

Si on étend ’argument sur C* tout entier grace a la remarque ou (ce qui revient au méme) le logarithme complexe

grace a la remarque [2.35 page précédente] le raisonnement est identique, sauf que (Z.54d) est remplacé par

ImLn(z) €] — m, 7],
ce qui ne change rien. On peut donc écrire, avec cette convention :

Zl% Ln(z) = —oo. (2.56)
zeC*

&
Enfin, on retrouve les propriétés usuelles du logarihme réel qui ne se généralisent pas aussi simplement, a
cause de I'aspect multiforme du logarithme :

PROPOSITION 2.37. On considére la détermination principale du logarithme Ln, définie sur le plan fendu
C\R_. On a dlors

(1) Sa dérivée est 1]z ;
(2) Elle coincide avec In sur R ;

(8) Comme dans la remarque[2.17 page 16, on a

Vze C\R_, Ln(z)=Ln(z). (2.57)
(4) On a
Vze C\R_, exp(Ln(z)) =z, (2.58)
(5) Soit F défini par
F={z=x+iyeC, y=0]n] et cos(y) <0}. (2.59)
On a
Vze C\F, —7m<Im(z)<nm=> Ln(exp(z))==z. (2.60)
(6) Soit F défini par (Z59). On a
Vze C\F, 3Jke€Z, Ln(exp(z)) =2+ 2ikm. (2.61)
(7) On a
Vz1,22 € C\R_, 2120 € C\R_ = Ln(z122) = Ln(21) + Ln(z2) + 2ikm, (2.62)

ot k € {~1,0,1}.
(8) On a
Vz1,22 € C\R_, z120€ C\R_ et arg(z1) + arg(z2) €] — 7, 7[=> Ln(z122) = Ln(z1) + Ln(z2). (2.63)
DEMONSTRATION.

(1) Pour montrer le point [Il on écrit, en utilisant (par anticipation) le point Fl qui permet d’écrire z =
exp(Ln(z)) :
Lnz —Lnzg Lnz—Lnzg 1

2=z  exp(Ln(z)) — exp(Ln(z))  exp(Ln(2)) — exp(Ln(z))
Lnz —Lnzg

exp(Ln(z))—exp(Ln(zo))
Lnz—Ln 2o

Si z tend vers zg, Ln(z) tend vers Ln(zg) et donc

tend vers [eZ]’Z:Ln(ZO) — eln(z0) —
20. Ainsi, le terme de droite tend vers 1/z.
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11 est encore plus rapide d’utiliser la proposition [[.8 On pose f = e. Ainsi f’ = e'. Par définition

f~!=1Ln et (LII) donne
_1v/ 1 1
(f7) (20) = 7o f1(z0) = oln(z0)’

qui est égal & 1/2p, en utilisant (par anticipation) le point [

Le point 2 vient du fait que, sur R%, en vertu du point [, (Inz)" = 1/z. On peut aussi écrire que

Ln(z) =Inz +i x 0.

le point Bl ne peut se montrer comme dans la preuve de la remarque 217 car on ne peut développer le
logarithme complexe sur C tout entier. Il suffit d’utiliser la définition (Z49) et de remarquer que, si z
appartient & C\ R _, alors il est de méme de Z et on a

Lun(z) =In|z| +iarg(z) = ln|z| +iarg(z) = In|z| —iarg(z) = In|Z| + iarg (Z) = Ln (%) .
On utilise la définition :

exp(Ln(z)) = exp(ln |z| + iarg z)),

exp(In |z|) exp(i arg z),
= [2| exp(iarg 2),
=z

On écrit z = x + 1y.

On vérifie tout d’abord que si z € F, alors exp(z) n’est pas un réel négatif ou nul et donc Ln(exp(z))
est défini. En effet supposons que exp(z) = e”(cos(y)+isin(y)) soit un réel négatif, ce qui est équivalent
a cos(y) + isin(y) est réel négatif, soit encore sin(y) = 0 et cos(y) < 0, ce qui est donc équivalent a
ze F.

On a donc

Ln(exp(z)) = Ln(exp(x + iy)) = Ln(exp(z)e™).
Si on pose Z = exp(z)e?, on a bien |Z| = exp(z). En revanche, 'argument de Z n’est égal a y que si
—m < y < m. Dans ce cas,
Ln(exp(z)) = ln(exp(x)) + iy =z + iy = 2
Si on reprend le calcul qui précéde, dans le cas général, arg Z = y + 2km o k est un entier, ainsi
Ln(exp(z)) = In(exp(x)) + i(y + 2kw) = x + iy + 2ikw = z + 2ikm.
ce qui montre (Z6T]).
Pour I € {1,2}, on écrit z; = p;e*® o §; €] — 7, 7[. On a donc

Ln(z122) = Ln (p1p2ez‘(61+02)) ,

et puisque 01 + 02 n’est pas nécessairement dans | — 7w, [, d’aprés les points [l et

= In(p1p2) +i(61 + 02) + 2ikm,
=In(p1) + 161 + In(pa) + 02 + 2ikm,
= Lnz; + Lnzg + 2ikm.
De plus, on a aussi
- <6 <m,
- <Oy <,
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et donc
—27 < 01 + 64 < 2.
Examinons les différents cas. Si
=27 < 01 + 0y < —r,
on a donc
0<01+0:+21 <,
et
arg (p1pae’ " H0)) = 0, + 0, + 20,
avec k = 1. De méme, si
T <01+ 6y <2,
on a k = —1. Enfin, si
—mT <01+ 0 <,
on a k = 0. Dans tous les cas, on a donc montré que k était dans {—1,0,1}.
(8) Enfin, si 6y + 02 = arg(z1) + arg(z2) appartient a | — 7, 7[, d’aprés ce qui précéde

Ln(z122) = Ln(pypoe’ 1 +92)),

= In(p1p2) + (61 + 02),
= In(p1) + 961 + In(p2) + i,
=Lnz + Lnzs.

Voir 'exercice du TD [l et 'exercice .3 du TP [l

REMARQUE 2.38. Le point 3] de la proposition [Z37 donne le lien entre Ln(z) et Ln (z). On peut aussi
déterminer de méme le lien entre les logarithmes de z et 2z’ le symétrique de z par rapport a axe de y. Voir
exercice de TD 2.4

REMARQUE 2.39. Formalisons maintenant rigoureusement 1’équation (Z350) de la remarque
(1) On a tout d’abord
Ln (|z|ef arg(z)) =Ln(]2]) + Ln (ei arg(z)) . (2.64)
En effet, le complexe |z| appartient 4 C\ R —. De méme, le complexe e? arg(2) gppartient a C \ R —. On raisonne en effet
comme dans le point Bl de la preuve de la proposition [Z:371 Raisonnons par I’absurde et supposons e’ 218(2) ¢ C\R_.On
écrit
Z =idarg(z) = X + 1Y,
avec
X =0etY = arg(z).
Sie'8(2) e C\R_, on a
sin(arg(z)) = 0 et cos(arg(z)) <0,
et donc
arg(z) = 0 et cos(arg(z)) <0,
ce qui n’est pas possible. Ainsi d’aprés ([2.62)
Ln (|z|eiarg(z)> =Ln(|z|) + Ln (ei arg(z)) + 2ikm.
Or 61 + 02 €] — 7, n[ et d’aprés (Z63), on a k = 0.
(2) Montrons maintenant que
Ln (ei arg(z)) =darg(z). (2.65)
On a targ(z) ¢ F. Sinon, on aurait iarg(z) = X +4Y dans F et donc on aurait avec X = 0 et Y = —arg(z) et comme

)
précédemment, on aurait Y = 0 et cos(Y) < 0, ce qui n’est pas possible. Puisque Im(i arg(z)) = arg(z) €] — =, 7|, (2.65)
est une conséquence de (260).
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L’équation (Z50) provient donc de (2.64) et de (265).

&
On a aussi :

PROPOSITION 2.40.

+o0o 1
—1)"
Vz € C, |z|<1z<1+z€C\R_ et Ln(l+2) = E Lz”) (2.66)
n
n=1

DEMONSTRATION. Un argument géométrique simple permet de montrer que si |z] < 1 alors 1+2z € C\R _.
Par ailleurs, considérons la série entiére définie par

+oo n—1
f2)=>] %Z” (2.67)

D’aprés le lemme [Z5] son rayon de convergence est 1 et d’apreés la proposition [ZI0, f est holomorphe (méme
analytique) sur le disque de centre 0 et de rayon 1 et, en dérivant terme & terme,

f/( ) _ JFZOO n(il)nil n—1 __ Jr2.0(71)71 n __ JFZOO (7 )n o 1
: 771:1 n ’ 771:0 ’ 771:0 ’ 71+Z

selon 'exemple De plus, selon la proposition 2237 (point [J), on a
(f() — (1 + 2))' =0,
On conclue alors en utilisant la proposition [[.2{] (I

REMARQUE 2.41. La formule ([2.66]) est aussi valable pour z = 1. Voir par exemple |Bas22, Annexe intitulée "Approximations
polynomiales de In(1 4 z) et de e*"] disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf

¢
2.5.4.3. Détermination principale de la puissance (z%).
Comme dans le cas réel, ot z® a un sens pour tout o € R, en posant z® = e

VaeC, VzeC\R_, z*=e*tn? (2.68)

alnzon définit 2@ par

REMARQUE 2.42. 1l est intéressante de voir comment successivement les mathématiciens ont donné un
sens & la quantité z® pour z réel et « entier strictement positif, puis nul, puis négatif, puis rationnel, puis réel,
puis complexe et enfin z et o complexes. On pourra consulter |Basl4] ou |[Bas22, Annexe "Calcul de a® et
redéfinition de 'exponentielle"].

Nous avons aussi la propriété suivante qui généralise le cas réel :

PROPOSITION 2.43.

Va,B,2€ C,z € C\R_ = 2928 = %5, (2.69)
De méme, on a
Ya e C, V0e€ —|mn, (ew)a = e, (2.70)
Enfin,
VaeR, VzeC\R_, [29=]z". (2.71)
DEMONSTRATION.
e On a

222 = exp(aLn(z)) exp(BLn(z)) = exp((a + ) Ln(z)) = 2275,
ce qui montre ([2.69)


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
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e On a, par définition,

(ew)a — v Ln(e'?)
et donc d’apres (2.60), (puisque 6 € —]m, 7[).

(ew)a _ eaw.

e Ona
a| aLn(z)

= |e y

e In |z|+ix arg(z)

)

e In |z| et arg(z)

et, en utilisant le fait que a/ln |z| est réel et que avarg(z) est réel, on a donc :

— le@ In |z|

= |Z|aa

ce qui montre (2.77]).
(]

REMARQUE 2.44. Notons que pour n entier et z complexe, I'écriture z™ contient en fait deux définitions.
La premiére correspond & la définition usuelle de 2", la seconde correspondant & la définition (ZG8]). Ces deux
écritures sont en fait équivalentes. Voir 'exercice de TD
REMARQUE 2.45 (La détermination des puissances sur C*). Comme pour la remarque on peut définir une puissance
za, pour tout z € C* en utilisant (Z51). De plus, si « est réel, d’aprés (Z71), on a donc cette fois-ci :
vieCt, | = s
Si, de plus, « est un réel strictement positif, on a

lim |z|* =0,

|z|—0
et donc
lim 2% =0.
|z|—0
On posera donc par convention, comme dans le cas réel :
YaeRY, 0%=0. (2.72)

¢

Enfin, comme dans le cas réel, on a :

PROPOSITION 2.46. Pour tout a € C, la fonction z — 2z est holomorphe sur C\ R _ et sa dérivée est

donnée par
V2eC\R_, (2% =az*"L (2.73)

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 237 le logarithmique complexe est holomorphe sur C\ R _ de
dérivée 1/z. Ainsi, d’aprés la proposition [[.7 page 4] z — 2 est holomorphe sur C\R _ et sa dérivée est donnée
par

/
(=) = (e*14)) = (aLn(z)) (1)) = S22,
2
On vérifie que 1/z = 271 et donc, d’aprés ([Z.69), on a

(za)/ _ za—l-
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2.5.5. Expression des développements en série entiéres des fonction usuelles

Ces développements en série entiéres sur C peuvent étre définis & partir des développements limités de
leurs homologues réels. On consultera par exemple [Bas22, "annexe "Quelques développements limités usuels"].

2.5.6. Redéfinitions des fonctions complexes z — /z et z — z!/"

Voir annexe [E page 220

2.5.7. Définitions des fonctions complexes arcsin et arccos

Voir annexe [F' page 231



Chapitre 3

Intégration des fonctions complexes, Théoréme de Cauchy et
Formules des Résidus

3.1. Introduction

Ce chapitre pourrait se faire en une quinzaine d’heures, ce qu’on ne fera pas du tout! Le but de ce chapitre
est surtout de comprendre les choses suivantes :
— Comment intégrer une fonction complexe le long d’un chemin.
— En déduire le théoréme de Cauchy et 'une de ses conséquences importante et surprenante : I’analycité
des fonctions complexes est équivalente & I’holomorphie !
— En déduire aussi le théoréme des résidus, trés utile pour le calcul de certaines intégrales ou de sommes
infinies.
Ce chapitre s’appuie sur [Pab94, chap. 4 & 10] et [Sko91, chap. IIT et IV].
On pourra aussi consulter
http://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_des_résidus

3.2. Intégration des fonctions complexes

Vous avez di voir en mécanique qu’un champ de vecteur conservatif (qui dérive d’un potentiel) a une circu-
lation sur une courbe fermée égale & zéro (voir par exemple [Basl1h, Annexe E et (E.20) p. 118] disponible sur
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf). Vous connaissez aussi le
calcul suivant, qui nous montre qu’un champ de force dérivant d’un potentil est conservatif : Si F= V¢, on a

/ﬁﬂ:/vmﬁ
~ [a.

= ¢(b) — o(a),
et donc
/ﬁ.Jz = ¢(b) — ¢(a). (3.1)
Nous allons retrouver formellement cette propriété pour des fonctions complexes.

3.2.1. Intégration des fonctions complexes le long d’un chemin

Les pages 30 a 35 de |Pab95] définissent rigoureusement la notion d’intégration des fonctions complexes le
long d’un chemin. Nous allons donner directement :

DEFINITION 3.1. On appelle arc toute application continue v d’un intervalle [a, b] de R dans C : ¢t — ~(t).
~(a) et y(b) sont respectivement l'origine et I'extrémité de I’arc 4. On appelle chemin dans un ouvert  de C,
un arc de classe C!' par morceaux dont I'image est incluse dans €. Soit enfin f une application continue sur
I'image de 7. L’intégrale de f sur 7 est définie par l'intégrale

b
/ﬂaw:/fwmwww. (3.2)

30


http://fr.wikipedia.org/wiki/Th�or�me_des_r�sidus
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf
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REMARQUE 3.2. Ici, la dérivée utilisée est la dérivée usuelle sur R, et non celle du chapitre[l! C’est-a-dire,
que si

y(t) = X (t) + Y (¢), (3.3)
alors
Y (t) = X'(t) +iY'(t). (3.4)

REMARQUE 3.3.

— Cette intégrale est 'intégrale d’une fonction de R dans C et peut se calculer en intégrant séparément
partie réelle et imaginaire ou en intégrant directement les fonctions complexes.

— Cette définition ressemble beaucoup a celle d’une intégrale curviligne (voir |Basl1b, section E.1.2]).

— De fagon mnémotechnique, il suffit de poser de fagon formelle z = ~(¢) et de faire un changement de
variable : z = v(¢) et donc dz = ~/(¢)dt.

EXEMPLE 3.4. Calculer I'intégrale de f = z sur le chemin ~(¢) = €', pour t € [0, 7/2]. Pour dériver v, on
peut utiliser la formule suivante : d’aprés ([2:29)), pour a est un réel, on a

e = cos(at) + isin(at). (3.5)
D’aprés (33) et (34), on a donc
(ea”)/ = —asin(at) + ia cos(at) = ia (cos(at) + isin(at)) = aie®™,
et donc
(e‘”t)/ = aie®. (3.6)

Cette formule peut aussi vue comme une conséquence du lemme On a y(t) = e’ et donc v'(t) =

ie' et donc

/2
[ r@az= [ s aa,
/2

:/ etieltdt,
0
/2 )
:i/ e?itdt,
0

%] Zgﬂ ,

(71 - 1)7
=—1.

wl»~g>_|@.

DEFINITION 3.5. Un chemin fermé est tel que v(a) = v(b).

PROPOSITION 3.6. L’intégrale le long d’un chemin est indépendante du paramétrage (c’est-a-dire de la
fonction ) choisi.

DEMONSTRATION. Soient «y et ; deux chemins. Il existe donc ¢, continue, croissante et C'! par morceaux,
de [a,b] dans [a1,b;] telle que ¢! est C! par morceaux avec v = 41 o ¢. On fait le changement de variable
t=¢(r) avec t € [a1,b1] et T € [a,b]. On a donc dt = ¢/ (7)dr et

M) =n(8(7)) =10 ¢(r) = (1),

et donc
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21 21

20

<

20 w

(a) Le segment S (b) L’arc de cercle C
FIGURE 3.1. La paramétrisation générale d’un segment S = [z, z1] ou d’un arc de cercle C.

Ainsi, il vient

by b
[ tenmide= [ ra@miem)s

ay

b
:/fMWWWWW%

b
:/fMﬂW@W

EXEMPLE 3.7.

(1) On considére le segment S = [2¢, 21] comme indiqué sur la figure Le paramétrage de ce segment
est donné par

(3.7a)

avec
Vvt e [0,1], ~(t) = 20+ (21 — 20)t. (3.7b)

Voir preuve dans l'exercice de TD [3.7]

(2) On considére Parc de cercle C comme indiqué sur la figure Le paramétrage de cet arc de cercle
est donné par par

[90, 91] — C

; o) (3.8a)

avec

Vt € [00,01], y(t) =re' +w, (3.8b)



3.2. INTEGRATION DES FONCTIONS COMPLEXES 33

ou r est le rayon de I'arc de cercle et w l'affixe de son centre.

Voir preuve dans 'exercice de TD B.7
Trois résultats immédiats sont donnés sans preuve :

LEMME 3.8 (Juxtaposition de chemins). Siv1(b) = v2(a), alors

[ seu= [ e [ e

LEMME 3.9 (Chemin opposé).
/ f(z)dz = —/f(z)dz.
- gl

LEMME 3.10 (Majoration). Awec les notations de la définition [31]

/f )iz /|f Dl (1)

On a facilement le lemme suivant :
LEMME 3.11 (Inégalité de Darboux). Si v est un chemin défini sur [a,b] et M un majorant de |f| sur

l’image de vy, alors

f(z)dz| < ML, (3.9)

ou L est la longueur du chemin.

DEMONSTRATION. Elle résulte du lemme 310 et de la définition de la longueur d’un chemin (voir [Basl14,
section 3.2.1] disponible sur http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/54/85/PDF/coursMT25_PO7.
pdf et est donnée dans [Pet98, p. 180]. O

3.2.2. Indice d’'un chemin

DEFINITION 3.12. Soient v un chemin fermé et Q = C \ Im(y). Pour tout z € Q, on définit 'indice de ~v

Ind, ( =5 / e (3.10)

C’est intuitivement le « nombre de tours » décrit par v autour de z ¢ v quand ¢ décrit [a,b] et c’est un

par rapport & z par l'intégrale

entier relatif.

THEOREME 3.13. Ind, est une fonction & valeurs dans Z, constante sur chaque composante connexe de
QE et nulle sur la composante non bornée de 2.

DEMONSTRATION. Admise. (]

PROPOSITION 3.14. Soit v le cercle de centre a et de rayon r, décrit dans le sens trigonométrique. Alors
Indy(z) =1silz—a|l <retInd,(z)=0si|z—a|l>r.

DEMONSTRATION. Calculons Ind, (%), pour |z —a| < r. Il suffit de choisir d’aprés le théoréeme B13] z = a.
On choisit le paramétrage suivant du cercle : ¢ = 7e? +a avec 6 € [0, 27]. On a d¢ = ire?df et par définition,

21 - 40 27
1
Tnd, ( / = fretds 1 / do =1
= 2ir C—a 2ir 0 ret? 2r Jo

Si a est a 'extérieur du cercle, on est sur la composante non bornée et Ind, y est nulle, d’aprés le théoréme
0. 1ol [l

1. C’est-a-dire, les parties connexes (voir la note de bas de page Bl page[[]) du plan « séparées » par le chemin . Voir la figure
3.2l


http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/54/85/PDF/coursMT25_P07.pdf
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/54/85/PDF/coursMT25_P07.pdf
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composante connexe non bornée,

composante connexe

composante connexe 2

F1GURE 3.2. Les composantes connexes définies par . Voir aussi la note

REMARQUE 3.15. Attention, si le cercle est décrit dans le sens des aiguilles d’'une montre, alors Ind, (z) =
—1si |z — a] < r. En effet, le calcul précédent donne cette fois-ci :

1 d 1 0 . ’Lede 1 2w - 10d9 1 2m
Ind,y(a) = %/ ?ga = %/ e = e == - d9 = *1
vy 2

0 9 T el
. re 2im Jq re 2m Jo
Il en est de méme pour tout chemin tournant autour de z : l'indice est 1 si il est parcouru dans le sens

trigonométrique et —1 sinon.

3.3. Primitive des fonctions complexes et Théorie de Cauchy
On renvoie a |Pab93, chap. 5 et 6] et [Sko91, chap. III].
3.3.1. Primitive des fonctions complexes

Comme dans le cas réel, on donne

DEFINITION 3.16. Soit f une fonction complexe définie dans un ouvert €2 de C. On appelle primitive de f
dans Q toute fonction F' définie et holomorphe dans Q telle que F’ = f.

Comme dans le cas réel, on a

PROPOSITION 3.17. Soient f une fonction complexe continue dans un ouvert et F' une primitive de f.
Etant donné un chemin ~ dans Q, d’origine zy et d’extrémité z1, on a

/f(z)dz:F(zl) — F(20). (3.11)
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DEMONSTRATION. On retrouve donc bien formellement B)). 11 suffit d’écrire les définitions. En effet, on
a successivement

b
/ﬂaw:/fwmwwﬁ
b
- [ Faon o
b

=/XFwamuu

= F(v(b)) — F(v(a)),

REMARQUE 3.18. On a aussi, exactement comme dans le cas réel :

LeMME 3.19 (Intégration par partie complexe). Soient f et g deux fonction holomorphes sur ouvert Q de C et un chemin
v dans Uouwvert 2, d’origine zg et d’extrémité z1. On a

[ e = - [ 16 Gs+ 19222 = = [ 7219 (s + fGnglen) = Fen)gtao) (3.12)
¥ ¥ ¥
DEMONSTRATION. Voir la question [[]de ’exercice de TD [3.9] O

¢

EXEMPLE 3.20. Comme dans R, pour n € Z \ {—1} et a € C, la fonction z — (z —a)" admet pour
primitive z — (z — )"t /(n 4+ 1).

EXEMPLE 3.21. Comme dans R, la fonction z + 1/z définie sur le plan fendu C\ R _ a pour primitive la
détermination principale du logarithme Ln, selon la proposition 2371

On déduit de la proposition B.I7 que

PROPOSITION 3.22. Si la fonction continue f admet une primitive dans 'ouvert ), on a pour tout chemin
fermé v a valeurs dans €,

/ f(z)dz =0. (3.13)
¥
Nous verrons dans le théoréme [3.24] la réciproque, aussi vraie.

EXEMPLE 3.23. D’aprés la proposition B.14] on a

dz
— = 2im, (3.14)
N 2
et puisque cela est non nul, la fonction 1/z n’a pas de primitive dans C* et a fortiori, il n’existe aucune
détermination (continue) du logarithme dans C*.

Une preuve alternative sera proposée dans ’exercice de TD facultatif [3.10

THEOREME 3.24. Soit f une fonction continue sur un ouvert ) de C. Pour que f admette une primitive
dans Q, il faut et il suffit que, pour tout chemin fermé v dans 0, on a ait (BI13).

DEMONSTRATION. La condition nécessaire résulte de la proposition[3.22] La condition suffisante est admise.
O



3.3. PRIMITIVE DES FONCTIONS COMPLEXES ET THEORIE DE CAUCHY 36

3.3.2. Théorie de Cauchy

Nous allons maintenant admettre, sans preuve, le résultat suivant, qui est une conséquence du théoréme
.24 :

THEOREME 3.25 (Théoréme de Cauchy). Soient Q un ouvertE, f une fonction continue sur €2, holomorphe
dans C\ {a}. Alors, f admet une primitive dans Q et pour tout chemin fermé v dans Q, on a (BI3).

REMARQUE 3.26. Souvent présentée dans le cas d’un ouvert Q2 convexeﬁ, cette formule est en fait souvent vraie dans le cas
d’un d’un ouvert 2 conneer. Par la suite, pour simplifier, on oubliera la notion de convexe ou de connexe, en retenant que les
cas présentés dans ce cours obéissent a I’'une de ces hypothéses.

¢

THEOREME 3.27 (Formule de Cauchy). Soient 0 un ouvert et v un chemin fermé dans Q. Soit f holo-
morphe sur Q. Si z € Q et z & v, alors

1 f(©)
I =— | —22d(. 3.15
$may () = i [ £ (3.15)
En particulier, si z est intérieur a v et v est d’indice 1 par rapport a z :

f(z) = %/ Cf@ldg. (3.16)

DEmonsTRrATION. Considérons la fonction f définie par

g(¢) =
I'(€)s si¢=z2

qui est continue dans et holomorphe dans Q \ {z}. D’aprés le théoréme 325} on a

Ag(z)dz =0

JECECh
v (—z 7

et donc

ce qui implique

f(¢ 1
[ L= s [ Ao
v C—z vC—2
et d’aprés la définition ([3I0) de I'indice,
Cf(—odc = 2irInd~ (2) f(2).
—z
En particulier, si z est intérieur a « et 7 est d’indice 1 par rapport & z, on a bien (3.16). O

&
Voir le timbre de la section [3.6 page 52!

EXEMPLE 3.28. Voyons maintenant comment la formule de Cauchy ([B.I50]) permet de calculer des intégrales.

T cosw T
dr = —. .1
/0 112277 2 (3:17)

On définit g, le chemin fermé comme indiqué figure B3] R étant choisi assez grand, de telle sorte que +i

Montrons que

soient & 'intérieur de ce chemin.
Nous procédons en plusieurs étapes :

2. vérifiant les hypothése de la remarque [3.26]
3. C est un convexe ssi pour tout (a,b) € C?, [a,b] est inclus dans C.
4. voir la note de bas de page B page [[11



3.3. PRIMITIVE DES FONCTIONS COMPLEXES ET THEORIE DE CAUCHY 37

YR

FIGURE 3.3. le chemin 7yg : réunion d’un segment et d’un demi-cercle.

(1) Calculons

eiz
Ir = —dz. 3.18
S = (318)

(a) D'une part, on remarque que 22 +1 = (2 —4)(z +1i) et d’aprés la décomposition en éléments simple,
il existe A et B tels que
1 A B
= .
z2+1 z—1 z+41
En multipliant respectivement cette expression par z — ¢ et z + 1 et en faisant tendre z vers i et —i,

on obtient A =1/(2i) et B = —1/(2i). On a donc

eiz 1 eiz eiz
22+1 :Z(zi_eri)'

On intégre cela sur yx (les deux fonctions y sont holomorphes) :

/ e—de = — c -dz — — ¢ -dz. (3.19)
rp 1+2 2t Jrp, 2 —1 2t Jr, z+1

1z .

(b) On applique la formule de Cauchy (BI6) pour z = ¢ a U'intérieur de vg a la fonction f(z) =e

. 1 e’
0= 557 [ Fc

et donc
iz
2ime’ = / S (3.20)
N2
De méme, si on applique la formule de Cauchy B.I6) pour z = —i, a Pextérieur de g :
eiz
0= / m -dz. (3.21)
N2+

(¢) De BI19), (B20) et B.21I)), on déduit

iz 1 )
/ e—2dz = — (22’77612) = e 1,
rp l+2 2

et donc

e? s
——dz = —. 3.22
/FR 1+27°7 ¢ (3:22)
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(2) D’autre part, on utilise la propriété Le chemin I'p est composé du segment [—R, R] ol z = x et
r € [-R, R] avec dz = dx et du demi-cercle C paramétré par z = Re' et 6 € [0,7]. On a donc

iz R T iz

e e e
—  dz= ——d —d
/FR1+z2Z /,R1+z2 x+/cl+z2 =

R R : iz
COS T s (&
= —dr+i —d —d
/,R1+z2 $+Z/,R1+z2 $+/cl+z2 “

R iz
COsT e
/0 1+ a2 $+/Cl+z2z

et par symeétrie

On a donc . R .
/FR ﬁdzz - 2/0 %dm—i—/cﬁdz. (3.23)
(3) Enfin, sur C, on aﬁ, d’apres (233) : pour
z=R=¢" = Rcosf +iRsin, (3.24)
on a
‘eiz‘ _ oRe(iz) _ ,—Rsind

et donc, puisque 6 appartient a [0, 7],

e < 1. (3.25)
On a aussi, pour R > 1, d’aprés I'inégalité triangulaire,
|1+2% > 2% -1 (3.26)
et donc
142 >=R*>-1
Bref, sur C
e’ 1
1+22| 7 R2-1
On applique le lemme [3.17] :
1
[ £ < (2R .
et donc _
eZZ
li ——dz=0. 2
i, [t =0 (327)

(4) Finalement, les résultats B.22)), B23) et (B27) donnent pour R tendant vers 'infini : la limite de
2 fR 8L Jx existe (ce que l'on savait déjal!) et veérifie

0 14=a2
+oo
[y g
0 1+ e

—+oo
cos T ™
——dr = —. 3.28
/0 112277 2 (3:28)

et donc

Ce calcul est plus rapide que I’habituelle intégration de la décomposition en éléments simples que vous aviez
apprise plus jeune, et qui, de plus, obligeait & explicite les différentes intégrales obtenues. Nous reprendrons cet
exemple plus rapidement dans 'exemple B. 49 Nous généraliserons cela en section B.4.1]

5. Ne pas appliquer cela brutalement comme dans R!
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3.3.3. Analycité des fonctions holomorphes

Déduisons enfin de la formule de Cauchy, le résultat tant attendu : ’analycité des fonctions complexes est
équivalente a ’holomorphie !

THEOREME 3.29. Toute fonction holomorphe dans un ouvert ) est analytique dans §2.

DEMONSTRATION. On pourra en trouver une preuve directe de ce résultat, non fondée sur la théorie
de Cauchy dans les pages 19 a 21 de http://perso.eleves.ens-rennes.fr/ tuntr932/borddudisque .pdf,
elle-méme issue de la proposition 1.18, pages 10 et 11 de https://www.math.u-psud.fr/“hulin/poly-holo.
pdf.

Une preuve de ce théoréme (fondé sur le théoréme B27) et du théoréme B30 utilisant la théorie de Cauchy
est donnée page

O

Enfin, on conclut par la proposition suivante qui permet de calculer les coefficient du développement en

série entiére de f :

PROPOSITION 3.30. Sous les hypothese du théoremel3.29, on considére a € Q. Le rayon de convergence de
la série de Taylor@ de [ en a est supérieur ou égal & la distance de a au complémentaire de ). De plus, si -y
un chemin fermé dans Q tel que lindice de v par rapport & a, soit égal o 1, alors pour tout n > 0,

(g = L[ SO
$0) = i [ e (3.29)
Enfin, le coefficient a,, de de la série de Taylor de f en a est donné par
1 f(Q

PREUVE FORMELLE. Nous ne donnons qu’une preuve qui permette de justifier de fagon non rigoureuse, les égalités ([B.29) et
B30). La dérivée n-iéme de a — 1/(¢ — a) vaut n!/(¢ — )”+1 et donc, par dérivation sous le signe somme de ([3.16]), on a

myy_ 94" (1 [ Q) ) R _n f(©
Fe) = da™ (2z7r (—a d 2im J dan C - a ~ 2n / us aa" —a &= 24 [, (= a)"+1 .
Enfin, (330) vient de (329) et de (ZI6). O

PREUVES PLUS RIGOUREUSES DES THEOREME [3.29] ET DE LA PrRoOPOSITION [3.30l On peut utiliser la formule [3I5) et déve-

lopper de la fagon suivante en série entiére, pour |v| < |u] :

111 71%1}"
u—v  ul—v/u u L= un

et donc en déduire

On peut donc développer en série 1/(¢ — z) sous la forme (si |z — a| < |C —al)

1 1 (z —a)
R (s ey e Z o
De (3I3), on déduit donc
_ L[ 1@, L X (e-a)n
0= 5. | FEa =g | 3 o

On admet qu’il est légitime d’invertir la somme et 'intégrale et donc

1) = 5 +: (5 o) o

dont on déduit 'analycité de f et les expressions de a, en comparaison avec (ZI8). O

6. fourni par (ZIJ).


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
https://www.math.u-psud.fr/~hulin/poly-holo.pdf
https://www.math.u-psud.fr/~hulin/poly-holo.pdf

¢
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3.4. Formule des résidus et applications aux calculs d’intégrales

Entrons maintenant dans la derniére section ot est énoncé le résultat principalﬁ, la formule des résidus
"simple" conséquence du Théoréme de Cauchy [3.25]
On renvoie a |[Pab95, chap. 8 et 9] et |Sko91,, chap. III section 4)].

3.4.1.

Singularités isolées et théorémes des résidus

Commengons par un exemple pour introduire cette notion.

EXEMPLE 3.31.

(1)

La fonction f définie sur C* par

VzeCr, f(z) = 22Z

z

n’est a priori pas définie en 0. Cependant, d’aprés (2.37h)), on a pour tout z non nul

1 +oo N z2n+1 +0oo N 1 z2n+1
1z)=2 ;(_1) Qn+1) 7;(_1) Z(2n+ 1)
et donc
+oo Z2n
VzeC*, f(z)= ;(4) ey (3.31)

Remarquons que la somme de droite de cette équation, est, par définition de (2.37h), définie sur C.
Pour z = 0, elle vaut (71)”% pour n = 0, soit 1. La somme de droite définit donc une fonction
développable en série entiére a l'orgine et est en particulier holomorphe (et donc continue). Ainsi, f
peut étre prolongée par continuité en zéroﬁ en posant f(0) = 1. Ainsi prolongée, f est développable en
série entiére et son rayon de convergence est égal & 'infini. On dit de f qu’elle présente une singularité
en 0 mais que cette singularité est illusoire.

Si on considére la fonction g définie par

VzeC*, g(z)=f(z)+ %, (3.32)

cette fois-ci, g n’est pas définie en zéro et n’admet pas de limite quand z tend vers zéro. Néanmoins la
fonction f admet de nouveau une singularité illusoire en zéro. On dira que g admet un poéle d’ordre 1
en zéro. Notons que dans ce cas, [3.32)) entraine :

Vze C*, zg(z)=zf(2) + 1, (3.33)
qui est une fonction holomorphe. En d’autre terme

z — zg(z) a une singularité isolé en zéro. (3.34)

ExempPLE 3.32. Traiter les exercices de TD [3.4] B.11] B35l et B. 12l que I’'on pourra achever, une fois la notion de résidus apprise.

¢

DEFINITION 3.33 (Singularité isolée). Soient © un ouvert de C, a € Q et f holomorphe sur Q \ {a}. On
dit que a est une singularité isolée de f.

On admet alors le lemme suivant :

7. et trés joli!

8. On retrouve donc le cas réel.
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LEMME 3.34. Soit a une singularité isolée de f. Si on peut prolonger f en a en une fonction holomorphe au
voisinage de a, ce prolongement est unique. On dit alors que la singularité de f en a est illusoire (ou apparente
ou inexistante) ou encore est une fausse singularité. On dit encore que a est un point régulier de f.

On en déduit le résultat suivant (voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Singularit}C3%A9_isol%C3
%A9e), qui généralise les cas[Il et B de 'exemple B3T)

THEOREME 3.35 (Classification des singularités isolées). Soient  un ouvert de C et f holomorphe sur
Q\ {a}. Nous avons trois cas possibles :
(1) La singularité a de f est illusoire.

(2) La singularité a est appelée pole de f, si d’une part la singularité a est non illusoire et d’autre part,
pour m € N* entier suffisamment grand, la fonction définie par

vzeQ\{a}, G() = (z—a)"f(2), (3.35)
se prolonge en une fonction holomorphe sur Q (autrement dit a est une singularité illusoire de G). Le
plus petit entier m € N* possible est appelé l’ordre du péle. a.
(8) Sila singularité a n’est ni une singularité illusoire, ni un péle, on dit que c’est une singularité essentielle.
THEOREME 3.36 (Classification des singularités isolées (version alternative)). Soient Q un ouvert de C et
f holomorphe sur Q\ {a}. Alors, [ vérifie l'une (et l'une seulement) des propriétés suivantes :

(1) f a une singularité illusoire en a et il eviste des nombres compleves (an), oy uniques tels que

VzeQ, f(z Z ar(z —a) (3.36)
(2) a est un pole d’ordre m > 1 et il existe m € N* et des nombres complexes (an)ne{fm,...,fl}UN um’quesﬁ
tels que
G_m #0 (3.37)
et

m
Vz e Q\{a}, f(z Z +Zak z—a) (3.38)
k:l
expression qui généralise (3.36).
(3) a est une singularité essentielle.
DEMONSTRATION.

(1) Si a est une singularité illusoire, d’aprés le lemme [3334] f, prolongée en a, est holomorphe sur et d’aprés le théoréme
B29] f est analytique sur Q et en particulier développable en série entiére et a, dont on déduit le cas[Il

(2) Si a est un pole (d’ordre m), on est dans le cas 2] du théoréme 3351 La fonction G définie par (335) a une singularité
illusoire en a. D’aprés le cas [l on peut écrire [B36]) appliquée a G :

VzeQ, G(z Zbsza . (3.39)
et donc, d’apres (3.33)),

1 I
ven\lah J6)= o Sl olt

_Z Z*CL bk(zia)la

=S bt
k=0

9. donnés par ([339) et A0), avec G définie par (3:33).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Singularit%C3%A9_isol%C3%A9e
https://fr.wikipedia.org/wiki/Singularit%C3%A9_isol%C3%A9e
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en posant k' =k —m

—+o0
= Z bitm (z — a)k,

k=—m

et en isolant les m premiers termes de la somme

-1 +oo
= Z brym (2 — a)k + Z bi+m (2 — a)k-
k=0

k=—m
en posant k’ = —k dans la premiére somme :
m b —+oo
—k
S e SR
k=1 (z—a) k=0
On définit les complexes (a”)ne{—m o —1}UN uniques par

vk € {1, ..,m}, a_jp = b—k:+m7
Vk € N, ap = bk+m~

On a donc ag = 0 et (F38).

42

(3.40a)
(3.40b)

Pour conclure, montrons que ([3.37) est vérifiée. Raisonnons par I’absurde et supposons que a_,, = 0. D’aprés (3.39) et

(B40)), on a donc by et

—+oo
Glz) = bz — ),
k=1
—+oo
=(-a)) bz—a)
k=1

+oo
=(z—a) Zbk+1(z —a)®,

k=0

= (Z - G)f(z)7
ou &(z) = Z:‘:x(’) bp+1(2z — a)* est holomorphe. On a donc d’aprés (3.35)
G(z) = (z - a)§(2) = (z —a)" f(2)

et donc

VzeQ\{a}, £(z)=(z—a)" 1f(2) avec £ holomorphe.

(3.41)

Sim—1=0, f =¢ et f est holomorphe donc a est une singularité illusoire de f, et on est donc dans le cas[I] ce qui

n’est pas possible. Sinon, on a donc trouvé un entier p = m — 1 > 1 qui vérifie (3:41)), ce qui contredit I’aspect minimal

de m qui vérifie (335

¢

REMARQUE 3.37. Il est trés important de supposer a_,, # 0!

Donnons une caractérisation du cas[I] issue de https://fr.wikipedia.org/wiki/Singularité_isolée.

O

THEOREME 3.38 (Théoréme de prolongement de Riemann). Soient a un compleze, U un ouvert contenant a et f holomorphe

sur U \ {a}. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) La singularité a de f est illusoire ;
(2) f posséde posséde un prolongement continu en a ;
(3) f est bornée sur U \ {a}.
(4) Ona
lim (= — ) f(2) = 0.

(3.42)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Singularit�_isol�e
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DEMONSTRATION. Les implications [l = 2l = [B] = Ml étant immédiates, démontrons @l = [I
Considérons la fonction g définie sur U. par

VzeU\{a}, g(2)=(z—a)*f(2), (3.43a)
et
g(a) =0. (3.43b)
On a, pour tout z € U \ {a},
9(z) —g(a) _ g(2)

)
zZ—a zZ—a

=(z—a)f(2),
qui tend vers zéro quand a tend vers zéro par hypothése. g est donc dérivable en a avec
g'(a)=0 (3.44)

Ainsi g est dérivable en a, holomorphe (comme f, d’aprés (343al)) sur U \ {a} et donc holomorphe sur U. Raisonnons comme dans
la preuve du théoréme [3.36] (cas ). La fonction g est donc analytique sur U donc développable en série entiére en a et on a donc
pour tout z dans U

+oo
9(z)= > an(z — )",
n=0

—+oo
=ag+aiz+ Z an(z —a)?,
n=2
—+oo

=9(0) +¢'(a)(z—a) + Y an(z —a)",

n=2

et d’aprés ([3.43D) et ([3.44)

—+oo

= Z an(z - a)nv
n=2
400

=3 anaz ),

n=0

:(z—a)2§a (z—a)"
s n+2 .

On a donc, d’aprés ([3.43al)

vze U\{a}, f(z)= ! )29(z)

(z—a

et donc
+oo
VzeU\{a}, f(z)=_ anta(z—a)",
n=0

expression qui permet de définir f(a) = a2 et donc de prolonger f sur U. Ainsi

+oo
VzeU, f(z)=Y anta(z—a)",

n=0
et donc f est développable en série entiére en a et dérivable en a. Ainsi f, supposée holomorphe sur U \ {a} est holomorphe sur U.
O

¢

REMARQUE 3.39. le théoréme [3.38 page précédente| permettait de retrouver trés rapidement la conclusion du cas
de I'exemple 3311 On a en effet, pour z # 0,
sin z .
z ( ) = sin(z),
z

qui tend vers zéro quand z tend vers zéro. Donc f présente une singularité illusoire en zéro.

¢
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REMARQUE 3.40. En fait, pour le cas[2ldu théoréme [3.30] il est équivalent de dire qu’il existe des nombres
complexes uniques a_1, ..., a_,, avec m > 1 avec (B37) tels que la fonction g définie par

9:) = 1) =X oo (3.45)
k=

1

ait une singularité illusoire en a.

REMARQUE 3.41. Dans le cas Bl du théoréme 336, on peut montrer que f admet admet le développement dit de Laurent :

—+oo a +oo +oo a
f(z):ZﬁJrZak(Z*a)k: Z ﬁy (3.46)
k=1 k=0 k=—oo

expression qui généralise (3.38)).
REMARQUE 3.42. La fonction f définie par
VzeC*,  f(z) =el/?),
présente une singularité essentielle en zéro. En effet, sinon, on aurait un poéle et donc un entier m tel que
g(z) = zmelt/?),
aurait une singularité illusoire en zéro. En particulier, on a aurait

lim zme(1/%) = 0,
z—0

ce qui est impossible en choisant 2 =r € R%, puisque dans le cas réel, 'exponentielle 'emportant, on a

lim r™e(/™) = 4oo.
'r—»(l
TEJRJr

¢

EXEMPLE 3.43. Voir de nouveau 'exemple B.31]

DEFINITION 3.44. Dans le cas 2l du théoréme 336 le polynome en (z —a)~!

i (Z“_;’;)k (3.47)

k=1

est appelée la partie principale de f en a. Le coefficient a_; de 1/(z — a) est appelé résidu de f en a et est noté
Rés(f,a) =a_1. (3.48)

REMARQUE 3.45. Si m = 1 (pole simple), on a d’aprés 'égalité [B317), Rés(f,a) = a—1 non nul. En
revanche, si m > 2, contrairement a ce qui passe pour a_,, nécessairement non nul, il est possible que a_; soit
nul!

Voir par exemple 'exercice de TD [B.141

REMARQUE 3.46. Si la fonction f a une singularité illusoire en a, le résidu de f en a est nul. En effet, on
peut écrire formellement, pour z # a

fle) = =2+ f(2),

ou f est holomorphe. C’est la situation par exemple de 'exercice de TD B.12]

En revanche, la réciproque est fausse. On peut avoir un résidu nul en a, a étant un podle d’ordre supérieur
ou égal a 2. Voir par exemple I'exercice de TD B.14

Nous verrons en section comment calculer les résidus de fagon pratique.
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3.4.2. Formule des résidus

Donnons finalement le résultat principal, la formule des résidus, qui n’est autre qu’'une conséquence du
Théoréme de Cauchy [3.25

THEOREME 3.47 (Formule des résidus). Soit Q un ouvert et ay, ..., o des points distincts de Q. Soit
f une fonction holomorphe sur Q\ {a,...,an} et dont chaque point ay est un pdle (d’ordre fini). Soit v un
chemin fermé ne passant pas par les points ;. On a alors

/ f(z)dz = 2im Y Rés(f, o) Indy (o). (3.49)
R k=1

En particulier, si vy sépare le plan en deux régions, Uintérieur et Uextérieur (voir figure[3]], o & Uextérieur,

FExterieur

Intérieur

N

FIGURE 3.4. L’intérieur et 'extérieur de ~.

les indices sont nuls), on a
/ f(2)dz = 2im Y " Ind,(ax) Rés(f, ), (3.50)
gl %
ot la somme est étendue aux poles de f situés a Uintérieur de . Si pour les poles situés a l'intérieur de v, on
a1 Ind,(ax) =1, il vient donc
/ f(z)dz = 2im Y Rés(f, ), (3.51)
v k

ot la somme est étendue auz poles de f situés a lintérieur de .

REMARQUE 3.48. Ce théoréme reste encore vrai dans le cas de singularités essentielles (cas Bl du théoréme [3.36] avec un
developpement en série de Laurent donné par ([3.46])). Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_des_résidus Le calcul des
résidus dans ce cas est plus complexe !

¢

DEMONSTRATION DU THEOREME B47. Pour k£ € {1,...,n}, on note Q la partie principale de f en «y
(pole d’ordre my,) :

mp
Qr(z) = Z ark(z — o). (3.52)
1=1
Considérons la fonction g définie par
g=f—(Q1+ ..+ Qn), (3.53)

10. qui doit étre en principe convexe ou connexe.

11. ce qui est toujours le cas en pratique.
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Par hypothése, f est holomorphe sur Q \ {aq, ..., @, }. Chacune des fonctions Qy, est holomorphe sur Q\ {ay}.
Alinsi, g est aussi holomorphe sur Q\{a, ..., @, }. Soit k € {1, ..., n} fixé. Par construction, oy, est une singularité
illusoire de f —Qy (voir remarque3.40). Pour j € {1, ...,n}\{k}, Q; est dérivable en o (car sa seule singularité
est en ay). Autrement dit oy peut étre considérée comme une singularité illusoire de —@Q);. Bref, par linéarité,
oy est une singularité illusoire de

F=Q— Y Q=@+t Q)=g
Je{1,...,n}\{k}
Ainsi, la fonction g a une singularité illusoire en chaque point ay. Puisque g est holomorphe sur Q\ {a1, ..., ay },
elle se prolonge en une fonction holomorphe dans ). Le Théoréme de Cauchy appliqué a g donne donc

/f —(Q1+ ...+ Qn)(2)dz =0,

et donc, par linéarité f'y(Ql + ... + Qn)(2)dz existe avec

/f(z)dz = /(Q1 + o+ Qn)(2)d2. (3.54)

Or, pour tout k, on a, d’aprés (3.52)) :

/ dzf/Zalkz—ozk ldz

et donc, en isolant le premier terme :

AQk(Z)dZ :a_l/v(z_ak 1dz+2/alk 2 —ap)lde. (3.55)

— D’aprés I'exemple B.20] chacune des fonctions continue z + (z — ) ™! pour [ > 2, admet une primitive
et d’aprés la proposition [3.22] chacune des intégrales f,y a k(2 — ag)~'dz pour [ > 2 est nulle. Ainsi, la
seconde somme de la somme (F.55) est nulle.

— En revanche, 'intégrale fv(z — o)~ tdz est non nulle, puisque la fonction z — (2 — ay)
de primitive dans C\ {ay} (Voir Pexemple B.23). Plus précisément, par définition a_; = Rés(f, ay) et
f,y (z — ag)~t'dz = 2irInd, (ay). Ce terme est le seul terme non nul qui demeure aprés intégration

On a donc, d’apres ([B.55])

~1 n’admet pas

/ Qr(z)dz = 2irInd, (o) Rés(f, ax). (3.56)
8!
Bref, selon (854) et (3.54]), on a bien

/f dz = QZWZInd ag)Res(f, ag).

k=1
dont on déduit (3.49) et (B.50). O

EXEMPLE 3.49. Reprenons I'exemple [3.28 en appliquant directement le théoréme B.47. On applique ce

théoréme a la fonction f définie par _
612

L’utilisation de ce théoréme permet d’obtenir une méthode plus générale et plus bréve. () est aussi choisi égal a

(3.57)

C et le chemin ~y est égal a I'g, donné sur la figure L’unique pole de la fonction f dans §2 est égal & oy = 1.
Ainsi, la formule (351) fournit

eiz
/ 172 ——dz = 2imRés(f, on). (3.58)

12. ce qui lui vaut stirement le qualificatif de résidu.
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Comme dans I'exemple (étape 2)), on montre I'égalité (3.23)).
On montre comme dans 'exemple B.28] (étape B]), I'égalité ([B.27).
On n’a plus besoin de faire I'étape [1 (calcul des éléments simples et utilisation de la formule de Cauchy

BI6)) et on obtient directement, en utilisant (3.58), (B:23) et (B.2T), avec R — +00 :

+oo
2/0 ﬁ—sfedx = 227TRéS(f, al)a

ce qui permet de conclure, comme dans & I’étape Ml en rajoutant le calcul de Rés(f,a1) = Reés(f, 7). Cela est
traité dans I'exemple ol 'on montre que Rés(f,i) = —z- et on obtient donc

+oo :
2/ BT = —2im— = =
0 1+ 2¢ e

et lon retrouve donc (3:23).

Nous verrons comment obtenir ce résultat encore plus rapidement, grace a la proposition
Voir I'exemple
3.4.3. Calcul de résidus

Dans le cas d’un pole simple (d’ordre m = 1), souvent présent, le résidu est facile a obtenir :

LEMME 3.50 (calcul d’un résidu pour un péle simple). Soit o € C. Supposons que f s’écrive f = g/d ou
g est holomorphe sur un owvert 0, avec g(a)) # 0, et que ¢ est holomorphe au voisinage de a et admet en o un
zéro d’ordre 1, ce qui peut se tmduz’re par

(0) =0, ¢(a)#0. (3.50)
Alors, f admet un pole simple en o et
Rés(f,a) = g,((i)). (3.60)

DEMONSTRATION. On raisonne comme au début de la démonstration du théoréme [3.36] avec m = 1. On
écrit, comme on a écrit pour GG au début de la démonstration du théoréme [3.36] grace a 'holomorphie de ¢, au
voisinage de «

¢(z) = ¢(a) + ¢/ (a)(z — &) + io ar(z — a)*
et donc, daprés ([B59) -
¢(2) = (z — ) <¢’(a) + 2 apy1(z — a)’“) = (z - a)F(2),
ott F(2) = ¢/(@) + 3325 apt1(2 — )* avec donc F@ = ¢/(a) # 0. Ainsi, par hypothése
(- = a)f(z) = (s — %EZ% - ;i((z)) (3.61)

La fonction g/F est holomorphe au voisinage de a (puisque (g/F)(«) # 0). Ainsi (z —«) f P'est aussi. On déduit

aussi de (B61) que

avec g(a)/F(a) # 0. Ainsi,

13. voir la section de Pannexe
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et donc f ne peut étre prolongée par continuité en «. D’aprés le théoréme [330] (cas [2)), a est bien un pole
d’ordre 1 de f. D’aprés le cas 2l du théoréme [3.36, on a

a_—1

+6(2),

Z— Z—

+oo
f&) =Yz —a)t =
k=0

(avec a_1; = Rés(f, a)) oi G est holomorphe au voisinage de «. Bref, on a pour z # «

o) =98 _ a1y g,

#(z) z-«a
Si, on multiple par z — «, on obtient
9(2) g(2)
oG~ e — #—@)G(2) +a-1.

Si on fait tendre z vers «, on obtient le résultat voulu puisque

9(2) g()
9E—00)  @(a)

O

REMARQUE 3.51. On retrouve, dans le cas ol ¢ est polyndmiale, la décomposition en éléments simples de 1/¢ relative au
pole a est 1/ ((z — a)¢’(a)), dont on déduit qu’au voisinage de o (JRDO93, Section 7.2.3 4)])

R 1C) .
O = G —a T
¢

Dans le cas d'un dénominateur polynomial, il vient

LEMME 3.52. Soit a € C. Soient (), <p<,,, deuz & deux distincts. Supposons que f s’écrive f = g/¢ ou
g est holomorphe sur un ouvert Q, avec g(ax) # 0, et que ¢ vérifie

o(z) = H(z — ag). (3.62)
k=1
Alors, f admet un pole simple en . et
Vke{l,....,n}, Rés(f,ar)= HQ&. (3.63)
[T(ar —a)
1=1
1#k

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que 1'on est dans le cadre du lemme [3.50] avec

¢’ (ar) =

(Ozk 7041).

e

O

Le lemme B.52] se généralise au cas d’un pole multiple (d’ordre m > 1); en effet, il se généralise de la
fagon suivante (voir aussi [Buc92, proposition 3.6.8 p. 116]) :

14. Cette formule m’a été suggérée en 2013 par I’étudiant Hazem Ben Aissia que je remercie vivement !
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LEMME 3.53 (calcul d’un résidu pour un pole d’ordre m > 1). Soit o € C. Supposons que f s’écrive
f=g/¢ ot g est holomorphe sur un ouvert ), avec g(a)) # 0, et que ¢, holomorphe au voisinage de a, admet
en « un zéro d’ordre m, entier supérieur a 1, ce qui peut se traduire parld

¢@)=0, ¢(a)=0, ¢"(@)=0, ..., ¢!"V(a)=0, ¢"™(a)#0. (3.64)
Alors, f admet un pole d’ordre m en « et le résidu de f en a se calcule avec l'une des deuz formules
Res(foo) = ——[ L (= )" 1) (3.65%)
és(f,a) = (m 1) | demT z—« z o .65a
1 an—t [ g(2)
3 = .65b
et = ooy e (7))L (3:650)

ot la fonction holomorphe F au voisinage de o est définie par
¢(z) = (z — )" F(2), (3.66)
avec F(a) # 0.

REMARQUE 3.54. La formule (3.65D]) est & privilégier dans le cas de calcul & la main, tandis que la formule ([3.65al) est utilisée
plutot dans un cadre informatique. Voir par exemple la fonction matlab residu disponible sur le web. Dans ce cas, la formule

([B65a)) sera remplacée par
am— 1

(m —1)! Zh_r)ra dzm—1

Rés(f, o) = ((z=a)™f(2)), (3.67)

pour éviter que n’interviennent des valeurs indéterminées si, dans le résultat de la dérivée m — 1-iéme, les simplifications n’ont pas
été faites.
Par exemple, si m = 1, on a d’aprés ([B.67)) :

Rés(f,0) = lim ((z — a)f(2))

Or on a

g(z) g(z)
(-0 =G-85 = s

qui tend vers g(a)/¢’ () quand z tend vers « et on retrouve donc le résultat du lemme

Notons aussi que ces deux formules supposent connue la valeur de I'ordre m. En fait, I’équation (3:64) permet de déterminer
automatiquement la valeur de m, par dérivation successive, ce qui est exploité par la fonction residu, qui, outre le résidu, calcul
automatiquement ’ordre m.

On renvoie aussi aux deux exemples et

DEMONSTRATION DU LEMME [3.53l On renvoie & la section de Pannexe [G] O

Traitons maintenant deux exemples de calcul de résidu, I'un d’ordre un et le second d’ordre deux.

EXEMPLE 3.55 (Détermination d’un résidu d’ordre un). Déterminons la valeur du résidu de f définie par

f(z) = , (3.684)

a=i. (3.68b)

15. voir la section de Pannexe
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e On est dans la cas du lemme 350 puisque f = g/¢ ot g(z) = e** est holomorphe, ¢(z) = 2% + 1, dont
a =i est un zéro d’ordre un. On a donc, d’aprés (3.60)

Res(f,0) = L) _ []_ S

¢ (@) 2z 2i 2¢’
et bref -
i
Reés(f, o) = ~2 (3.69)
e Si on utilise la fonction residu.m et que 'on tape
[res ;m|=residu(’exp(ix*xz)’, (1+2°2)",i)
on obtient bien Rés(f,a) = —1/2ie~! avec un ordre m = 1.

EXEMPLE 3.56 (Détermination d’'un résidu d’ordre deux). Déterminons la valeur du résidu de f définie
par

f(2) =5 (3.70a)

a=i. (3.70D)

f(z) = . . (3.71)

Le pole i est donc d’ordre deux.

(1) La premiére méthode consiste a faire un développement limité de la fonction f au voisinage de z = i.
On pose donc z =i + u avec u — 0. Ainsi,
1
)= —————————,
1(z) ((i +u)2+1)2
1
(=1 + 26w+ u2 + 1)2’
1
(2iu + u?)?’
1 1
@inp 1+ %)
1 1
= 12 w2’
At (14 5)

Or, en 0, on a, comme dans R
1+2)%2=1-2Z+0(Z),

ce qui signifie :
(1+2)2=1-2Z+ Ze(2),

avec £(Z) quand Z tend vers 0. On a donc, quand Z = u/(2i) avec u tendant vers 0 :

(1+2%) :1—2—?+0(u):1+ui+0(u),
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et donc

et par identification, on en déduit que le terme a_; est donc égal & —i/4 et bref
Rés(f,a) = ’i' (3.72)

(2) La seconde méthode, plus rapide (c’est celle que 1’on utilisera systématiquement), consiste a utiliser la
formule (3.650). D’apres (B.71)), on a donc avec m = 2 :

Rés(f,a) = (mi D! {ddzz_—ll (12((2)]_&

et lon retrouve bien ([B.72).

(3) Si on utilise la fonction residu.m et que 'on tape

[res ,m|=residu(’1’,’(142°2)"2" 1)

on obtient bien Rés(f,a) = —1/4 4 avec un ordre m = 2.

3.5. Applications aux calculs d’intégrales

On renvoie a [Pab95, chap. 10].
On renvoie pour plus d’exemples a la section
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3.6. Hommages a Cauchy et a la formule de Cauchy

AUGUSTIN -
CAUCHY"

CAISE

5

3

D

b = 1789~1857

D & it

D <

5 i ™

P | e
) g - |
@ D &
i 360
!}) ?.m = , RAJEICZ :
\1“““1‘““""’ N VW W W W W

Quelle est le nom de la formule ? Quelles sont les hypothéses nécessaires 7



Chapitre 4

Transformations conformes

Ce chapitre, désormais non traité, est présenté dans I’annexe [M]

53



Chapitre 5

Applications de I’analyse complexe

5.1. Calculs d’intégrales et de séries
5.1.1. Calculs d’intégrales

Outre les techniques usuelles d’intégration par partie et de changement de variables, le théoréme des résidus
ouvre de trés nombreuses portes pour le calcul d’intégrales usuelles.

On renvoie &

— |Pah95, chap. 10].

— http://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_des_résidus

On prendra garde au fait que la définition des intégrales des troisiémes et quatriéme type n’est pas tout a
fait la méme dans ces deux références !

On admettra que les différentes intégrales existent (on pourra le montrer sur les exemples traités)!

L’utilisation du théoréme des résidus permet d’éviter les fastidieuses décompositions en éléments simples
déja utilisées pour calculer des intégrales indéfinies, voire de traiter des cas que ’on ne peut traiter autrement !

5.1.1.1. Calculs d’intégrales du premier type.

PROPOSITION 5.1 (Intégrales du premier type). Soit C le cercle d’équation X2 +Y? = 1. On considére
R(X,Y)=P(X,Y)/Q(X,Y) une fraction rationnelle en X etY telle que

VX, Y)el, Q(X,Y)#0. (5.1)
Soit f la fonction définie par

V2 eC, f(z):%R(% (z—l—%)%(z—%)) (5.2)

2m
I:/ R(cost,sint)dt, (5.3)
0

L’intégrale I définie par

est égale a

I=2im >y Rés(f, o), (5.4)
k

ol la somme est étendue aux poles de f situés a lintérieur du disque de frontiére C, c’est-a-dire de module
strictement inférieur a 1.

DEMONSTRATION. On considére le couple (cost,sint) comme une représentation du cercle unité C. On pose
z =~(t), (5.5)
ol
7(t) = €' pour t € [0, 2n[. (5.6)
On a donc, puisque |z|? = 2z = 1,
1

t 1(+,) ! +
cost=—=—(z4+2)==(2+—- |,
2 2 z

. 1 _ 1 1
sint=—(z—-%2)==(z—-],
2 21 z

54
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ainsi que
dz = ietdt

qui fournit

d

dt = 2.

iz

On a
1 1\ 1 1\\ d 2m
/R(— (z+—),f(z7—))fz: R (cost,sint) dt
c 2 z) 2 z iz 0
et donc
27
/ f(z)dz = R (cost,sint) dt. (5.7)
C 0

On considére donc la fonction f définie par (5.2) D’apres (51)), f n’a pas de poles sur C. En effet, on a par définition de f :
1P(G(E+1).5(:-2)

Q3 (2+1),5 (- 1)

Les fonctions z — z et z — 1/z sont holomorphe sur C*. Par composition, z — P (% (z + i) , 2% (z - %)) est holomorphe sur C*.
z—=Q (% (z + é) , 2% (z — é)) est holomorphe sur C* et ne peut s’annuler sur C. Sinon, cela contredirait I’hypothese (51I). Ainsi,
f est holomorphe sauf en ses podles, en nombre finis et aucun d’eux n’est sur C. La fonction ¢ — R (cost,sint) est continue sur

f(z) =

[0, 27] car elle vaut

P t,sint
R (cost,sint) = O (cost.sint) ECOS t7 S?n t; . (5.8)
cos t,sin

et d’apres (B)), Q (cost,sint) est strictement non nul sur C. Ainsi cette fonction est bien intégrable sur [0, 27]. Le théoréme des
résidus et (5.7)) fournissent enfin le résultat. O

¢

REMARQUE 5.2. En fait, le fait que f n’a pas de poles sur C est équivalent & (5.1]). Done, I’hypothése (5.1I)
peut se vérifier a posteriori en vérifiant que :

aucun pole de f n’est de module 1. (5.9)

EXEMPLE 5.3 (Exemple du premier type).
I /2” .  2m
~Jo 5—4cost 3

1
—4X +5°
Vérifions que (5.1) a lieu. Soit (X,Y) € R? tel que X2+ Y2 =1.Si —4X +5 = 0, alors X = 5/4, ce qui n’est
pas possible car | X| < 1. On peut donc appliquer la proposition [BIl On considére donc
1 1

DEMONSTRATION. On a ici
R(X,Y) =

z) = — .
1) iz—4(%(z+%))+5
On a donc
—1 1
ey P
B —3
2229457’
B 7
2225242’
et donc
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f a donc deux poles simples qui sont 2 et 1/2. D’aprés la remarque et (0.9), on peut donc vérifier (G.1)
aussi a posteriori. Le seul pole de f situé a lintérieur du disque de frontiére C est donc 1/2 et on a, d’aprés
(B3.60),
Rés(f,1/2) = - - _L
P @ e, @ D2 Dlos 2029 3

et donc

I=="
3

O

ExeMPLE 5.4. On peut aussi déterminer la primitive de la fonction ¢ +— 1/(5 — 4cost), en utilisant la technique, plus
longue, présentée dans [RDOSR, section 7.1.4] ou |Bas22, annexe "Quelques calculs de primitives"| disponible sur http://utbmjb.
chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf. On fait, & cet effet, le changement de variable suivant : u = tan(¢/2). On a doncE
cos(t) = (1 —u?)/(1 +u?) et dt = 2du/(1 + u?). 1l vient donc

dt
Jt)= | —,
®) /574cost
7/ 2du 1
= 14_u254741 2

—Uu

1+u?
:2/ 2du -
9u? +1

2 1 2
I= 7/ dv = — arctan(3u).
3/ 241 3

11 faut prendre soin de distinguer les différents intervalles d’intégration. Sur [—m, 7], on a ¢/2 = arctanu et donc u = tan(t/2) et

On pose alors u = v/3 et alors du = dv/3 et

J(t) = ; arctan(3 tan(¢/2)). (5.10)

Sur [7,37], on a avec les notations de la section 7.1.4 de [RDOS8E| : t/2 = arctanu + 2w, avec m = 1 et donc ¢t = 2arctanu + 27
et u = tan((t — 2m)/2) et

2
J(t) = 3 arctan(3 tan((t — 2m)/2)). (5.11)
Compte tenu de (5.10) et de (5I1)), il vient alors

2 dt
Py
o H—4cost

t

T d 2m dt
e [
0o 95—4cost ~ H—4cost
27

|:§ arctan(3 tan(t/2))i| : + |:§ arctan(3 tan((t — 2m)/2)) ,

™

2 2
=3 arctan(3 tan(w/2)) + 0+ 0 — 3 arctan(3 tan(—m/2)),

2 2
=3 arctan(+o0) — 3 arctan(—o0),

22+ m/2),

et on retrouve donc I = 27 /3, mais beaucoup plus longuement !

¢

ExempLE 5.5 (Exemple du premier type (bis)). Cet exemple est en fait le calcul général de I’exemple [5.3 page précédente]

correspondant a la valeur particuliére de z = 2. On montre que, pour z € R\ {—1,1,0},
I /27'r dt —137;2, si |$| < 17
0

22 —2rxcost+1 %, si x| > 1.

1. cela est montré dans |Bas22, annexe "Trigonométrie"].
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DEMONSTRATION. On a ici, pour la valeur du paramétre = fixé,
1

RXY) = ox i1

57

Vérifions que (EI) a lieu. Soit (X,Y) € R? tel que X2 +Y?2 =1. Si 2?2 — 22X + 1 = 0, alors puisque  # 0, on a X = (22 +1)/2z.

Or, |(x2 + 1)/2x| > 1 puisque que c’est successivement équivalent &
|2 + 1] > 2|z| <= 2% + 1 > 2|z|,
= 1< <a?+1,
— 22 —20+1>0et 2’ +22+1>0,
= (z-1)2>0et (z+1)%2 >0,
ce qui est vrai puisque x est différent de &1. Puisque | X| < 1, I’égalité 22 — 22X + 1 = 0 ne peut donc avoir lieu.

On peut donc appliquer la proposition [5.1} On considére donc
1 1

o e @ )t
On a donc
—1 1
f(z)zjm,
_ —1i
z(:zsfz)(zfi)7
et donc

i

(z—z) (22— 1) :x(z—m)(z—l/m)'

f(z) =

z étant non nul et différent de +1, f a donc deux poéles simples qui sont z et 1/z. Supposons |z| < 1. Le seul pole de f situé a

Pintérieur du disque de frontiére C est donc z et d’apres (5.4)
I = 2im Rés(f, x).

D’aprés ([B.63), on a donc
Ré = = =
L CUE Al ey e sy pep S

Ainsi,
21
I=——.
1— 22

Si |x| > 1, le seul pole de f situé a l'intérieur du disque de frontiére C est donc 1/z et un calcul similaire donne

Res(f,l/x) - [$(Z_x)]z:1/x - x(l/x—a}) B (1—$2)7
et donc 2
I= 2 —1
¢

5.1.1.2. Calculs d’intégrales du second type.
Avant de passer au calcul, on donne le lemme suivant :

LEMME 5.6 (Lemme de Jordan). Soient 0, et 0o deux réels tels que 61 < 05 et zg € C. Soit Ry € R 1 U{400}
et U un voisinage de Ry (du type [0,a[, si Ry est nul, |Ro — a, Ro+a| si Ry # 0 est fini et |a, +o0[ sinon). Soit

f une fonction continue sur l’ensemble S des complexes de la forme

S={z€C, IrelU, 0 <arg(z—z)<03etl|lz—2z|=r}.

(5.12)

On note ~y, l'arc de cercle de centre zo et de rayon r paramétré par v(t) = zo +re?® o 6 € [01,04] (voir figure

[21). Supposons que 'on ait
I(z = 20)f(2)] = 0.

1
R:‘Z*Zo‘—)Ro
zeS

(5.13)
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Tr

20

FIGURE 5.1. Le secteur angulaire S.

Alors
lim / f(z)dz=0 (5.14)

r—Ro
DEMONSTRATION. Soit € > 0. Par hypotheése, il existe un voisinage de Ry tel que pour tout r dans ce
voisinage
ze€Set|z—zl=r=|(z—2)f(z)] <e.
Ainsi, d’aprés le lemme B.11]

3

(2)dz

S 7“(92 - 91) = 7“(92 — 91)% = (92 — 91)5.

Yo |Z*ZO| B

On en déduit en particulier la forme usuelle du Lemme de Jordan correspondant & 81 = 0 et 3 = 7 :

LEMME 5.7 (Lemme de Jordan (forme usuelle)). Soient zo € C et f continue sur C. Soit vg le chemin
défini comme le demi-cercle de centre zy et de rayon R (partie "vers le haut"). Soit Ry € R4 U {+o0}. Si
|(z — 20) f(2)| tend vers zéro, quand R tend vers Rqy, uniformément par rapport & largument de z — zo, alors
f'm f(2)dz tend vers zéro quand R tend vers Ry.

Le cas particulier du lemme B.7] en prenant zg = 0, Ry = +00, nous permet de donner le :

LEMME 5.8 (Lemme de Jordan (forme usuelle)). Soit f continue sur C. Soit yr le chemin défini comme le
demi-cercle de centre lorigine et de rayon R (partie située au-dessus de Uaze des x). Si |zf(z)| tend vers zéro,
quand R tend vers +o00, uniformément par rapport a l'argument de z, alors f'm f(2)dz tend vers zéro quand R
tend vers +oo.

PROPOSITION 5.9 (Intégrales du second type). Soit R une fraction rationnelle sans pdle réel. On suppose
que
lim [2R(z)| =0, (5.15)

|z| =400
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ce qui sera vrai Si
A
R=—=, 5.16
avec A et B polynomiales telles que

deg(B) > deg(A) + 2. (5.16b)
L’intégrale
I— / R(x)dz, (5.17)

em’steﬁ et est égale a
I=2im Yy Rés(R, o), (5.18)
k

ot la somme est étendue auz poles de R situés au-dessus de l’axe des x.

YR

FIGURE 5.2. le chemin g : réunion d’un segment et d’un demi-cercle.

DEMONSTRATION. On laisse au lecteur le soin de vérifier que (E16]) implique (BI5) (voir remarque [5.10).

On considére le chemin g, défini comme la réunion du demi-cercle de centre l’origine de rayon R, noté g, et du segment
[ R, R] (voir figure[5.2)), R étant choisi assez grand, pour que tous les poles de R, situés au-dessus de ’axe des z, soient a l'intérieur
de yr. On pose

I(R) = R(z)dz.
TR
D’aprés le théoréme des résidus, on a
/ R(z)dz = 2im Z Rés(R, ay,),
TR 3

ou la somme est étendue aux poles de R situés a U'intérieur de ~, et donc au-dessus de ’axe de z. On en déduitﬁ donc

R - 2
- R(z)dz + /—R R(z)dx = 2im zk: Rés(R, ay,). (5.19a)

L’hypothése (BI5) et le lemme [5.8 impliquent que

1i R(2)dz = 0, 5.19b

2. C’est en fait la limite donnée par (EI9d) qui existe.

3. Notons que les deux intégrales intervenant dans (5.19al) sont définies. En effet, d’une part, I’hypothése de I’absence de poles
réels de R implique que la fraction R a un dénominateur strictement positif sur R; elle y est donc continue. Ainsi, pour tout
R > 0, lintégrale ffR R(x)dz existe. D’autre part, d’aprés le choix de R, R est dérivable en tout point de Fi et ainsi, I’intégrale
f:/R R(z)dz est définie.
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et donc a la limite R — +oco dans (5.19a)), on constate que

R
I= _lim / R(z)de, (5.19¢)
R—+co J_R
existe et vérifie
I=2iry Rés(R,ax), (5.194d)
k
ol la somme est étendue aux poles de R situés au-dessus de ’axe des x. O

¢

REMARQUE 5.10. Notons qu’en fait, les deux hypothéses (515) et (516D sont équivalentes et elles-méme équivalentes a
Pexistence de I'intégrale I. En effet, en reprenant les notations (5.186]), en notant p et ¢ les degrés respectifs de A et B, et ap et by
les coefficients dominant (non nuls) de A et B, il est aisé de vérifier que, quand |z| tend vers 'infini

|ap||2[P*!
[zR(2)| ~ Toollzla
|bp| 2]
et donc o)
ap —q+1

|zR(2)| ~ ool ‘|Z|p (AR (5.20)

P

Donc (B.15) est vraie si et seulement si p — g+ 1 < —1, soit encore
p+2<q (5.21)

soit (B.I6B)). Sous cette hypothése, la proposition [F.01 nous montre 1’existence de I’intégrale I. Mais, on peut 'affirmer a priori que
I existe (au sens de Riemann comme celui de Lebesgue), puisque, d’aprés (5.20)), on a pour x tendant vers +oo

lap] 1
[R(@)| ~ == o=
[bp| |z|2—P
et l'intégrale impropre donnée par
oo
/ R(z)de,
— o0
est absolument convergente (ou Lebesque intégrable), d’aprés la régle de Riemann, ssi ¢g—p > 2 et on retombe sur (5.21]), équivalent
a (G.I6h).
¢

EXEMPLE 5.11 (Exemple du second type). Montrons que

o dx
I = _— =
/—oo (1+a22)?

/°° dx .
o (L+a22)? 47

DEMONSTRATION. On considére R définie par

NN

dont on déduit par parité que

W~

- 1
T2+
qui vérifie (515 et dont les poles sont +i. D’aprés la proposition [5.9] on a donc
I = 2imrRés(R,0).
Ce résidu (d’ordre deux) a déja été calculé dans I’exemple On a donc

) s
I[=2i7|—= ) = —.
m< 4) "

REMARQUE 5.12. L’aspect rationnel de la fraction R n’intervient pas explicitement dans la preuve (mis a
part Uimplication de (5I5) par (5.10) et la proposition [0 peut se généraliser de la fagon suivante :

O
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PROPOSITION 5.13 (Intégrales du second type (général)). Soit R une fonction holomophe sur C sauf en
un nombre fini de pdles, supposés non réels. On suppose que

lim |2R(z)| = 0. (5.22)
|z| =400
Im(z)>0

La limite donnée par (519d) existe et est égale &

I=2ir)  Rés(R, o), (5.23)
k

ot la somme est étendue aux pdles de R situés au-dessus de l’axe des x.

DEMONSTRATION. La preuve en est laissée au lecteur qui vérifiera qu’elle repose sur (5.19), encore valable.
O

ExeMPLE 5.14 (Exemple du second type). Reprenons I’exemple [3:28 page 30| et 'exemple [3.49 page 46]trés rapidement grace
a la proposition [5.13] appliquée a la fonction f. On considére de nouveau f définie par [B.57). On est au-dessus de ’axe des z. On
pose z défini par ([B24) avec 6 € [0, 7]. Comme dans les inéquations (3:28) et (3:26), on a (pour |z| =R >1) :

eiz 1
_ < —
‘1+z2 T2 —1
dont on déduit
|2|
z2f(2)| < ———.
5N <

et donc (B.22). Ainsi, la limite donnée par (5.I9d) existe et est égale a I, défini par (5.23). Comme vu dans ’exemple [3.28 page 30|
et 'exemple [3.:49 page 46] le seul pole de f au-dessus de 'axe x est i. Par parité, comme précédemment, et compte tenu de (3.69)
on obtient donc de nouveau (BI7).

¢
5.1.1.8.  Autres exemples : les intégrales de Dirichlet et de Fresnel.

ExEMPLE 5.15. Deux intégrales célébres et utile en physique sont d’une part I'intégrale de Dirichlet

0o Lt

s x ™
/ dl':—7
0 x 2

et d’autre part, les intégrales de Fresnel données par

oo oo
V2
/ cos z2dx = / sin z%dz = —ﬂ—.
0 0

4

Le calcul de l'intégrale de Dirichlet est proposé en annexe et celui des intégrales de Fresnel en annexe Kl
5.1.1.4. Autre exemple.

ExeEMPLE 5.16. On peut aussi déterminer la valeur de ’intégrale

o In (1 + bt?
/ L)dt
0

a? +t2

)

pour tout (a,b) € R 1 2. Le calcul de cette intégrale de Dirichlet est proposé en annexe [

5.1.1.5. FEncore d’autres exemples.
Voir les annexes [Het [l <

5.1.2. Calculs de séries

Voir par exemple http://fr.wikipedia.org/wiki/Théoréme_des_résidus.
On donne aussi I’exercice [5.17 donné sous la forme d’un exercice et de son corrigé, donné lors de ’examen complémentaire du
4 juillet 2014. On renverra aussi 4 ’annexe [V] du cours (et notamment & ’exemple [.23) qui est une généralisation de ce résultat.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Th�or�me_des_r�sidus
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ExEercice 5.17. L’objet de cet exercice est de montrer le résultat sur la sommeB suivant (dont on admet ’existence) :

oo

1 ™
Va > 0, ——— = —coth - —. 5.25
“ nz::l n?2+a?2 2a coth(ra) 2a? ( )
(1) Pour tout réel a > 0, on considére la fonction complexe f définie par
1
= —. 5.26
&=y (5.26)
Quels sont les poles de cette fonction, notés z1 et z9 ?
(2) On considére la fonction g définie par
cos Tz
V2 €C\ (21212 UZ),  9(2) = mf(2)cotg(nz) = mf(2) o (5.27)
== sinmz
Montrer que ’ensemble des poles de cette fonction est égal a ((Zl)1<l<2 U Z).
(3) Montrer que
Vz € Z, Rés(nf(z)cotg(mz), k)= f(k). (5.28)

(4)

IN

FIGURE 5.3. le chemin vy

Pour N entier non nul, on définit yn le chemin carré de C, de centre 1’origine et passant par le point d’affixe N + 1/2
(voir la figure [53)). On choisit N assez grand de fagon que vy contiennent tous les poles de f.

Montrer, en utilisant le théoréme des résidus que

N 2
/ 7 f(z)cotg(nz)dz = 2im Z Rés (7 f(z)cotg(mz), n) + 2im Z Rés (7w f(z)cotg(nz), 1), (5.29)
TN n=—N =1
(5) En admettant que
ngrilw [/N wf(z)cotg(nz)dz| = 0,

montrer que la somme Zg:_ ~ f(n) admet une limite quand N tend vers I'infini et vérifie

N 2
lim Z fln) =— Z Rés (7 f(z)cotg(mz), 1) - (5.30)
=—N

N—+o0 =
(6) Conclure en montrant le résultat (5.259).

4. On rappelle que la cotangente hyperbolique, coth, est définie par
cosh(z) e®+e™®

sinh(z) e? —e—@’

Vz € R*, coth(z) = (5.24)



(7)
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En admettant la continuité de la somme >~ ; nZi_lmZ par rapport a a, quel résultat usuel retrouve-t-on en faisant tendre

a vers zéro dans (5.25) 7

Corrigé

(1)

(4)

La dénominateur de la fonction complexe définie par I’équation (.26 de I’énoncé est nul si et seulement si 22 + a? = 0,
c’est-a-dire, si z = +ai. Les poles de f son donc z1 et z3 ou

z1 = ai, 22 = —ai. (5.31)

Le dénominateur de la fonction g définie par ’équation (5.27) de I’énoncé est égal a (22 4 a?)sin(rz) et est nul si z = q;
avec | = 1 ou 2 ou si sin(nz) = 0, ce qui est équivalent & e!™* — ¢~i™% = 0, soit €27 = 1. D’aprés la proposition 237,
cela entraine Ln(e?""%) = Ln(1) = 0 et donc 2imz + 2ikm = 0 o1 k appartient & Z. Réciproquement, si 2z appartient a Z,

€™ = 1. Ainsi, z est un entier relatif. L’ensemble des poles de la fonction g est donc égal a ((Zl)1<l<2 U Z).

D’aprés le lemme [350] du cours, on a, pour tout k entier relatif, qui n’est donc pas un zéro de f,

Rty = ) _ el
z=k

Pour N entier non nul, on définit yn le chemin carré de C, de centre 1’origine et passant par le point d’affixe N + 1/2
(voir la figure 3] de ’énoncé). On choisit N assez grand de fagon que vy contiennent tous les poles de f.

D’aprés le théoréme des résidus, il vient donc

N 2
/ 7 f(z)cotg(nz)dz = 2im Z Rés (nf(z)cotg(mz), n) + 2im Z Rés (7 f(z)cotg(nz), z1) , (5.32)
N n=—N 1=1
On admet que
NEIEOO AN 7 f(z)cotg(mz)dz| = 0. (5.33)

Voir page 327 de 1’annexe du cours [Vl D’aprés le résultat de la question Bl

N

N
2im Z Rés (nf(z)cotg(mz),n) = 2im Z f(n).
n=—N

n=—N

Enfin, si on passe & la limite N — co dans (532), on en déduit que la somme S°N_ . f(n) admet une limite quand N
tend vers 'infini et vérifie

N 2
lim Z fln) =— Z Rés (7 f(z)cotg(mz), 1) - (5.34)
—N

N—
oo 2 =1

On a, pour | = 1 ou 2, d’aprés le lemme [3.50] du cours,

1 cos(mz)
=
(22 + 1)].=2 2sin(mz;) 2

Rés (7 f(z)cotg(nz), z;) = mcotg(mz;)

et donc

2 2 cos(mzy)
Z Rés (7w f(z)cotg(mz), z;) = Z ™ L

=1 =1

2sin(mz;)z;’

w cos(mai)

ai sin(rai)’
w (e7TC+e™)/2
ai (e=ma — ema) /25’
Ainsi,
1 ™
Z ——— = —coth(wa).
a

2 2
nEZn ta

et donc
> 1 1 7
2 ———— 4+ — = —coth(wa),
;nQ-l—aQ a? a (ma)

dont on déduit donc le résultat (525) de I’énoncé.
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(7) On admet la continuite[] de la somme Sy ﬁ_mz par rapport a a. Si on fait tendre a vers zéro dans le résultat (5.25)

de I’énoncé, il vient
)
oo oo

lim #:Zl

2 2 2’
a=0 n=1 n‘+a n=1 n
et donc

oo

1 m 1
E — = lim ( —coth(ma) — —

1 n?2  a—0\2a 2a2

n=

Aprés calculs, on montre que cette limite vaut 72/6 et on retrouve donc le résultat classique
> 1 w2
2
¢

5.2. Applications a la mécanique des fluides et transformations conformes

5.2.1. Calculs analytiques d’écoulements potentiels irrotationnels plans pour des fluides parfaits incom-
pressibles

5.2.1.1. Théorie et rappels de mécanique des fluides.

Pour plus de détail, on pourra consulter |[Gué+04, p. 80 a 90, fascicule 5|, [Duv90, p.214 a 225] et |GS84],
ainsi que |[AF03]. On pourra aussi consulter [Bas18h, chapitre 9] disponible sur http://utbmjb.chez-alice.
fr/UFRSTAPS/L2biomeca/coursL2biomeca.pdf.

Les fluides fluides parfaits incompressibles étudiés lors d’écoulements potentiels plans ne représentent pas
tout a fait le comportement réel de fluides, mais cette étude est intéressante, notamment car

— loin des parois, la viscosité diminue et I'approximation par des fluides parfaits est une hypothése

légitime ;

— on pourra obtenir facilement un grand nombre d’écoulement grace notamment & matlab (voir section

B2T 2 et exercice de TP [L0).

On s’intéresse a ’écoulement potentiels irrotationnels plan d’un fluide parfait incompressible. On suppose

étre dans un ouvert U de R?. Le champ des vitesses ne dépend que de z et de y est noté

u(z,y)
V= v(z,y) (5.35)
0

On supposera u et v continues

Nous rappelons juste ici la propriété fondamentale suivante (voir par exemple |Basl1b, proposition 2.38 p.
28 et preuve constructive dans I’Annexe A, notamment p. 94| disponible sur http://cel.archives-ouvertes.
fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf) :

PROPOSITION 5.18. Si ¢ est un champ scalaire, alors
VA(Ve)=0 (5.36)
Réciproquement, si V' est un champ vectoriel, tel que
VAV =0, (5.37)
alors, il existe un champ scalaire ¢ défini & une constante pres telle que
V =Ve. (5.38)

La fonction ¢ est appelée potentiel (scalaire).

5. ce qui n’est pas évident, car on intervertit une limite et une somme infinie


http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/coursL2biomeca.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/L2biomeca/coursL2biomeca.pdf
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf
http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/01/PDF/coursMT31_A04.pdf
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Dans le cas étudié, V' est un champ vectoriel dont la troisiéme composante et nulle et qui dépend unique-
ment de z et de y, on a donc V = (u(z,y),v(x,y),0). Ainsi

0

_ 0
VAV = ou Ov

Jdy Oz
et la proposition (.18 s’écrit ici

PROPOSITION 5.19. Soient u et v deux champs scalaire ne dépendant que de x et de y. Alors,
ou  Ov

— = — 5.39
oy oz’ (5.39)
si et seulement si, il existe une fonction ¢ dépendant de x et de y telle que
0
8_(:f = u, (5.40a)
9¢
— =. 5.40b
= (5.400)

DEFINITION 5.20. La fonction ¢ est appelée potentiel des vitesses.

REMARQUE 5.21. Comme dans la proposition 2.23 p. 21 ou I'exemple 2.30 p. 26 de [Basllb|, la vitesse
est ’analogue d’un gradient et est perpendiculaire aux équipotentielles. Elle va des régions des plus « froides »
vers les plus « chaudes », comme l'illustreront les figures de la section B.2.1.2

Le fluide étant incompressible, on a aussi

u(z,y)
V. v(z,y) | =0 (5.41)
0
et donc
Ju Ov
— 4+ — =0. 5.42
Ox * dy ( )

Si on remplace u par —v et v par u, de fagon analogue a la proposition [.19] on a

PROPOSITION 5.22. Soient u et v deux champs scalaire ne dépendant que de x et de y. Alors,

Ju Ov
—+—=0 5.43
Ox * Oy ’ (5.43)
si et seulement si, il existe une fonction v dépendant de x et de y telle que
o
=——= 5.44
3 (5.44)
N
= —. 5.44b
u=% (5.44b)

DEFINITION 5.23. La fonction ¢ est appelée fonction de courant.

DEFINITION 5.24. Rappelons que les courbes d’équations ¢ =constante sont les équipotentielles de la
fonction ¢.

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 5.25. Les lignes de courant sont les courbes d’équations 1 =constante, perpendiculaires aux
équipotentielles de la fonction ¢, d’équations ¢ =constante.
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Courbe ¢ =constante

M(z + dz,y + dy)

FIGURE 5.4. Le champ des vitesses V est perpendiculaire ’équipotentielle qui passe par ce point.

DEMONSTRATION.

d
En effet, la tangente en la courbe en M(x,y) est <dx> . Le champ des vitesse est V = (u,v) et
Y

B 7% % _fu dz
oo B (4. (4)

Par ailleurs, les lignes de courant sont définies par le fait que en tout point V' = (u, v) est colinéaire & (dz, dy) et donc

udy — vdx = 0,
ce qui implique selon (5.44)
0y 0y oy
IV 4y + Dz =0,
oz oy Y T 95"
soit encore
dy =0,
ce qui se traduit par le fait que ’on reste sur la courbe ) =constante.
O
&
Notons finalement (5.40) et (5.44]) sous la forme
o¢ Oy
U= —— = —— 5.45a
ox Oy’ ( )
¢ oY
V=== ——. 5.45b
Jy ox ( )

Les fonctions ¢ et 9 sont de classe C! puisque u et v sont continues.
Faisons maintenant le lien avec les fonctions holomorphes! On considére la fonction f de C dans C définie

par
f(2) = fz,y) = o(2,y) +iv(z,y), (5.46)

noté en abrégé :
f=o0+i. (5.47)

DEFINITION 5.26. f est appelée potentiel complexe.

Les fonctions ¢ et 1 sont différentiables et donc f est R2-différentiable. Les conditions de Cauchy-Riemann

sur f = ¢ + ity [[23)) s’écrivent ici

9 _
oxr 0Oy’
99 _ _0¢

oy Oz’
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qui sont donc exactement (5.45). Ainsi, d’aprés la Proposition [[T3] f est dérivable en (x,y) et donc f est
holomorphe sur U. D’aprés (ILI8), on a donc, d’aprés (.47) :

_9of

f _axa

_ 9% .0¢
78x+zax’

et done, d’apreés ([23a))
o6 .06

Tor oy

=u—1v.

On a donc
f=u—iv. (5.48)
Réciproquement, on se donne f holomorphe sur C. On peut poser
¢ = Re(f),
b = Tm(f).
On pose
99
u=—
ozr
¢
v=—
Oy
puis
u(z,y)
V= 1|v(zyv) |, (5.49a)
0
u=TRef, (5.49b)
v=—Imf. (5.49¢)

On montre alors que le champ des vitesses est irrotationnel et incompressible, d’aprés les conditions de Cauchy-Riemann sur f.
¢

Si f est injective et U est un ouvert, f est donc une application holomorphe sur U et d’aprés le théo-
réme [M.3] f est une transformation conforme. De plus, le corollaire nous dit que les courbes d’équation
¢ =constante et 1) =constante sont localement perpendiculaires, ce qui nous permet de retrouver la propriété
.20l

Bref,

PROPOSITION 5.27. On se donne un écoulement plan irrotationnel incompressible. Dans un ouvert U sim-
plement conneweﬁ, avec d’éventuelles parois (ou la vitesse est tangentielle), il suffit d’exhiber la fonction holo-
morphe [ (éventuellement compatible avec les conditions aux limites imposées par les paroisl]) pour tracer les
équipotentielles définies par ¢ = Re(f) =constantes et les lignes de courant définies par ¥ = Im(f) =constantes.

REMARQUE 5.28. En résumé, f est holomorphe ssi I’écoulement est irrotationnel et incompressible. Alors,
en notant (u, v) le champ de vitesse et ¢ et 1, les deux potentiels, le lien entre f et ¢ et ¢ est donné par ([B.4T).
Le lien entre f’ et u et v est donné par (5.48).

REMARQUE 5.29.

(1) On peut par linéarité des équations, faire des combinaisons linéaires de potentiels complexes.

6. Voir note de bas de page [Il page 284
7. Notons que la parois correspond en fait & une ligne de courant particuliére, puisque sur une parois, la vitesse est tangentielle
a celle-ci.
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f étant analytique, on peut dériver un potentiel complexe pour en définir un autre.

Si on multiplie f = ¢ + @) par i, on remplace donc f par f = —1) + i¢, qui reste holomorphe. On
obtient un écoulement oil les lignes de courant et les équipotentielles sont permutés.

On a donc de nombreux moyens de générer des potentiels complexes!

REMARQUE 5.30.
On peut faire une analogie entre les courbes de niveau de la fonction ¢ et les courbes d’altitude constante,

utilisées en topographie. Voir annexe [Nl

5.2.1.2.  Simulations numériques.
Les différents potentiels donnés en cours sont les suivants (certains seront étudiés en TD, voir exercices
TD et 0.4) et la plupart seront tracés en TP (voir exercice de TP [L) :

f(z) =e Uz, pour U,a € R, (5.50a)
f(z) = Ln(2), (5.50D)
f(z) =iLn(z), (5.50c¢)
f(z)=1/z, (5.50d)
f(z)=Uz+ K/z, pour U, K € R, (5.50e)
f(z) =Uz+ Ln(z), pour U € R, (5.50f)
f(z) =kLn(z +a) — kLn(z — a), pour k,a € R, (5.50g)
f(z) = k2", pour k,n € RY. (5.50h)

Seules sont présentées ici quelques figures (que vous ferez lors de I'exercice du TP) : sur ces figures,

ont été représentées, pour différents potentiels complexes, les lignes de courant (en noir), les équipotentielles

en pointillés, ainsi que le potentiel, par un dégradé de couleurs.

La figure correspond a un potentiel défini par (B.50al), qui correspond & un écoulement rectiligne
uniforme.

La figure [5.7] correspond a un potentiel défini par (5.50D), qui correspond a un écoulement de source
ponctuelle centrée & l’origine.

La figure correspond & un potentiel défini par (B.50f), qui correspond a la superposition des deux

écoulements précédents (5.50al) et (B.500).

La figure correspond & un potentiel défini par (5.500), sur laquelle on représenté un obstacle.

Ecoulement rectiligne uniforme

Si u = U =constante et v = 0, ’équation (5.45]) donne

uo 90 _0v _
ox Oy ’

R T
Oy Ox ’

et donc ¢ = ¢(z), ¥ = Y(y) et ¢'(x) = U et ¢'(y) = U. Ainsi (& une constante preés),

¢ =Uxz, (5.51a)
Y ="Uy, (5.51b)
f=¢+ip=Ulx+iy)=Uxz. (5.51c)
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Un nouvel écoulement est obtenu en remplagant f par e~** ot a € R. On obtient donc (5.50a). On a
alors

¢ = Re(f),
= Re(e "Uz),
= U Re((cos a — isina)(x + iy)),

=U(xcosa + ysina),
On fait de méme pour v et on obtient finalement

¢ =U(zcosa+ ysina),

Y =U(ycosa — xsina).

Les lignes de courant sont données par 1) = U (y cos a—z sin &) =constantes, soit y = x tan a+constante.
Ce sont donc des droites faisant un angle a avec ’axe des .

05+

05+

FIGURE 5.5. L’écoulement associé au potentiel défini par (B.50al).

Voir la figure

(2) Ecoulement de source

On sait que les lignes de courant sont des droites issues de l'origine et donc données par (u,v)
colinéaire & (cos@, sinf) = (z,y)/r. On suppose que, par invariance du probléme par rotation autour
de lorigine, ce champ de vitesse ne dépend pas de 6. Ainsi, il existe une fonction A qui ne dépend que
de r et telle que, pour r non nul,

u(z,y) = A(r)

v(z,y) = A(r)

)

Sl 3|8
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FIGURE 5.6. Ecoulement de source.

En notant D le débit constant & travers tout cercle de centre 1'origine, on montre que A(r) = D/(27r).

On a donc
Dx
’U,(LL', y) - 27'('7“2 ) (552&)
Dy
vi,y) = 55 (5.52b)
On cherche alors f donnée par (5.48]) ;
D
F)=u—iv= 53 (x —iy)
Puisque
z-wy_z_z _1
r2 2 2z 2
il vient
D
! = —. 5.93
£ = (5.53)
Si on utilise le point [I de la proposition [Z37] on en déduit
D
f(z)= %Ln(z)/ (5.54)
Grace a la proposition [[.20] on a alors, & une constante additive prés,
D
f(2) = 2Ln2), (5.55)

et on retrouve a une constante multiplicative prés (B.500). Puisque f = ¢+ et Ln 2z = In|z| +iarg 2,
il vient

On retrouve le fait que les équipotentielles, définies par ¢ =constantes, ¢’est-a-dire ici, In |z| = In r=constantes,
sont des cercles centrés a l'origine. De méme, les lignes de courant, définies par @) =constantes, c’est-
a-dire ici, arg(z)=constantes, sont des demi-droites passant par l'origine.
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REMARQUE 5.31. Attention, si on utilise la fonction Ln, définie sur le plan fendu C\R _, on constate
une chose curieuse : 1’écoulement source est, a priori, défini sur R? et est invariant par rotation autour
de Vorigine. L’introduction du plan fendu C \ R _ rompt cette symétrie!

De plus, il sera nécessaire lors de la visualisation de ce potentiel, d’6ter le demi axe R _. Numé-
riquement, on enlévera une « petite bande » autour de R _ ainsi qu'un « petit cercle » autour de
I'origine.

FIGURE 5.7. L’écoulement associé au potentiel défini par (5.50D).

Voir la figure 5.7

Tourbillon ponctuel

Pour plus de détail, lire [Duv90, p.219].

On multiplie le potentiel défini par (5.53) par ¢ : On a alors, & une constante additive preés,

f(z)= %Ln(z)7 (5.56)

et on retrouve & une constante multiplicative prés (.50d). Conformément & la remarque [£.29] on
obtient un écoulement ou les lignes de courant et les équipotentielles sont permutés, c’est-a-dire des
équipotentielles qui sont des demi-droites passant par l'origine et des lignes de courant qui sont des
cercles centrés a ’origine.

Il faudra aussi prendre la précaution de la remarque (.31}

Doublet
Pour plus de détail, lire [Duv90, p.220].
On dérive le potentiel défini par (G55 :
D
1) =5 (557)
et on retrouve & une constante multiplicative preés (5.50d)). Conformément a la remarque[5.29] on obtient
encore un potentiel complexe.
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(5) Superposition d’un écoulement uniforme et d’un doublet : écoulement autour d’un cylindre.

Pour plus de détail, lire Im, p.220].
On fait une combinaison linéaire de I’écoulement (550a) (avec o = 0) et de (B.50d). On obtient
(BE506). Conformément a la remarque [5.29] on obtient encore un potentiel complexe.

(6) Autres

Pour plus de détail, lire Im, p.220] et M, p. 80 et 89].

05+

FIGURE 5.8. L’écoulement associé au potentiel défini par (5.501).

Voir les potentiels définis par (B.50f) (voir figure[5.8) (5-50g) et (5.50N) (voir figure[5.9 page suivante]).

Voir aussi la figure qui correspond & 1’écoulement ol une barriére est présente. Cet écoulement est
traité dans ’exerice de TD facultatif

5.2.1.3. Changement de domaine.

Les calculs précédents fournissent un certain nombre de potentiels complexes. Il est possible aussi de passer
d’un domaine (une partie de C) ot un écoulement est connu (via son potentiel complexe) & une autre domaine
de C, dans la mesure ou ces deux domaines correspondent par une transformation conforme.

Plus précisément, soit D une partie de C et F' une application de D dans D = F(D), supposée injective et
holomorphe, dont la dérivée est non nulle. Le théoréme[M.3 permet alors d’affirmer que F est une transformation
conforme de D sur D. Son inverse est noté F~!, dont on sait qu’elle constitue une transformation conforme de
D sur D (voir proposition [LJ).

Supposons de plus que f soit un potentiel complexe défini sur D, c’est-a-dire, une application holomorphe
sur D. On sait définir & partir de f I’écoulement plan irrotationnel incompressible sur D. On définit alors la
fonction ¢ sur D par

Ywe D, glw)=f (F_l(w)) . (5.58)
Comme composée d’applications holomorphes, g est donc une fonction holomorphe sur D (voir proposition
[L7) et, a ce titre, elle définit donc un écoulement plan irrotationnel incompressible sur D. On est donc passé
d’un écoulement plan irrotationnel incompressible sur D & un écoulement plan irrotationnel incompressible sur
D, via la transformation conforme F'. Cela constitue un moyen de définir des écoulements plans irrotationnels
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35+

1.5

05+

FIGURE 5.9. L’écoulement associé au potentiel défini par (5.500) avec n = 3.

FIGURE 5.10. Un écoulement.

incompressibles. On pourra consulter par exemple [@, chap. 5], notamment les exemples 5.6.5 et 5.6.6 de
| ou lexercice des TD qui utilise cette propriété et qui sera a la base d’un des exercices du TP [l
Les mécaniciens des fluides ont I'habitude (voir [m, chap. 5]) de noter que D est dans le plan z et que
D est dans le plan w, ot w = F(z). Voir figure B.11l On notera souvent

f=9¢+iy, (5.59a)
g=+4V, (5.59b)
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F

D e
v ) §f
N N/

plan w

plan z

FIGURE 5.11. Le plan z et le plan w et les écoulements associés.

de telle sorte que ¢ et 1) correspondent respectivement au potentiel et & la fonction de courant de ’écoulement
défini dans D tandis que ® et ¥ correspondent respectivement au potentiel et & la fonction de courant de
I’écoulement défini dans D.

Remarquons aussi que les équations (.59) s’écrivent aussi

VzeD, [(z)=¢(z)+iv(2),
Ywe D, g(w)=o(w)+i¥(w),
et puisque g(w) = f (F~(w)) = f(z) ot F~}(w) = z et donc w = F(2), on a ainsi
V2eD, f(z)=0(z)+ils),
g(w) = f(2) = ®(w) + i¥(w),

ce qui implique

Ainsi,

Dans le domaine D, I’équipotentielle d’équation ¢(z) =constante a pour image par F

l’équipotentielle d’équation ®(w) =constante dans le domaine D; (5.60a)

et

Dans le domaine D, la ligne de courant d’équation ¢ (z) =constante a pour image par F

la ligne de courant d’équation ¥(w) =constante dans le domaine D. (5.60b)

Il existe de nombreuses transformations, dont la fameuse transformation de Schwarz-Christoffel, évoquée
dans |AF03, théoréme 5.6.1]) et qui permet de transformer un domaine a bord polygonal. Un cas particulier
en sera étudié dans ’exercice B.18 des TD ou 'exemple [£.32]

EXEMPLE 5.32. Reprenons un autre exemple issu de |[Biel§].
Soit A > 0. On consideére la transformation conforme définie par son inverse

Tz

Flz)=ch . (5.61)
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On considére le potentiel complexe f a partir de (B.53) comme étant la superposition de deux sources, I'une
étant de débit D placée au point d’affixe 1 et autre correspondant & un puit de débit D/2 placée a l'affixe 0,
de telle sorte que

D D
flz)= %Ln(z —-1)— ELH(Z)' (5.62)
Remarquons que d’aprés la définition (2.68))

Ln (z%) =Ln (e%an) ,

1 1
Ln (25) =3 Ln z + 2ik,

et que d’apres ([Z61]), on a donc

donc on écrira abusivement que

1
Ln (zl) = 5 Ln=. (5.63)

Ainsi (562)) devient

f(z)= %Ln(zz -1) - %Ln(z),

EZ<DKZU%LM@>7

2m
= % (Ln(z— 1) —Ln (z%)) ,

et d’apres (Z62), cela vaut

écrit abusivement sous la forme

ce qui vaut, d’aprés (2.69)

et donc

1

f(z) = %Ln (z2 — z_%) . (5.64)

D’aprés (5.58)), Uexpression du nouveau potentiel complexe défini sur le domaine D est donné par
g(w) = [ (F~H(w)).
D’apres (B.61) et (5.64), on a donc
1
3

s = 21 (4%)%_ (G)) 565

21

On a aussi, en utilisant encore abusivement ([2.62) pour 3 réel :
(eZ)B — PLn(e?) _ (82)

de sorte que (5.63) devienne

ﬂmﬂmeg%léﬁ . (5.66)

2
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Cet écoulement correspond a une source placée a 'affixe z = 0, deux plans paralléles d’équation y =0 et z = h
contenant le fluide.
On peut aussi montrer que les lignes de courant sont donnée, grace a la proposition [5.27], par

) ewx/2 _ efwac/2
Ve, y(x) = p arctan <Cm> ) (5.67)
oul C' est une constante. soit encore
2
Vz, y(x)= = arctan (C tanh (6”/2)) . (5.68)
s

Plus détails sur les figure [5.12 page suivante] et [5.13 page 78| (en cours de rédaction!).
Voir aussi le tracé des lignes de courant et des équipotentielles sur les figures
Cet exemple sera repris dans le TP [

5.2.2. Mailleurs automatiques

Une application un peu moins classique est la mise en place de maillage (en vue de code éléments finis par
exemple) automatique sur des géométries (planes) un peu compliquées.

Il est nécessaire que les domaines & mailler soient simplement connexes pour pouvoir appliquer le théoréme
M5

Cette méthode semble assez ancienne. Elle a été utilisée par Chambon dans sa thése |[Cha75| et reprise
par exemple dans [Roy86 ; [DD84]. L’exposé succinct qui est fait ici et les illustrations proviennent de [Roy86],
qui a un peu amélioré la méthode |[Cha75|

Le principe est donné par la figure . il s’agit d’appliquer des transformations conformes successives
(qui respectent l'orthogonalité des courbes) pour passer de la figure & mailler & un rectangle que l'on sait
mailler réguliérement. Par transformations inverses, les mailles du rectangle sont envoyées sur les mailles de le
géométrie initiale & mailler. On se donne un ouvert Dy, simplement connexe, dont on sait qu’il est en bijection
vers le disque unité cercle unité et donc avec un rectangle.

Il faut procéder ainsi :

— Etape 0 : Définir les coordonnées des points P;, 1 < i < n, des contours du domaine Dy. Quatre de ce
points sont choisis comme « coins » (ils seront envoyés par transformation conforme sur les coins du
maillage final).

— Etape 1 : Transformation de la frontiére de Dy unité sur le cercle unité. Cette étape n’est pas explicite
et pour trouver la transformation, il faut résoudre un systéme linéaire (de Fredholm) ;

— Etape 2 : Transformation du cercle unité sur I’axe des réels (voir exercice 1] des TD). Pas de probléme
pour cette étape;

— Etape 3 : Transformation de 'axe des réels sur le contour du rectangle. Pour cette étape, on utilise la
transformation de Schwartz-Christoffel (voir par exemple la section 9.4 de [Karl3]), pour laquelle des
intégrations numériques doivent étre faites;

— Etape 4 : Maillage du rectangle : le rectangle est maillé avec des mailles les plus carrées possible.

— Etape 5 : Recherche des points du maillage de Dy : Il faut tout reprendre & l’envers et inverser les
différentes étapes faites (ce qui se fait trés facilement pour I’étape 2), ce qui nécessite (sauf pour I’étape
Pétape 2), des nouveaux systémes & résoudre.

Voir par exemple la figure ou deux maillages calculés ainsi sont représentés. On peut constater le
défaut majeur de cette méthode : dans les coins, les mailles sont plus larges que dans la partie centrale, alors
que c’est 14 (par exemple, les contraintes dans un solide, y sont les plus importantes) qu’il faudrait mailler plus
finement. En fait, cette méthode est tombée un peu en désuetude et est remplacée avantageusement par des
méthodes de mailleurs adaptatifs qui prenent en compte, a posteriori parfois, la solution numérique calculée
pour diminuer la taille des mailles 1a ou il le faut.
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FIGURE 5.12. Les calculs (1/2).
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FIGURE 5.13. Les calculs (2/2).
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15+~

-05F

| |
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5

(a) Le tracé des lignes de courant et des équipotentielles a partir du potentiel défini par

O / | |
0 05 1 15

(b) Le tracé des lignes de courant définies par (B.68]).

FIGURE 5.14. tracés.



5.2. APPLICATIONS A LA MECANIQUE DES FLUIDES ET TRANSFORMATIONS CONFORMES

M

. Etape 5
\l/ Etape 1 A
Q 1\ -
\1/ Etape 2 Etape 3
. . =

FIGURE 5.15. Le principe (figure extraite de |[Roy86]).
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FIGURE 5.16. Deux exemples de maillages réalisés (figure extraite de M])
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Deuxiéme partie

Distributions



Chapitre 6

Introduction aux distributions

On pourra consulter [Kib01, chap. 5] (a I'usage des physiciens, il montre la fagon dont les physiciens et les
mathématiciens considérent avec deux regards différents, mais complémentaires, la méme notion), une bonne
introduction aux distributions [LT09, chap. 4 et 5], |GW03, chap.VIII] ou [Pet98, chap. I et II] ou enfin
http://fr.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathématiques)

On pourra aussi consulter les rappels donnés dans les annexes [P, [Q] et [R]

6.1. Introduction

Les références précédemment citées ne montrent peut-étre pas assez I’histoire de la théorie des distributions,
qui demeure une trés belle illustration de l'interaction constructive entre mécaniciens (ou physiciens de fagon
plus générale), mathématiciens et informaticiens, notamment lors de la seconde moitié du siécle dernier.

Sur http://www.universalis.fr/encyclopedie/theorie-des-distributions/, on peut lire le texte
suivant :

"Professeur a l'université de Nancy, Laurent Schwartz (1915-2002) fonde la théorie mathématique des
distributions dans un article intitulé “Généralisation de la notion de fonction, de dérivation, de transformation de
Fourier et applications mathématiques et physiques” |Sch45]. Il donne une interprétation unifiée des nombreuses
fonctions généralisées introduites auparavant par des mathématiciens ou des physiciens, comme le pic de Dirac
ou la « marche d’escalier » de Heaviside. L’idée fondamentale est de considérer les fonctionnelles linéaires
définies sur ’espace des fonctions infiniment différentiables & support compact. L’analyse fonctionnelle et la
notion de dualité permettent alors de décrire ces objets de fagon rigoureuse et systématique.|...] Schwartz regut
la médaille Fields en 1950 pour ce travail."

Selon la légende, 'idée de ce papier aurait été écrite en une nuit, ce qui n’empéche probablement pas les
longues heures de gestation intellectuelle! Cet article a été a origine de cette théorie des distributions, qui a
été une trés importante innovation ! Sur le plan théorique d’une part, mais aussi sur les nombreux domaines de
la physique dont les équations sont écrites « au sens des distributions », mais aussi sur la plan informatique,
puisque que de trés nombreux codes ont besoin du cadre mathématiques rigoureux qui garantit la bonne écriture
des algorithmes utilisés et la convergence des schémas numériques associés.

6.2. Pourquoi les distributions ?

On pourra consulter les introductions [BC93, p. 133 & 135], |[Bal91l, chap. 0] ou la trés bonne introduction
[GWO03, legcon 26] qui donnent une justification de ’aspect lacunaire des fonctions en mécanique et qui explique
pourquoi il a fallu introduire ce concept de distributions (certains parlent de fonctions généralisées) qui géné-
ralisent les fonctions, en donnant un sens mathématique rigoureux de certaines notions apréhendées par des
physiciens comme Heaviside, mais qui n’avaient pas été formalisées.

ExeEMPLE 6.1. Dans cet exemple, qui ne sera pas nécessairement a lire en premiére lecture, nous allons plutét partir d’une
situation concréte en RDM : I’étude d’une poutre fléchie, soumise a une force ponctuelle et tenter d’introduire sur cet exemple, le
pourquoi des distributions. On se reporte a I’annexe [O] ot tous les rappels sont présentés.

On s’est inspiré de
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, Annexe F| disponible sur http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/15/PDF/coursMQ41_A04.pdf, valable sur
une situation physique un peu différente, mais o ’esprit est le méme.

L)2

FIGURE 6.1. La poutre étudiée.

On étudie donc une poutre encastrée a gauche, soumise en son milieu (& l’abscisse L/2) & une force ponctuelle de norme F
et tournée vers le haut (voir la figure G.1).
Toutes les équations de I’annexe [O] sont donc valables avec p = 0. Rappelons (O.5al)

dT(x)

o pl@) =0, Va#L/2, (6.1)
soit donc avec p = 0
C”;f) =0, Va#L/2 (6.2a)
De plus, on rappelle (O5E) :
dﬂgix) +T(x) =0, Va. (6.2b)
Enfin, (O.5d) donne ici
T(L/2 +0) — T(L/2 — 0) = —F. (6.2c)

Ici, ont peut calculer le moment fléchissant M, a la main ou en procédant comme suit. D’aprés ([6.2al) et ([6.2d), T" est constant
sur [0, L/2[ et sur |L/2, L] et discontinu en L/2. Puisqu’aucune force verticale n’est appliquée & droite, on a T'(L) = 0 et donc T'
est nul sur |L/2, L[. D’aprés ([6.2d), on a
F, siz<L/2,
0, siz>L/2
La valeur en z = L/2 n’est pas définie en toute rigueur (voir la remarque [0.2 page 290). Si on utilise maintenant ([6.20) que I'on
intégre sur [0, L] (ce qui revient a étudier le moment global appliqué a la structure) , on a donc

vz €[0,L], T(z)= { (6.3)

L dM L
M(L) — M(0) =/ M 1 = 7/ Tde = —FLJ2,
o dz 0
et donc
M(0) = FL/2.

Si on intégre de nouveau (O.5H) sur [0, ], on a donc

F(L/2—1x), six<L/2,
vV € [0,L], M(z)= (&/ ) <L/ (6.4)
0, siz>L/2.
On peut supposer sans perte de généralité (par adimensionnement par exemple) que
F=E=1I=1. (6.5)

Pour trouver la déformée v de la poutre, on utilise ensuite (O.7a) page ainsi que les conditions aux limites (O.9al) et (O.9h).
Sous matlab formel (par exemple, ou & la main!), on peut résoudre I’équation différentielle (O.7al) sur [0,1/2] en tapant

S=dsolve (’'D2v=(1/2—x)’, ’v(0)=0’, ’Dv(0)=0",’x");

pretty (S);

et on obtient les valeurs de v en 1/2 en tapant

syms X;

disp (subs(S,x,sym(1/2)));

disp (subs (diff(S),x,sym(1/2)));


http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/15/PDF/coursMQ41_A04.pdf
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Sur [1/2,1], on obtient alors la solution en utilisant le fait que (voir (O.7al)), v et v’ sont continues en 1/2, en tapant
S=dsolve (’D2v=0", ’v(1/2)=’1/24",’Dv(1/2)=1/8",’x");
pretty (S);
On obtient donc
vz €[0,1/2], w(z)=—-1/623+1/422
Vo €]1/2,1], wv(z) =1/8x —1/48,
que I'on peut remplacer par (voir (Q.7al)) par
Vo €[0,1/2], wv(zx)=—1/62>+1/422, (6.6a)
vz € [1/2,1], wv(z)=1/8z — 1/48, (6.6b)

On en déduit alors les différentes quantités v, v/, v/, v® et v, grace a ([O12a) et (BH) et (attention aux bornes des
intervalles!)

vz e [0,1/2), '(z)=—1/2z%+1/2z, (6.7a)
Vo € [1/2,1], o (x)=1/8, (6.7b)
vr e [0,1/2], v'(z)=1/2—=, (6.8a)

vz € [1/2,1], "(z) =0, (6.8b)

vr e [0,1/2[, v®(x)=—1, (6.9a)

vz €]1/2,1], v®(z) =0, (6.9b)

vz e [0,1/2[, »¥(z) =0, (6.10a)

vz €]1/2,1], v®(z) =o0. (6.10b)

On a représenté ces différentes fonctions sur la figure On peut y vérifier que sont vraies les assertions
(OITa) et ([O12a). On constate aussi que v(®) est discontinues, et que sa dérivée v(4) est nulle partout (sauf en 1/2 ou elle n’est
pas définie). D’aprés (6.2al), p n’est pas définie en 1/2.

Nous aimerions maintenant donner un sens aux équations (6.2) & tous les points x de [0, 1] ainsi qu’a la valeur de p en tout
point de [0,1]. Les fonctions sont-elles toutes dérivables partout sur [0,1]? Peut on retrouver les discontinuités introduites par
(O5d) ? Voila I'enjeu du mathématicien qui veut donner un sens & toutes ces questions et de définir les objets (v, p, ...) partout
sur [0, 1].

Si I'on veut définir T sur tout [0, 1] et si 'on regarde ([@.2a)) et (63)), il faut pouvoir dériver la fonction T, mais pas au sens
usuel des fonctions sur tout [0,1] : d’apreés (6.3]), T est discontinue en T' = 1/2 et a fortior: non dérivable sur [0, 1]. On introduit
la fonction en escalier, non dérivable en 0, notée H et appelée fonction de Heaviside et définie par

Ve <0, H(z)=0, (6.11a)
Ve >0, H(z)=1. (6.11Db)

On a dong, selon (6.3) (avec F' = 1)
vz € [0,1], T(z)=—-H(z—1/2)+1. (6.12)

Pour lever toute ces contradictions, Heaviside et Dirac qui faisaient le méme type d’opérations, ont écrit que la dérivée de la
fonction H, non dérivable en zéro, puisque discontinue, était une fonction généralisée, notée §. On pose formellementﬁ

dH
Ve eR, d(z)=—(x). (6.13)
dx
et ainsi
T H
ar :fd—(x71/2):fé(zfl/2), (6.14)
dx dx
de sorte que (6] s’écrive
vz €[0,1], p(z)=48(z—1/2). (6.15)

1. c’est-a-dire comme si la dérivée existe alors que cette fonction n’est pas dérivable!
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FIGURE 6.2. le tracé des fonctions v, v/, v, v® et v® sur [0,1]\ {1/2}.

11 est important de comprendre que toutes ces équations sont vraies partout sur [0, 1], de fagon formelle. On a, si les régles de
dérivation usuelles sont valables,

/01 6(x —1/2)dx = /01 (Z—f(m —1/2)de = H(1/2) — H(-1/2) = 1. (6.16)
Bref, § est une fonction généralisée vérifiant
/015(171/2)0&: 1. (6.17)
On peut donc réécrire ([6.I7) sous la forme

+oo
/ d(x)dx = 1. (6.18)

—o0
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Notons aussi que si § était une vraie fonction, elle ne peut étre définie en 0. En effet, d’apres (6.1)), si 6(0) avait une valeur, on

aurait selon ([6.14), §(0) = 7%, quantité non définie (puisque et je le redis, T" est discontinue donc non dérivable en ce point).

Cependant, en 0, on peut écrire formellement, grace a ([E13)),

H — H(— 1
6(0) = lim M = lim — = o0,
h—0 2h h—0 2h
h>0 h>0
Compte tenu de tout cela, on écrit parfois que
Ve <0, 6&(x)=0, (6.19a)
Ve >0, 6&(z)=0, (6.19b)
4(0) = +o0. (6.19¢)

Notons que ’égalité (6I9d) pourrait se montrer rigoureusement de la fagon suivante. On peut supposer que
H(0) €]0,1[. (6.20)
Ainsi, pour tout z # 0, si x > 0
H(x)— H(0) 1- H(0)

)

D’aprés ([6.20)), on a 1 — H(0) > 0 et donc
lim = 820 (6.21)

De méme, on montre que

—H(0
lim —~———~ — 4oo. (6.22)

Ainsi, de (6.2) et (622), on déduit que

Notons aussi que, si u est une fonction dérivable sur R, nulle en dehors d’un intervalle [—A, A] (donc nulle en £A) alors

—+oo
/ 5(z)u(@)de = u(0). (6.23)

— 00

En effet, on peut écrire successivement selon ([G.I3) et par intégration par partie

/+0<> d(z)u(z)dr = /_1: 6(z)u(x)dz,

A dH
- [ @u(s,

et puisque u est nulle en +A

A du
- [ m@ %,

et donc
+oo A "
/_ §(z)u(z)dz = — /—A H(I)Z—x(x) (6.24)

On peut aussi écrire cela sous la forme, en utilisant (61T

/j: §(z)u(z)de = — /_OA H(x)Z—Z(x) - /OA H(w)Z—Z(w),

Remarquons que cette égalité ([G6.23)) est paradoxale et ne peut avoir lieu si § est une « vraie » fonction. Dans ce cas, pour tout
fonction u dérivable sur R, nulle en dehors d’un intervalle [—A, A], on aurait

+oo 0 +oo
u(0) = /7 O(z)u(z)de = / 0(x)u(x)dx +/0 d(z)u(z)dz =0, (6.25)

oo —
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selon (6.I9) (puisque la valeur d’une intégrale ne dépend pas de la valeur éventuellement infinie sur des points isolés) ce qui est
absurde.
On a donc exhibé une « drdle de fonction » qui n’est plus une fonction mais une fonction généralisée, vérifiant ([6.13), (GI8)

et ([623).
Si on récapitule tous les calculs faits, on a donc, pour notre poutre,
p(z) =6(x —1/2), Vzel0,1] (6.26a)
T(z)=—-H(z—1/2)+1, Vzel[0,1] (6.26b)
1/2 — iz <1/2
Y (6.26¢)
0 sixz >1/2.

et les équations de ’équilibre local (O.3) deviennent donc vraies partout tout en respectant la discontinuité imposée par (O.4)) !
Enfin, remarquons que sur les différents graphiques v, v', v"" sont des « vraies » fonctions dont les expressions sont

fournies par ([6.8), 67 et (63]).

Par ailleurs, en utilisant les équations précédentes de 1’équilibre, on a

dM
o3 = =T =HE-1/2) -1, (6.27)
x
ce qui est bien identique aux expressions données par ([63)), et bref, d’une facon ou d’une autre, il vient
vz e 0,1, v® =H(@z-1/2)-1. (6.28)
Enfin, grace a (6I3), on a
Vo e[0,1], v® =68 —1/2). (6.29)

Si on utilise les équations précédentes de 1’équilibre, il vient
v =p, (6.30)

ce qui revient donc au méme, d’aprés (6.26a).

Nous verrons aussi plus tard qu’en fait la relation (630) n’est pas vraie pour tout z, mais seulement « presque partout » ou
« au sens des distributions » ce qui évite de se demander si elles doivent étre vraies au point délicat 1/2! Nous reviendrons au
cours de la section sur le probléme de cette poutre.

Au cours de cette introduction, nous avons généralisé les équations de 1’équilibre local ([O.3)) tout en respectant la discontinuité
imposée par (O.4) a condition de considérer la densité linéaire de charge p non pas nulle mais définie par (G26a)) et qui n’est donc
plus une fonction.

Remarquons aussi que, si v, v’, v/ sont des « vraies » fonctions, la fonction v(3) est encore une fonction (voir graphique
mais que v(4) est une fonction généralisée, qui n’est pas une fonction. Sinon, selon le graphique elle serait nulle. Bref, H est
une « vraie » fonction, contrairement & ¢. Enfin, remarquons aussi que d’apres ([6.29), la fonction v(®) n’est plus une fonction mais
la dérivée de §, notée &’ et qui doit avoir encore un sens!

&

Laurent Schwartz a donné un sens rigoureux a toutes ces opérations, déja menées par les mécaniciens,
dans [Sch45] disponible sur wcep://archive. nundan. org/ARCHIVE/ AUG/AUG_ 1945__21_/AUG_1945__21__57_0/AUG_1945__21__57_0.pat. Rappelons
pour conclure, les quelques lignes initiales de ce papier historique :

"Depuis 'introduction du calcul symboliquel], les physiciens se sont fréquemment servis de certains notions
ou de certaines formules dont le succés était incontestable, alors qu’elles n’étaient pas justifiées mathématique-
ment. C’est ainsi que la fonction y(x) de la variable réelle, égale & 0, pour < 0 a 1 pour = > OE est couramment
considérée comme ayant pour dérivée « la fonction de Dirac » y’'(z) = §(«), nulle pour z # 0, égale & +o0o pour
x = 0, et telle que, de plus, fjooj 0(xz) = 1. Un tel « abus de langage » est malgré tout incompatible avec la
notion habituelle de fonction et de dérivation! Et que penser alors de la dérivation successive de la fonction
de Dirac! Et pourtant de telles expressions rendent de constants services en électricité en sont trés adaptées a
I’étude de la transformation de Laplace ou de Fourier et de la mécanique ondulatoire. Le but de cet article est
de faire un trés bref résumé (sans démonstrations) d’un travail [...] qui apporte une justification compléte au
langage précédent. Il se trouve que ce langage, ainsi réhabilité dans le domaine de I'analyse, est fécond dans
beaucoup de questions diverses : électricité et physique mathématique ..."

2. c’est-a-dire les régles de dérivation non fondées, comme ici pour la poutre de I’exemple
3. C’est la fonction H.


http://archive.numdam.org/ARCHIVE/AUG/AUG_1945__21_/AUG_1945__21__57_0/AUG_1945__21__57_0.pdf
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Depuis, il a a réécrit tout cela dans [Sch66] par exemple, mais la littérature fourmille de références sur les
distributions (voir par exemple [LT09; [Harl0Q; |Ciu; [Kib01]).

6.3. Définition des distributions

Quittons maintenant le domaine de la RDM pour entrer dans celui de la définition mathématique, plus
abstraite. Il faut bien garder I'idée que ces deux domaines, loin de s’opposer, se complétent harmonieusement !

Nous allons donc introduire le concept de distributions, qui généralise la notions de fonctions usuelles, qui
englobe la « fonction » de Dirac ¢ et qui soit la dérivée de la fonction de Heaviside, définie par (6.11]) et qui
vérifie formellement (613), ([GI8) et ([G23). Bien entendu, cette fonction doit étre elle méme dérivable autant
de fois que 'on veut, en un sens & préciser. C’est la grande forces des distributions que de rendre la dérivation
comme une opération algébrique et I’on peut appliquer autant de fois que I'on veut sur des fonctions dérivables
(auquel cas, cette opération s’identifie & la dérivation usuelle) mais aussi sur des fonctions généralisées et qui
ne sont plus nécessairement dérivables au sens usuel !

Nous allons donner maintenant les définitions habituelles des définitions en retrouvant les équations ([G.I3)),

([E18) et ([6.23) établies précédemment dans le cadre de la RDM (voir 'exemple [6.1 page 83).

Notons aussi que ’on a montré que I'égalité ([6.23)) est paradoxale et ne peut avoir lieu si § est une « vraie »

fonction.
| « & la physicienne » | « & la mathématicienne » |
notation : d,(x) ou §(z — a) notation : d, ou &
+oo
/ 0(z)u(x)dxr = u(0) pour u arbitraire | V¢ € D(R), (04, 0) = ¢(a).
oo
/ d(z)=1
0 n’est pas continue comme fonction d, est linéaire continue de D (R) dans R
0 i 0
400, six=0,
H'(z)=6(z), VzeR H' =4, dans D' (R)

TABLE 6.1. Visions du d « & la physicienne » et « & la mathématicienne ».

Concluons par la donnée du tableau qui récapitule les choses vues « a la physcienne » (ce n’est pas
péjoratif!) sur la fonction de Dirac 4. Ce tableau reprend en partie [Kib0l, tableau p. 196]. Il a été aussi
complété pour donner en paralléle les choses vues « a la mathématicienne » (ce n’est pas péjoratif!)

Il nous faut changer de paradigme : voir les fonctions autrement, de facon radicalement différente, méme au
prix d’un cotiteux effort, tellement rentable finalement. Cette nouvelle fagon de voir doit d’une part, englober
les fonctions au sens usuel que vous connaissez mais aussi prendre en compte les nouveaux objets introduits et
leur donner un sens mathématique. Cette démarche est identique a celles de I’émergence de nouveaux modéles
en mécaniqueH qui doit & la fois prendre en compte les anciennes lois qui fonctionnent et décrivent correctement
le réell] mais naturellement, qui doit aussi envisager les nouvelles expériences observées, non prises en compte
par I’ancien modéle@.

Dans toute la suite de ce chapitre, on étudie des fonctions de R dans R.

4. par exemple apparition de la mécanique relativiste par rapport a la mécanique newtonienne.
5. La mécanique relativite est identique & la mécanique newtonniennne aux faibles vitesse.
6. La mécanique relativite explique le décalage du périhélie de Mercure, inexpliqué par la mécanique newtonienne.
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Dans le cas de fonction de R? dans R, voire de R? dans RP, les distributions se définissent aussi. On renvoie par exemple a
|[RT92, chap. 1] ou |Bal91]. &

La suite de ce chapitre est inspirée de [Pet98, chap. I], [Bal9l, chap. 0 a 4], [Kib01, chap. 5] et|GWO03,
legon 27].

6.3.1. Définition des fonctions test D (12)

6.3.1.1. Définition informelle.

Dans tout ce chapitre, pour alléger les notations et s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera toutes les intégrales
sur R sous la forme [ f.

Comme définition informelle des distributions, on fait parfmslj la considération suivante : une grandeur f
en physique (un déplacement, une pression,...) n’est connue que par une mesure physique, ce qui revient donc
a prendre la quantité suivante (qui est une moyenne).

/f (6.31)

ou la fonction ¢ dépend de l'appareil de mesure. Dire que la moyenne réalisée par I'appareil de mesure ne
prend en compte que les valeurs de f au voisinage de xg ot I’on désire connaitre f idéalement se traduit que
¢ est nulle en dehors d’'un voisinage de x(. Si le réel n’est qu’expérimentalﬁ, on accéde aux grandeurs réelles
uniquement par la mesure de f via (63I)). Autrement dit, connaitre f revient a connaitre tous les nombres
définis par (631) pour tous les appareils de mesure! Tout phénoméne est donc décrit par une distribution,
c’est-a-dire, une application qui a tout appareil de mesure associe le nombre défini par ([G31]). Cela est valable
dans le cas ou cette grandeur est représentable par une fonction. Mais il peut exister des cas ou le résultat
de toute mesure ¢ est ¢(zg). Par exemple, on a rencontré cette situation, en remarquant précédemment (voir
équation ([G.23])) que si la fonction généralisée § était intégrable, on aurait si u est une fonction dérivable sur
R, nulle en dehors d’un intervalle [— A, A],

/6($)u(x)dx = u(0). (6.32)

Il n’existe aucune fonction f que, pour tout fonction ¢,

/f x)dx = (o). (6.33)

Voir par exemple la preuve informelle dans le cas de I'exemple du Dirac (6.23). Dans ce cas, on a donc une
distribution qui associe & ¢ un nombre (¢(0)) mais qui ne s’écrit pas sous la forme (631]), donc réservée aux
distributions associées a une fonction. Bref, la notion de distribution généralise la notion de fonction. C’est une
application T qui & ¢, toute fonction nulle en dehors d’un intervalle, associe un nombre noté T'(¢). Dans le cas
ott T' est associé a une fonction f, on la note T et on aura donc

0 = [ Ha)os (634
Ainsi, formellement, d’aprés ([6.32)), ¢ est une distribution définie par
Vo, () = ¢(0). (6.35)

Remarquons aussi que si f est une fonction dérivable et que ¢ est nulle en dehors de | — A, A[, on a, d’aprés
la formule d’intégration par partie,

f'(@)¢(x)dz = ’ f'(@)¢(x) f z)dr + f(A)p(A) — f(=A)p f@
—A

7. Voir par exemple |BC1& pp. 90 et 91] disponible sur |http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/0MI3/
Questions_Cles_Sciences_100_theories_distributions. pdf.

(6.36)

8. Hypothése bien souvent fausse en mathématique!


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/Questions_Cles_Sciences_100_theories_distributions.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/Questions_Cles_Sciences_100_theories_distributions.pdf
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et donc selon ([634), puisque f est une fonction,

[ F@otads = -15). (6.37)
De fagon plus générale, la dérivée d’une distribution 7" est donc la distribution 7”7 telle que

Vo, T'(¢) =-T(¢). (6.38)
Remarquons que si on reprend le calcul ([6.24]), on a, formellement,

+oo

50) = [ s@ois =~ [ H@ (@) = ~Tu(e)

—0o0 —A
et donc par définition (6.33),
() = Ty (¢)

puisque cela est vrai pour toute fonction ¢, les deux applications ¢ — (J, ¢) et ¢ — T7;(4) sont égales et donc
les deux distributions associées ¢ et Ty, sont égales, autrement dit

Ty =6, (6.39)

ce qui montre que la dérivée de la distribution Ty, associée & la fonction H est le Dirac, ce qu’on a observé
formellement dans ([@I3). Mais il faut bien comprendre que cette dérivée a lieu au sens de la dérivée de
distributions, mais pas des fonctions! La distribution Ty, associée & H est dérivable et sa dérivée vaut §, qui
n’est pas une fonction !

6.3.1.2. Définition rigoureuse (et mathématicienne!)

On peut dériver une fois une distribution si les fonctions tests ¢ sont dérivables. Si les fonctions test sont
C®°, on pourra donc dériver toute distribution autant de fois que l'on désire! D’aprés ce que 'on vient de
voir, les fonctions ¢ doivent étre nulles au dehors d’un intervalle et de classe C*°, ce qui fournit la premiére
définition de ’ensemble des fonctions ¢ appelées « fonctions test » :

DEFINITION 6.2. Dans tout ce chapitre, Q2 =]a, b[ désigne un intervalle ouvert de R, ou
—o<a<b< +oo. (6.40)

On appelle 'ensemble des fonctions test et on note D (2), 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur
Q, nulles en dehors de tout intervalle de type [A, B] inclus dans .

REMARQUE 6.3. On donne les définitions suivantes :

DEFINITION 6.4. Soit ¢ une fonction continue définie sur l'intervalle ouvert 2 de R. On appelle support de
¢ la fermeture (ou Padhérence) dans €2 de ’ensemble des points ol ¢ est non nulle. C’est aussi le complémentaire
dans () de la réunion des ouverts de €2 sur lesquel ¢ est nulle, ¢’est-a-dire sur le plus grand ouvert sur lequel T'
est nulle.

Si, par exemple, ¢, définie sur R, est non nulle sur |A, B[ et nulle sur | — 0o, A] U [B, 4+00[, son support est
[A, B].
On a alors

DEFINITION 6.5. Pour tout intervalle ouvert Q2 de R. On appelle I’ensemble des fonctions test ’ensemble
des fonctions indéfiniment dérivables sur 2 & support compactlg dans €.

Au bord de 2, ¢ a une limite nulle.

EXEMPLE 6.6. Voir sur la ﬁgure 63, un exemple de fonction indéfiniment dérivable & support compact.
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Support
Q =la, b|

(a) La fonction

(b) ... et son modeéle

(c) ... et son autre modéle

FIGURE 6.3. Un exemple de fonction de classe C* a support compact.

EXEMPLE 6.7. Remarquons que la fonction ¢ définie par

e/ iz >0,

Vz € R, )=
(@) 0 six <0,

9. c’est-a-dire, dans R, fermé et borné.

92

(6.41)

10. Toutes ces figures représentent aussi, selon I’age de vos yeux, un chapeau ou un serpent qu’a mangé un éléphant issu du Petit

prince de St-Exupery ; voir http://lepetitprinceexupery. free.fr/illustrations/01-02. jpg, http://lepetitprinceexupery.

free.fr/illustrations/01-03. jpg, et http://lepetitprinceexupery.free.fr/chapitre0l.htm.


http://lepetitprinceexupery.free.fr/illustrations/01-02.jpg
http://lepetitprinceexupery.free.fr/illustrations/01-03.jpg
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(a) La fonction (. (b) La fonction 7.

(c) Une fonction égale a 1 pour |z] < 1 et
nulle pour |z| > 2.

FIGURE 6.4. Quelques exemples de fonction de classe C'*° sur R.

est de classe C* sur R. On en déduit que la fonction n définie par

/@ = i |z < 1,
{0 si|z] > 1,
est une fonction test de D (R). Voir les figures et

ExeEMPLE 6.8. Grace aux fonctions ¢ et 7 de 'exemple[6.7] on peut aussi construire des fonctions égales a un sur un intervalle,
nulle en dehors d’un intervalle strictement plus grand et indéfiniment dérivables. Voir la figure

¢
6.3.2. Définition des distributions D’ (Q2)

Ve eR, n(z)= (6.42)

Compte tenu de I'introduction informelle de la section [B.3. 101 on peut adopter la définition suivante

DEFINITION 6.9. Une distribution T" sur 2 est une application linéaire[] de D (©) dans R. On note T'(¢)
I'image de ¢ par T. Cette application doit vérifier la condition de continuité suivante : pour tout fermé borné
K inclu dans Q, il existe un entier Nx et une constante C'x tels que pour toute fonction ¢ de D (2) et nulle
en dehors de K, on ait

IT(#)] < Cc sup sup |6 (). (6.43)
n<Ng x€Q

On note l'ensemble des distributions D’ ().

11. D () est muni de sa structure habituelle d’espace vectoriel de fonctions.
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NOTATION 6.10. Si T € D' (Q2) est une distribution et ¢ € D () une fonction test, 'image de ¢ par T est
notée (T, ¢) (a la place de T'(¢)).

REMARQUE 6.11. La condition (6:43]) est tout le temps vérifiée en pratique et, si elle est écrite et utilisée
dans ce polycopié, pour les preuves théoriques, elle n’est pas exigible. Toutes les applications linéaires de D ()
dans R que 'on utilisera vérifieront cette condition !

REMARQUE 6.12. La distinction entre T'(¢) et (T, ¢) n’est pas anodine. Si on se donne une distribution
connue, on notera (T, ¢). Sinon, on notera T'(¢) tant que l'on a pas montré que T est une distribution. On
vérifie que Papplication qui & ¢ associe T'(¢) est linéaire de D (©2) dans R. On vérifie ensuite, par acquis de
conscience, que la condition de continuité ([6.43]) est vérifiée. On utilisera alors la notation dédiée (T, ¢) puisque
que 'on sait que 'on a affaire & une distribution.

REMARQUE 6.13. L’ensemble des distributions D’ (2) est un espace vectoriel. On peut aussi écrire

D' (Q) =2 (D(Q),R).
&

REMARQUE 6.14. L’égalité de deux distributions 77 et T3 est exactement identique a celle de deux fonctions
f1 et fa! Cette derniére a lieu ssi, pour tout « de 'ensemble de départ, on a fi(x) = fo(x). De méme T7 = To,
ssi pour tout tout ¢ de 'ensemble de départ (D (2)), on a (T, ¢) = (T, @).

REMARQUE 6.15. Il est trés important de mémoriser le schéma suivant, qui ne fait que traduire qu’une
distribution T est une application de D (€2) dans R, qui & ¢ associe (T, ¢) :
D) — R
¢ = (T, ¢)

6.3.3. L’intégration de Lebesgue, a la base des distributions

T: (6.44)

L’intégration de Riemann, que vous devez connaitre, ne suffit plus pour la suite. La notion d’intégration
de Lebesque la supplante avantageusement. Voir 'annexe

6.3.4. Exemple de « distributions-fonctions »

DEFINITION 6.16. Pour tout de fonction f de L?(Q2) ou dans L () (voir annexe [R]), on pose

Vo €D (Q) / fla (6.45)

L’application ¢ — T¢(¢) est clairement linéaire. De plus, montrons la condition (643) si f est dans L*(Q) :
On a, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Scwartz (R.H)

ITy(9)] = \ RCLEEE \/ | Pa)ds [ @ade < C Sl suplo(o)
On a donc défini la distribution T’y par

YeD(Q), (Tr,¢) = / f(@)d(a)da. (6.46)

Le théoréme suivant est essentiel et permet de comprendre pourquoi la notion de distribution généralise

la notion de fonction.

THEOREME 6.17. A toute fonction f de L},.(Q), on associe la distribution Ty définie par ([6.48). L appli-

1
cation de Lj,,

(Q) dans D' () qui a f associe Ty est linéaire et injective.

DEMONSTRATION. Ce résultat est admis (voir preuve dans |[Bal9l, p. 18]). Il montre que si Ty, = T},,
alors f1 = fy. L’égalité de deux fonctions fi et fo de Li () signifie 'égalité presque-partout de f et fo (voir

loc

annexe [Q.2). O
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REMARQUE 6.18. Si on appelle ¥, 'application de L. () dans D’ () du théoréme 617 on a donc le schéma suivant :
LL(Q) — D(Q
vil o T D@ o E ) . (6.47)
¢ = (Tp,¢) = Jo fé
¢
REMARQUE 6.19.

Lioe ()
D' (Q)

FIGURE 6.5. Injection de L{ _(Q) dans D’ (Q).

loc

On donc le schéma représenté sur la figure Il est issu de |[GWO03]. Comme habituellement, on identifiera Li (Q) a la

loc

sous-partie de D’ () qui lui est isomorphe via l'injection ¥. Si ’ensemble d’arrivée est réduit a ¥ (L1 (Q)), cette injection devient

loc
en effet un isomorphisme.

D' (Q)

FIGURE 6.6. Identification de L (€2) & une sous partie de D’ ().

On identifiera Ll (£2) donc a une sous partie de D’ (£2), comme le montre la figure elle aussi issue de |GWO03)].

%
Autrement dit, on peut donc identifier la distribution T, pour f € L () a la fonction f, grace a (6.40).

loc

On notera donc par abus f a la place de T si f est une fonction de L}, () et donc ([G46) sera noté sous la

loc
forme

(f.6) = /Q f(@)o()dz. (6.48)

On parle donc de distributions-fonctions. La notion de distribution généralise donc la définition de fonction,
puisqu’elle englobe toutes les fonctions de Li (£2) (et donc de L?(2)).

loc

REMARQUE 6.20. Puisque une distribution-fonction de Llloc(Q) n’est définie que presque-partout, on peut

donc changer, sans modifier la distribution, les valeurs de cette fonction sur des ensembles négligeables, en
particulier sur des ensemble au plus—dénombrables, en particulier donc sur des ensembles finis. Pour la fonction

12. C’est-a-dire dénombrables ou finis.
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de Heaviside H définie par (GI1]), ses valeurs sur R pourraient étre modifiées sur des valeurs finies, mais on
garde traditionnellement I'expression donnée par ([G11al) et (GIID). En revanche, en zéro, finalement, H n’a
pas besoin d’étre définie, puisque cette valeur ne joue pas! On pose parfois, de fagon purement conventionnelle

H(0)=1/2, (6.49)
égale & (H(0+ 0) + H(0 — 0))/2. Tout autre valeur pourrait étre choisie !

NoOTATION 6.21. On notera, tout au long de ce chapitre, f pour la fonction et Tt pour la distribution
fonction associée. Cette notation est conforme a celle utilisée dans [Bal91] ou [Sch45]). D’autres auteurs (comme
dans |[Pet98]), notent {f} & la place de Ty. Par la suite, pour alléger les notations et, s'il n’y a pas d’ambiguité,
on les notera de la méme facon, c’est-a-dire, que ’on écrira f pour 1.

REMARQUE 6.22. 11 faut désormais s’habituer & considérer qu'une fonction f est une application de §2 dans
R mais qu’on peut aussi la considérer simultanément comme une distribution, c¢’est-a-dire, une application de
D (2) dans R. Autrement dit, il faut s’habituer aux deux écriture différentes du méme objet f :

f Q —- R ot f 1 D) — R
o= f(2) e = (fo)=[fo
Bien relire la remarque dans le cas général!

La question est maintenant de savoir s’il existe des distributions qui ne sont pas des fonctions!

(6.50)

6.3.5. Exemple de « distributions non fonctions »

DEFINITION 6.23. Soit 2 un intervalle ouvert et a € Q. On appelle distribution (ou masse de) Dirac d,, la
distribution définie par par

Vo eD(Q), (ba;®) = ¢(a). (6.51)
DEMONSTRATION. J, est clairement une application linéaire de D (€2) dans R. De plus, on a
[76)] = l6(@)] < sup (o)
et ([E43) est vérifice. O
NOTATION 6.24. Quand a est nul, on note ¢ a la place de dg.

REMARQUE 6.25. Pour toute la suite, on fera implicitemet I’hypotése en parlant de §, que a appartient a

La propriété essentielle est que

PROPOSITION 6.26. Le Dirac §, n’appartient pas a L, (Q).

loc

DEMONSTRATION. Reprenons la preuve de [GWO03, pp. 205, 206]. Si le Dirac d, appartenait a L (Q), il

loc
existerait une fonction f de L{ (), telle que, avec abus de notation déja signalé,

Vo eD(R). ola) = (6.0) = (1.6) = | F)ola)d, (6.52)
Soit n € N. On applique (652) a ¢ définie par
P(x) = n(n(z - a)),
ot 7 est définie par (6.42). ¢ est non nulle pour z vérifiant
“1<n@—a) <1,
soit encore

a——<z<a+

S
S
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D’aprés ([6:42), on a

et on a donc, selon ([6.52), pour n assez grand :

L=y

/wa
/aat%fw,

a-l—%
< / 11l
a3t

et, puisque |n| est majorée par 1, |¢| Pest aussi :

a-l—%
< / 5l
a_l

n

et puisque f est intégrable sur [a — 1/n,a + 1/n|, cette quantité tend vers zéro quand n tend vers l'infini. On

aurait donc a la limite n tend vers l'infini :

ce qui est absurde. (I

PREUVES ALTERNATIVES DE LA PROPOSITION [6.26] Supposons donc que (652) ait lieu.

On en fournit deux :

(1)

(2)

¢

Si on se restreint a des fonctions tests ¢ nulle en dehors d’un ouvert € inclus dans € et ne contenant pas a, on aurait
donc

[ #@sl@is =0,
et en particulier, on aurait
voeD(Q), (fg0)=0
et donc f‘ﬁ = 0. Cela étant vrai pour tout S~2, on en déduit que f est nulle (sauf éventuellement en a). D’aprés (6.52), on
a donc

V¢ € D(Q), ¢(a)=0,
ce qui est absurde d’aprés ’exemple [6.8]

On considére connus pour cette preuve les résultats de la section [6.71 Supposons que §, € Llloc(ﬂ). Alors, il existerait

une fonction telle que, avec ’abus de notation déja signalé, ([6.52) ait lieu, c’est-a-dire
da = Ty. (6.53)
On aurait donc, d’aprés I'exemple [6.58 page 109}
(x —a)da = (z — )Ty = T(x—a)f-
D’aprés ([6I11), on a donc
Tio—a)f = [z — a]lz=ada = 0.
Ainsi, la fonction (x — a)f est presque partout nulle sur Q et par division par z — a (sauf en a), f est presque partout

nulle sur Q. Ty est donc nulle. On a donc pour toute fonction test ¢, ¢(a) = (da,d) = <Tf,¢> = 0, ce qui contredit
I’exemple [6.71

O

REMARQUE 6.27. Sur le schéma de la figure on placera donc le dirac & I'extérieur de L{ (). De plus, il sera

"au bord" de L

Q), puisque le dirac est la limite d’une suite de distributions-fonctions de L
loc

(Q2) (voir exercice de TD [6.2).

loc



6.4. LIMITE D’UNE SUITE DE DISTRIBUTIONS 98

¢

Et voila! On a généralisé les fonctions en créant un espace qui le contient et strictement plus grand.
6.3.6. Combinaison linéaire de distributions

DEFINITION 6.28. Si A et u sont deux réels et Si T3 et Th sont deux distributions de D’ (1), on définit la
distribution AT7 + pT5 par :

Vo e D(Q), (X1 + puls,¢) = XTI, ¢) + pu(Ts, ¢). (6.54)

6.4. Limite d’une suite de distributions
Pour plus de détails, lire [Bal91, chapitre 3] et [GW03, legon 29].

EXEMPLE 6.29. Reprenons 'exemple de la RDM de la section Le dirac a permis de
formaliser une force ponctuelle.

En réalité, une telle force existe dans le domaine de la modélisation mathématique mais n’est pas physique-
ment réaliste : elle ne reste pas tout a fait ponctuelle. On a la modélise en fait souvent comme une application
d’une force d’intensité tendant vers l'infini, appliquée sur un intervalle de longueur tendant vers zéro. On in-
troduit un paramétre € > 0 tendant vers zéro et on cherche une force résultant de la densité d’effort tranchant
pe telle que p. qui doit vérifier

Vo e [0,L/2—¢/2]U[L/2+¢€/2,L], pe(z)=0, (6.55a)
Ve e [L/2—¢/2,L/2+ /2], 8lig(ljpg(ac) = +o0. (6.55b)

Souvent, on adopte la définition suivante de p.

Ve e [0,L/2—¢/2]U[L/2+4¢€,L], p(z)=0, (6.56a)
F
Ve e[L/2—¢€/2,L/2+¢€/2], pe(z)=—. (6.56b)
€
Il existe aussi d’autres possibilités, notamment avec une avec une force linéaire par morceaux.
Remarquons qu’on a un résultat de convergence simple de p. quand ¢ tend vers zéro puisque
0, si 0,
Ve eR, limp.(z) = iz (6.57)
=0 400, siz=0.
L’objet limite n’est pas une fonction, mais cela justifie de fagon formelle I’écriture abusive ([G.19)).
Par définition des distributions, on a, pour € > 0, puisque la densité p. est une fonction de L?
L
¥ ED@), (0= [ po)ols)is (6.59)
0
On peut montrer que
L
Yv € C*(0, L), / pe(s)v(s)ds — Fu(L/2)| < Fe m[guz] [u'(s)]. (6.59)
0 se|0,

En effet, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange appliquée & v sur [L/2 —¢/2,L/2 4+ €/2], on a
[v(s) —v(L/2) = [(s — L/2)v (z5)],
ouxzs € [L/2—¢/2,L/2+ €/2]. Ainsi, en particulier,

lv(s) —v(L/2)| < EFL)]( [v'|Is — L/2| < 6{})11)]( [/

13. Fantasme de nombreux mathématiciens, en quéte permanente de généralisation !



6.4. LIMITE D’UNE SUITE DE DISTRIBUTIONS 99

Ainsi, on obtient

L/2te/2 p Fu(L/2)
—uv(s) — ————=ds|,
L/2—e/2 € €
F rL/2+e/2
= [vu(s) — v(L/2)| ds,
€ JL/2—¢€/2

’/OL pe(s)u(s)ds — FU(L/Q)‘ _

< E max |UI| 62,

e [0,L]
= F max |v'{ €.
[0,L]
¢
Autrement, dit on a en particulier,
VoeD(Q), lim (p-,6) = Fu(L/2) = (Fép/2,6). (6.60)

Cette observation constitue la définition de la limite que ’on formalise ainsi :

DEFINITION 6.30 (Convergence au sens des distributions). Soient (7)) une suite de distributions sur
l'intervalle ouvert 2 et T' une distribution sur I'intervalle ouvert Q. On dit que la suite (73,) de distributions
converge vers T sur D’ (£2) si et seulement si pour toute fonction test ¢ € D (Q2), la suite numérique ((T),, ¢))
converge vers (T, ¢).

REMARQUE 6.31. Une suite de distribution étant une suite d’application de D (Q) dans R, la convergence
de (T,,) vers T ne fait que la traduire la convergence simple de T, vers T, puisque celle-ci est équivalente a,
pour tout ¢, (Ty,, ) = Ty, () tend vers (T, ¢) = T().

Cette condition de la définition est donc beaucoup moins exigeante que tous les résultats de conver-
gence de l'annexe [P] oi il faut des conditions spécifiques pour qu’une suite de fonctions converge vers une
fonction.

Par définition et selon (G.60), on a donc

lim p. = Fér,/5 dans D' (Q) ou Q =]0, L[. (6.61)
e—0

On retrouve une justification formelle de (1) : si on écrit abusivement (661 point par point, on retrouve
bien ([6I9) (selon ([G.57)). Mais cette limite ne peut avoir lieu dans L?(Q)!

D’autres limites de fonctions peuvent fournir le Dirac : voir |[Pet98, p. 49] ou l'exercice de TD oul6.131

On a le lemme suivant :

LEMME 6.32. Si une suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f alors la convergence a aussi
lieu dans D' (Q).

DEMONSTRATION. 11 suffit d’écrire

@) — (F.6)] = ] [ ) = $20(0)| o < K sup (o) — )]

zEQ
ot la constante K vaut [, |¢|. Ainsi, [{fn,d) — (f,#)| qui tend vers zéro. O

On a le lemme suivant :

LEMME 6.33. Si une suite de fonctions (f,) converge vers f dans L?(Q), alors la convergence a aussi lieu
dans D' (Q)

DEMONSTRATION. Il suffit d’écrire, d’apreés 'inégaité de Cauchy-Schwarz,

(fr @) — (£,0)] = /Q(fn(fv) — F@)6(@)| da < 1 = fall 2y 16 12

qui tend vers zéro. O
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Cette notion de limite est grandement simplifiée par le fait qu'il est inutile de vérifier en fait que ’objet
limite est une distribution :

THEOREME 6.34. Soit (T},) une suite de distributions sur lintervalle ouvert Q). On suppose que pour toute
fonction test ¢ € D (), la suite numérique ((Th,, #)) converge. Soit 1y sa limite. Alors Uapplication T qui a ¢
associe ly est une distribution (et c’est donc la limite de la suite des distributions (Ty)).

DEMONSTRATION. Admise (voir [Bal91l, p. 24]). O

EXEMPLE 6.35. Une autre question qui se pose est de calculer la distributions des efforts et la fleche de
la structure étudiée en section G114 la quelle on applique la densité d’effort tranchant donnée par (6.56) et de
montrer & la main que tout tend vers la distribution des efforts et la fleche étudiée en section a la quelle on
applique un dirac en L/2. C’est I’'objet de I'exercice [.18 de TD.

On renvoie a [Baslld, Annexe F|, ou l'introduction d’une telle force est abordée (valable sur une situation
physique un peu différente, mais ou lesprit est le méme) ot l'on cherche & la main & comprendre ce qui se
passe pour € — 0.

1

ive(2). En revanche, pour toute

EXEMPLE 6.36 (Valeur principale de 1/z). On pose = R. La fonction 1/x n’est pas dans L
fonction test ¢ € D (Q2), la limite suivante existe

lin}) de, (6.62)
o Vlelze T
ou 'on a posé
o) [7F o(x) T (x)
/\x\Ze . dz—/_OO . dz+/€ x dz. (6.63)

En effet, pour A assez grand et pour € > 0 fixé, on a

_ /A é(z) — ¢(—2) dz,

= /OA Ve (z)dz,

ou la fonction e est définie sur [0, A] par

P(x) siz € g, A,

vz € [0, A], ws(x){o six € [0,¢]

On introduit la fonction v, définie par

x

(x)—o(==z) i
SR >0,
Vo € [07 A]7 w(z) = o
2¢'(0) siz=0.

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange en zéro, on a, pour tout = > 0
2
’ =
B(@) = 9(0) + 26 (0) + 6" (1),

22
H-2) = 9(0) — 20/ (0) + S (s0),
ou rz €]0,z[ et sg €] — z,0[ et donc
() = 26/(0) + T (¢ (re) + ¢ (52))

cette derniére quantité tendant vers zéro quand x tend vers 0. On peut aussi établir cela avec la régle de I’Hospital. Ainsi, la
fonction ¢ est continue sur [0, A]. Donc, la fonction 1. est bornée indépendamment de ¢ et tend simplement vers la fonction ¢
sur [0, A], qui est continue. Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue [Q.3 page 294] on a, a A fixé,

timy | * (@) = / "y,

e—0
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et donc pour toute fonction test ¢ € D (Q), la limite (6.62) existe. Ainsi, la limite lim, fm>6 @dz existe pour toute fonction ¢.

D’aprés la proposition [6:34] on sait que 'on a affaire & une distribution (et qui est donc par définition la limite de (f:) ou f- est
la distribution fonction dans D’ (2)) définie par

1 i >
Vz €R, fe(x){o/:v si x| > e,

si |z| <e.

V¢ € D (R), <Vp (i) ,¢> = 113})/‘1‘25 @dm, (6.64)

1>
e>0

/ MclJ::/ Mcla:
lw|ze * ]—oo,—€]Ule,+oo[ T

(R), alors vp(1/x) n’est pas une distribution-fonction.

On a par définition

oll on note abusivement

1

Ainsi, puisque 1/z n’est pas dans Li,.

DEMONSTRATION.
En effet, supposons qu’il existe g € LL (R) telle que

loc

V¢ €D (R), /]Rm = lim ) 4. (6.65)

e—0 €T
e>0 || 2e

Soit 7 > 0. On Considére ¢ € D ([n, +oo[) et on la prolonge par zero sur R de telle sorte qu’il existe 5 € D (R) telle que
Va € [n, +00[, 6(z) = ¢(),

Va & [n, +00[, ¢(z) = 0.

et d’aprés ([6.65]) appliqué a $, on a donc

+oo bz
/ g¢ = lim Mdz.
n 2z T
Dans la limite de droite, on remarque que l'intégrande est nulle sur | — 0o, 7] et si ¢ < n, on a donc

/n+<><>g¢:/n+0<> @dz.

1
- = g(x), p.p. sur [n, +ool.

Cela est vrai pour tout ¢, donc

Comme cela est vrai pour tout n > 0, il vient donc

i =g(z), p.p. sur RY. (6.66)
On montrerait de méme que

1 =g(z), p.p-sur R*. (6.67)
On a donc, d’aprés ([6.66) et (G.67) : ’

% = g(z), p.p. sur R, (6.68)

1
loc

ce qui implique que 1/x =g € L;_ _(R), ce qui n’est pas possible.

¢

6.5. Dérivation des distributions

Pour plus de détails, lire [Bal91, chapitre 4], [GW03, legon 28] et [Pet98&, chap. II].
En généralisant ce qu’on a observé en section [6.3.1.1] on donne

DEFINITION 6.37 (Dérivée d’une distribution). Soit 7" une distribution sur 'intervalle ouvert 2. On définit
la dérivée T” de T par

et, de fagon plus générale,
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DEFINITION 6.38 (Dérivée (d’ordre quelconque) d’une distribution). Soit T" une distribution sur l'intervalle
ouvert Q. Pour tout k € N, on définit la dérivée k-ieme T*) de T par

voeD (@), (TM,6) = (-1)"(T,6®). (6.70)
On vérifie aisément que la condition (6.43)) a lieu.

EXEMPLE 6.39 (Dérivée de la fonction de Heaviside H). La fonction de Heaviside H est définie par (G.IT).

On retrouve (6.39) :
H' =6, dans D' (Q). (6.71)

En effet, on refait le calcul (6.36). Par définition, on a, pour tout ¢ € D (2), et puisque H est dans L?(12),

A A
(H',¢) = —(H,¢') = — [A H(x)¢/(z)dx = /0 ¢ (z)dr = —¢(A) + $(0) = ¢(0) = (3, ¢).

On a de méme
H'(.—a)=4,, dans D' (Q). (6.72)

Notons bien que H est dans L?(f2) et que sa dérivée, au sens des distributions mais pas des fonctions, est
égale & §, qui n’est plus une fonction!
On peut généraliser cela avec la formule des sauts :

PROPOSITION 6.40 (Formules des sauts).  Soit N un entier supérieur ou égal & 2. Soit un intervalle

FIGURE 6.7. Une fonction discontinue aux points a;.

ouvert Q de R, (a;)y<;<n un ensemble fini ordonné dans l'ordre strictement croissant de points de S, ot ag et
an sont les eztrémitgs_(ﬁnies ou non) de Q. Soit f une fonction contindment dérz’vable sur chaque intervalle
lai, aiy1] pouri € {0,..., N — 1} ayant en chaque a; pour i € {1,..., N —1} (voir figurel6.74), une limite & droite
et une limite & gauche, notée respectivement f(a; +0) et f(a; —0). On suppose de plus que

f1 € L (). (6.73)
On note le saut de f en a;, pour i € {1,...,N — 1}, la quantité
Gar = fa; +0) - f(a; — 0). (6.74)
On note f', la fonction définie par la dérivée usuelle de f (sur chaque intervalle |a;, a;y1[). Alors,
f € Li(9). (6.75)

14. C’est-a-dire de classe C1.
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et
N—1

dans D' (Q), Tf = '+ Y _ 04,00, (6.76)

i=1
REMARQUE 6.41. On laisse au lecteur le soin de vérifier que la condition (73] est équivalente &
Vie{0,...,N—1}, f €Ll (ai,ai1]). (6.77)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [6.401 On se donne ¢ € D () ou = I. La continuité¢ de f sur
chaque intervalle ]a;, a;+1[ et Uexistence des limite finie & droite et & gauche de f en chaque a; impliquent que
f peut étre prolongée par continuité sur [a;, a;+1], ce qui implique ([G.75) et donc

<TJ/‘7¢> = 7<Tfa¢/>a
- <fa ¢/> ’

et donc,
Tf, / fz (6.78)

Nous allons ensuite, pour revenir a ¢, essayer de faire des intégrations par partie "la ou c’est possible", c’est-
a-dire sur des intervalles ne contenant pas les endroits a; pour 1 < i < N — 1, ou est f discontinue.

(1) Donnouns tout d’abord le lemme suivant, trés proche de Uintégration par partie habituelle :

LEMME 6.42 (Intégration par partie générale). Soient « et 8 deux réels tels que o < B, f conti-
nuement dérivable sur |a, B[ possédant une limite & droite en a, notée f(a+0) et une limite & gauche
en B, notée f(S+0); on suppose de plus

f € Lloc(] ’ﬁ[) (679)
Soit ¢, continuement dérivable sur [a, §]. Alors,
f € Lig(lev, ), (6.80)
et
B
[ 1@t / F(@)é/ (2)dz + (5~ 0)6(8) — (a +0)6(a). (6.:81)
DEMONSTRATION. Considérons X et Y tels que
a<X <Y <§B. (6.82)
Par hypothése, f et ¢ sont continuement dérivables sur [X,Y] et la formule d’intégration classique
donne
Y
IR / 7(@)oa)de + [16]%.
b'e
et donc

Y
/ f@)d (@ / F(@)d(@)de + FSY) — F(X)D(X). (6.83)
X

Puisque f est continue sur |o, ] et admet des limites a droite et & gauche en « et 3, elle se prolonge
en une fonction continue sur [«, 3], ce dont on déduit ([G.80). Ainsi f¢' est intégrable sur [, 3] et le
théoréme de convergence dominée (voir théoréme [Q.3]) implique que :

Y B
. | f@d@s = [ f@ @) (6.84)

Y—=B,Y>
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D’apres ([6.79), on a de méme

Y B
lim / F(@)p(z)dz = / F(2)6()da. (6.85)
X—a,X>a, [y o
Y—B,Y>a
Par définition de f(« +0) et et f(8+ 0) et puisque ¢ est continue en « et 5, on a
o FX)e(X) = fla+0)(a), (6.86a)
,lim_F(X)6(X) = /(5 - 0)0(9). (6.86b)
Il suffit donc de passer a la limite X — o avec X > aet Y — [ avec Y < 3 et d'utiliser (G.83)) (6.84),
([6.35) et (E.36). O

Démontrons tout d’abord la formule (G.76) pour N = 2. On peut supposer, quitte & augmenter le
support de ¢ qu’il est égal & [A, B] ot ag < A < a3 et a; < B < as. On écrit grace a ([G.18)

(T}, 6) / o (6.87)

(T, 6) / F@)¢ (2)dz — / B F@)¢ (2)dz. (6.88)

Si on utilise enfin le lemme [6.42] (ce qui est loisible, grace a [G.13) avec « = A et § =ay, on a:

et donc

/alf(fc)qb / £ (@)é(@)dz + f(ar — 0)d(ar) — F(A+0)p(A),
A

et donc, puisque ¢ est nulle en A

[ @ @ae == [ @t + o - 0@, (6.802)
A
On obtient de méme en utilisant le lemme aveca =aj et § =B
B

| 1wo / 1(@)é(@)de — f(ar +0)6(ar). (6.89D)

Alnsi, grace a ([6.88) et (G.89)
(17.0) = [ ot + / f(@)o(@)de — Flar — 0)é(ar) + Flar +0)d(ay),
z)dz + (f(a1 +0) — f(ar — 0))¢(ar),

x)dx + o4, P(ar),

/f
/f
/ F(@)¢(x)dz + oa, (Ja,, )
/ao /'

d.CC + Ual <5a1 ’ ¢>7

¢> + Ual <5a1 9 ¢>
- <f + Ua15a1;¢>,

ce qui est exactement (6.76) dans le cas o N = 2.
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Démontrons-maintenant ([6.76) dans le cas général. Soit donc N un entier supérieur ou égal a 3. Soit ¢ € {1,...,N — 2}.
On peut supposer, quitte & augmenter le support de ¢ qu’il est égal & [A,B] ot ap < A < a1 et any—1 < B < an.
Appliquons le lemme[6.42] avec a = a; et 8 = a;+1, ce qui donne
aj41 Aq41
/ f(@)¢' (x)da = */ f(@)¢(z)dz + f(aivr — 0)d(ait1) — flai +0)¢(ai),
a; a;
et donc
) ajy1 , a1
vie{l,..,N -2} / f(@)¢' (z)de = —/ Fi(@)p(x)de + f(aiy1 — 0)d(ait1) — fai + 0)d(as). (6.90)
a; a;

Si on somme toute ces égalités pour 7 décrivant {1,..., N — 2}, on obtient

/ jN”ﬂxw o= 3 / ji“f(mw'(m)dx,

/ @)

i=1
N-—-2

Z (_ /aai+1 f(x)p(x)dx + flai+1 — 0)d(ai+1) — flai + 0)¢(ai)) 7

7

Il
Z .
[
N -

( / T )¢>(z)d:v) + i: (f(air1)d(aiyr — 0) — fai + 0)d(as)) ,
£ . i=1
N-2

an_ N-2
=7/ P @e@de + Y flairn —0)d(aisy) — Y Flai +0)é(ar),
aq =1

i=1

on manipule les somme pour faire apparaitre les sauts de f; on commence par isoler les deux termes initial et final des
deux sommes :

N-3 N—-2

— = [T F@ede + Y Flasrs —0d(ain) - 3 fla +06(as) + flay-1 ~ 0dlan—1) - flar +0)o(a

i=1 =2
on pose i’ =i+ 1 dans la premiére somme que 1’on réécrit ensuite 4 :

an_1 N-—-2 N-—-2
—— [T @) + > fles = 0)0(a) = 3 s +0)9(es) + Flan-1 = Oa-1) = fler + 0ar),
aj P =2
N-—-2

=~ /aN f(@)p(z)dz + Z (f(ai = 0) = f(ai +0)) ¢(ai) + flan—1 — 0)p(an—1) — f(a1 + 0)¢(a1),

et donc
[T e @ar=— [ r@oas - Zoa (a)) + Flan—1 —Oplan—1) — flar + 0)g(ar).  (6.91)
Enfin, exactement comme dans le cas (2]), on obtient
[ t@0 @z == [ F @@ + - 0)(an), (6.922)
B B
[ r@é@ar == [ F@eds - fex-1 +0élan—1). (6.92b)
Bref, si on somme (691)) et (692), on obtient
N 2
x)dzx = / Iz > oa;0(ai)+flan—1-0)¢(an—1)—flan—1+0)p(an—1)—f(a1+0)¢(a1)+f (a1 —0)p(ar),
=2
soit encore
N-1
/ f(@)¢' (z)dz = / f'(z)p(x)ds — Z oa; (a;). (6.93)

On finit donc exactement comme dans le cas (@) : Ainsi, grace a (m et (E93)

B N-1
(1.6) = [ 7' @ota)do + > oubla)

N-1
= <f/+ Z Uai7¢>7
=1

ce qui est exactement ([G.76). <

1),
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O

REMARQUE 6.43. Contrairement a ce que l'on a adopté dans la remarque [6.21] il est fondamental ici de
noter différemment T, la distribution fonction associée & la fonction f : ainsi Tj'c est la dérivée de la distribution
fonction Ty et f’ est fonction égale a la dérivée usuelle de f. Si on notait, ici, f' pour T)'c, on aurait ’égalité

absurde
N-1

f/:f/+ Z O—aiéai-
=1

Voir aussi m, p. 40]. Pour éviter cette ambiguité, d’autres auteurs comme dans m; m}, écrivent
([676) sous la forme

N-1
dans D' (Q), (T) =Ty + Y 0a,0a,. (6.94)

i=1
REMARQUE 6.44. Certains auteur comme dans ] font I’hypotheése (673) ou ce qui revient au méme ([G.79), d’autres
comme dans im] ne la font pas. On peut remarquer, en reprenant la preuve du lemme que si X et Y sont définis par

©82), on a .
/X F@)de = F(Y) — (X)),

ce qui implique en passant & la limite que

Y Y
lim / f/(x)dz existe et que < lim f(z)dz = f(B—0) — f(a+0).
X

Cela n’implique pas au sens de 'intégration de Lebesgue (voir annexe que la fonction f’ est intégrable sur [a, B8] (sauf dans le
cas par exemple ou f’ est de signe constant aux bords du segment |a, 8.) Pour cela, il faudrait en effet qu’il existe une constante
C telle que pour tout X et Y, on ait

Y
[ 1r@lae<c.
X
11 est donc important de faire '’hypothése (673) ou (679).
&
EXEMPLE 6.45. si f(z) = |z|, T} = signe dans D’ (Q2).
En particulier, si les sauts sont nuls, on a clairement deux conséquences immédiates de la proposition [6.40]:

LEMME 6.46. St f est contindment dérivable sur €, alors f est dérivable au sens des distributions et sa
dérivée vaut sa dérivée usuelle.

LEMME 6.47. Si f est continue sur un intervalle ouvert 2 et contindment dérivable sauf en un nombre
fini de points sur ), alors f est dérivable au sens des distributions et sa dérivée y vaut sa dérivée usuelle.

On peut donc écrire aussi que f’ est égale presque partout (sauf aux points ou elle n’est pas dérivable) a

sa dérivée usuelle.
On peut sensiblement affaiblir la proposition [6.40] en la remplagant par

ProrosiTION 6.48 (Formules des sauts (plus faible)). Soit un intervalle ouvert Q de R, (a;)g<,<n un ensemble fini ordonné
dans lordre croissant de points de 2, ot ag et any sont les extrémités (finies ou non) de Q. Soit f uﬁe?onction dont la restriction a
(@i, a;r1] pouri € {1,..., N—2} est dans H*(Ja;, ai+1[) (voir anneze[R)). De plus, pour tout y dans Jag,a1] (resp. dans lan—1,an]),
la restriction de f a [y, ao] (resp. & [an—_1,y])est dans H (Jy, ao[) (resp. dans H'(Jan_1,y[)). On suppose aussi, qu’en en chaque
a; pour i € {1,...,N—1}, elle posséde une limite a droite et une limite & gauche. On note le saut de f en a;, pouri € {1,...,N—1},
la quantité définie par @ZA). On note f’, la fonction définie par la dérivée usuelle de f (sur chaque intervalle la;,a;+1[) On

suppose que [B13). On a alors (675) et (6.76).

DemonsTrATION. Il suffit de remarquer que la preuve de la proposition [6.40]l est fondée sur I’intégration par partie, elle méme

fondée sur le fait que si g est dérivable
b

a(b) — gla) = / o/ (s)ds, (6.95)

a

cette formule étant appliquée & g = f¢ puisque ¢’ = f¢’ + f'é. Si f est dans H!, f’ est dans L? (voir annexe[Rl), on a g = f¢
dans H' avec ¢’ = f¢' + f'¢. La formule G35) est vraie grace a (R.2H). O
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¢

REMARQUE 6.49. On pourra aussi trouver une formule de sauts avec un nombre infinis de sauts dans ’exercice de TD [6.12]

Son énoncé est le suivant

ProrosiTion 6.50 (Formules des sauts (nombre infinis)).
(1) Soit (a;);cy une suite strictement croissante telle que

lim a; = 4o0. (6.96)

71— 400
On supposera que ap > —oo. On pose alors Q =|ag, +00|[. Soit f une fonction continiment dérivable sur chaque intervalle
lai,ai+1] pour i € N ayant en chaque a; pour i € N*, une limite & droite et une limite a gauche. On note le saut de f
en a;, pour i € N*, la quantité définie par [E14). On suppose de plus l’équation [BX3) a lieu. On note f’, la fonction
définie par la dérivée usuelle de f (sur chagque intervalle |a;,a;+1[). Alors, on a Uéquation (675) et
—+oo
dans D' (Q), T} = f' + > 0a;0a,. (6.97)

=1

Si la suite (a;);cq est strictement croissante et vérifie (696) et les hypotheses précédentes

lim a; = —o0, (6.98)
12— — 00
l’équation [B3T) est remplacée par
—+ o0
dans D' (Q), Tj = f'+ > 04,00, (6.99)
i=—00

(2) (a) Plus généralement, on fait les mémes hypothéses que dans le cas[dl sauf que la suite ap est strictement monotone et
on considere | € {—o0,00} UR tel que

lim a; =1. (6.100)
1— 400
On pose
Q- lao, K[, ou K est un réel quelconque tel que | < K < +oo si la suite a; est croissante ; (6.101)
|K,a0], ou K est un réel quelconque tel que +oo < K <l si la suite a; est décroissante. .
Sil est fini, on suppose de plus que
—+oo
> o] < +oo (6.102a)
i=1
f posséde une limite a gauche et a droite en | avec un saut noté oy ; (6.102b

st la suite a; est décroissante, f est contindiment dérivable sur |K,l[; (6.102¢
st la suite a; est croissante, f est contindment dérivable sur |, K|. (6.102d

)
)
)
(6.102¢)

On a les mémes conclusions que dans le cas[l sauf dans le cas ou l est fini, auquel cas ([697) est remplacé par

—+oo
dans D' (Q), T} = f' + Y 0a;0a, + 016 (6.103)
i=1
(b) Sila suite (a;);cy est strictement monotone, on fait les mémes hypothéses que dans le cas 2al). Dans ce cas, [EI03)

est remplacée par
—+ o0

dans D' (Q), T} = f'+ > 0a;0a;, + 0404 +0y- 05—, (6.104)
1=—00
ou I+ désigne la limite de a; quand i tend +oo, quand elle est supposée finie, en supposant dans ce cas que
+oo
> ol < +oo. (6.105)
i=1

REMARQUE 6.51. Comme dans la remarqud6.40} on peut remplacer la condition ([G73]) par
viel, f €L (ai,ait1]), (6.106)
avec I = N ou I = Z en rajoutant cette fois-ci la condition (si la limite est finie)

Z/éi“ If (@)|dz < +oo. (6.107)

iel
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¢

¢
Donnons une conséquence immédiates de la proposition [6.48] :

LEMME 6.52. Soit f une fonction définie sur R, nulle sur R _ et dont la restriction a R 1 est dans L}OC(RJF)
et posséde une dérivée appartenant dans L}, (R ). Notons f’ la dérivée usuelle de f sur chacun des intervalles

Ry et R_ (f' est donc nulle sur R_). On suppose que f admet une limite & droite en zéro f(0+0). On a
dans D' (R) :

T: = f' + f(0+0)0. (6.108)
DEMONSTRATION. Il suffit de raisonner d’appliquer le résultat de la proposition [6.48, en remarquant que
f, continue sur R ;, admet une limite & droite en zéro, notée f(0+ 0). O

REMARQUE 6.53. On peut donc dériver presque partout (ou dans D’ (2)) une fonction non dérivable
partout (voir définition [Q.2 page 294)). Cela servira pour la définition des espaces de Sobolev (voir annexe [R)
de la facon suivante : Supposons que f appartient & H' de dérivée, au sens des distributions, notée g. Si g
appartient & L? ont dit que f appartient & H' et on a

f' = g, dans D' (),
et donc

f' =g, p.p. sur Q,
ce qui généralise les résultats précédents.

PROPOSITION 6.54. Si Q est un intervalle ouvert de R et T une distribution de D' (Q) dont la dérivée est
nulle, alors T est une fonction constante.

DEMONSTRATION. Voir [GWO03, p. 227] ou corollaire [U.12 page 307] a

Enfin, on a le lemme suivant, finalement immédiat a montrer

LEMME 6.55. Soient (T},) une suite de distributions sur lintervalle ouvert Q0 et T une distribution sur
Uintervalle ouvert Q telle que la suite (T},) converge vers T dans D' (Q). Alors, pour tout entier k, (T,Sk))
converge vers T™®) dans D' (Q)

DEMONSTRATION. Par définition, pour tout k, <T7§k), ¢> = (-)¥(T,, ¢(k)> qui tend vers (—1)*(T, ) =
(T™®), ¢). O

EXEMPLE 6.56 (Dérivée k-iéme du dirac). On a vu dans 'exemple 639 que le dirac est la dérivée de la
fonction de Heaviside. On peut continuer de dériver : pour tout k € N, on vérifie que

Vo eD (), (3,0) = (-1)'¢®(a).
En effet,
(609, 0) = (1) (8,6 = (~1)"6)(a).
Comme dans la proposition [6.26], on peut montrer que les dérivées successives du dirac d, n’appartiennent pas

a L ().

loc

6.6. Retour sur les paradoxes de la RDM et leur levée par les distributions

Dans le tableau ce qui est écrit dans la colonne de gauche sera donc banni de ce cours, en
privilégiant donc ’écriture de la colonne de droite! Néanmoins, il vous faudra faire ’effort, comme pour une
langue étrangére, de savoir utiliser les écritures de cette colonne en mécanique!

Notons aussi que si la " fonction "¢ vue & la physicienne peut avoir un sens, il n’en est plus rien de sa
dérivée ¢!
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6.7. Produit de distributions (produit par une fonction indéfiniment dérivable)
Pour plus de détails, lire [Bal91|, section IV-1].
On ne peut malheureusement multiplier deux distributions quelconques. Néanmoins, on a

DEFINITION 6.57 (Multiplication d’une distribution par une fonction indéfiniment dérivable). Soient g une
fonction indéfiniment dérivable sur Q et T' € D’ (2). On définit la distribution g7 par la formule

VoeD(Q), (9T,¢) =(T,g¢). (6.109)

On admet que cela définit bien une distribution. Remarquons que si g est une fonction de D (Q2) alors g¢

appartient & D (Q) et (EI09) a bien un sens.

EXEMPLE 6.58. La définition du produit d’une distribution fonction par une fonction indéfiniment dérivable
généralise évidemment le produit usuel des fonctions. En remarquant que si f appartient a L .(£2), il en est
de méme de gf et on a

9Ty = Tyy.

Notons une conséquence importante de cette définition

LEMME 6.59. Si a appartient ¢ 2 et si g est une fonction indéfiniment dérivable sur Q, on a

900 = g(a)dq. (6.110)
En particulier, si g(a) =0, on a
96, = 0. (6.111)
DEMONSTRATION. Par définition, on a, pour toute fonction test ¢ de D (£2),
(90a,9) = (0a, 99) = [9¢],—, = 9(a)d(a) = g(a) ({64, ) = (9(a)da, ®). (6.112)
Si g(a) = 0, équation ([EITT]) est donc une conséquence immeédiate de (EIT0). O
EXEMPLE 6.60. Si a appartient & €2, on a
(x —a)b, =0, (z—a)d,=—0, (6.113)
DEMONSTRATION. Voir exercice [6.4] de TD. O

Donnons aussi un résultat qui généralise la dérivée d’un produit de fonctions :

PROPOSITION 6.61 (Dérivation d’un produit de distributions). Soient g une fonction indéfiniment dérivable
sur ) et T € D' (). On a dans D' (2)
(¢T) = g'T + gT". (6.114)

DEMONSTRATION. II suffit d’écrire, une fois de plus, les différentes définitions que 'on a vues : avec les
bonnes hypothéses, on a

((gT), 0) = —(gT. '),
=—(T,9¢4'),
=(T,~g¢'),

et puisque —g¢’ = g'd — (g¢)’, il vient

=(T,g'¢— (99)"),
=(T.g'¢) — (T, (99)"),
=(g'T,¢) +(T",99),
=(g'T,¢) + (91", 9),
=(g'T +gT", )
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On pourra de nouveau lire la preuve alternative de la proposition [6.26] page

6.8. Série de distributions

En utilisant la définition de la convergence d’une suite de distribution et le théoréme (6.34),

on donne la définition suivante

DEFINITION 6.62 (Série de distributions). Soit une suite (73,),, de distribution. On suppose que pour tout
¢ € D(Q), la série numérique de terme général (T),, ¢) converge, c’est-a-dire
N
g € R, lim (T, @) = lg.

N—
oo n=0

Alors 'application T' qui a ¢ associe [, est une distribution (et ¢’est donc la somme ZZOZO T,, vue comme limite
au sens des distributions).

On définit naturellement de la méme fagon la somme 7 T,.

n=—oo

On a donc, par définition,

Vo € D(Q), <Z Tn,¢> = (Tn,¢). (6.115)
n=0 n=0

LEMME 6.63. Soient (T},) une suite de distributions sur lintervalle ouvert ). Si la série de distribution

oo o T converge, alors on a la série de distribution Y~ T converge et

(i Tn> = i T (6.116)
n=0 n=0

DEMONSTRATION. II suffit d’écrire, une fois de plus, les différentes définitions que 1’on a vues : on a

(2 )

cette série numérique convergeant, puisqu’elle est égale a (37 (T, ¢’) qui converge. O
C’est donc trés facile de dériver terme & terme!
EXEMPLE 6.64. La série - €™ converge vers 27d dans D'(] — 1, 1[), soit
oo
Z e =276, dans D'(] — 1,1][). (6.117)

n=—oo

On peut montrer, par intégration par partie, que si ¢ est & support compact inclus dans [— A, A], il existe C' telle que

/1 e §(z)p(x)da| < M7
-1

2

n



6.8. SERIE DE DISTRIBUTIONS 111

dont on déduit que la série de terme général f_ll e ¢(x)¢(x)dx (pour n € Z) est convergente dans R. De plus, on peut montrer
que

einz — Sin((N + 1/2)$)
n_X—:N sin(z/2) ’
. L sin((N +1/2)z) -~

Ainsi, dans R, on a

1 N
NEToo /71 n;N e ¢(x)dx = 2m¢(0).

Ainsi, dans D'(] — 1,1]), on a

li i = 2.

wlimy 2 e =2
n=—N

Voir pour plus de détails |[Bal91, section IV-1]. {

EXEMPLE 6.65. On a

Z —— —i(2nH — z —7), dans D'(] — 1,1]). (6.118)
nez*
11 suffit d’appliquer le lemme .63 et 'exemple [6.64] : on écrit dans D'(] — 1, 1])

nx ! inaz\ /
Z% =y (%) =i e =i et i =2in6 —i= (2inH — i)’

nez* nez* nez* neZ

En utilisant la proposition [6.54] on conclut qu’il existe une constante C' telle que

Z —— —i(2rH —z) + C. (6.119)
nez*
Donnons maintenant la preuve de
C = —ir. (6.120)
(1) Notons tout d’abord que, dans D’ (] — 1, 1), on a

1T ina
> =2t

inx

newL* n=1 n=-—1
dans la seconde somme, on pose n’ = —n
) too .
nT e wmnx
,E : E —
n= n=1
—+ o0
1

i

- (einz _ efinz) ,
n

n=1

Py Z sm(na:

et (EI19) donne donc

= sin(nx) z C
M =aH - 4~ dans D' (] - 1,1]). (6.121)
= n 2 2

(2) On a aussi, par définition,

= sin(nx)
Vo € D(]—1,1]), <Z >

n=1

)

n=1

et donc, puisque sin(nz) est une distribution-fonction

+oo . —+oo
Vo € D(—1,1]), <Z M > Z %/ sin(nz)¢(z)dz. (6.122)

n=1 "
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Par ailleurs, on a aussi, par définition ,
C C
voeD(-110, (nti- 2+ o) = [ (nir- 2+ L) oy
2 21 R 2 21

(3) Choisissons une fonction ¢ paire dans (6122) :

+oo . —+oo
M = l sin(nx)p(x)dr =
<Z ,¢>n§n/m (na)p(w)do = 0,

n=1 "

puisque chacune des intégrales [, sin(nz)$(z)dz est nulle, par imparité de sin(nz)$(z). On a donc

+oo 1 ) B
nz::l - /Rsm(nz)¢>(z)d:v =0.

Si on choisit la méme fonction paire dans (6123]), on obtient

z C z C
<7TH* 5+§,¢> :/JR (7rH7 §+Z) ¢(x)dz,

n /R H(x)¢(x)dzf% /R wé(z)dz + % /R (x)dz,

W/OM b(x)dz — %/Rx¢>(z)d:v+%/n§¢>(z)dx,

ce qui fait par parité et imparité :

—+oo —+oo
—n [ plardo + ¢ [ s,
0 1 0

z C C +oo
<7TH*§+%7¢>: (7T+ 7)/0 o(z)dx.

(4) Enfin, de (6121), (6122), (6123), (6124) et (6125), on conclut

(7T+ %) /()+oo ¢(z)dx = 0.

et donc
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(6.123)

(6.124)

(6.125)

(6.126)

On peut montrer que ¢ peut étre choisie telle que f0+°° ¢(z)dz # 0 et donc on a d’aprés (6.126]), on a m + % = 0 et donc

C = —im.
%
REMARQUE 6.66. De (6121]), on déduit aussi
= sin(nx) x  —iw
———~=7H— =+ —— dans D' (] — 1,1]),
= 2 24
et donc

+oco .

ZM:WH—HTﬂdansD’(]—Ll[).
n

n=1

6.9. Intégration de distributions

Voir annexe [Tl

15. En prenant par exemple ¢ € D (] — 1, 1[), puis sa partie paire ¢(z) = (¢¥(z) + ¥ (—=x))/2.

(6.127)

(6.128)
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6.10. Remarque générale sur le passage fonctions — distributions

Les distributions forment un ensemble plus vaste que celui des fonctions. Les notions usuelles propres aux
fonctions (égalité, produit, convergence, dérivation, série) ont été généralisées aux fonctions. Il faut bien noter
que toutes ces notions passent des fonctions aux distributions; par exemple, si f est dérivable au sens des
fonctions, elle I'est au sens des distributions. En revanche, le passage inverse (distributions — fonctions) n’est
pas toujours vrai! Par exemple, s’il y a convergence au sens des distributions, il n’est pas certain que 1’objet
limite ne soit une fonction; méme si la limite est encore une fonction, la convergence n’a pas nécessairement
lieu au sens des fonctions!

6.11. Généralisation des distributions définie sur une partie de R"

On peut aussi définir les distributions définie sur un ouvert €2 de R™, oul est un entier non nul comme c’est
fait dans |Bal91].



Chapitre 7

Produit de convolution pour les distributions

Ce chapitre a été simplifié. Voir la version précédente (abandonnée) dans [Bas2ll, chapitre : "Produit de
convolution pour les distributions"].

Dans tout ce chapitre, toutes les fonctions et distributions sont définies sur {2 = R. Par abus de notation,
on notera [ f & la place de [, f(z)dx = [ f(z)da.

7.1. Rappels sur la convolution de fonctions

Voir votre cours de OMI2, |Bre83, p. 66 a 69|, [Rud92, p. 139 et 140] ou la section [[.T.1}
7.1.1. Définition de la convolution de fonctions

On rappelle la définition suivante :

DEFINITION 7.1. Soient f et g deux fonctions de L!(R). On pose

“+o0
VreR, h(z)= / flz —y)g(y)dy, (7.1)

— 00
qui est définie presque partout sur R. La fonction h appartient & L!(R). Elle est appelée le produit de convo-

1uti0nE de f et de g et est notée f x g. On a aussi (voir définition [R.1 page 295))

1Rl < A1fll s llgllps - (7.2)
Remarquons que ce produit est commutatif : c’est-a-dire
frg=yg=[. (7.3)

En effet, dans (), posons (& = fixé) u =2 —y. On a donc y = x — u et dy = —du et

+oo —00
(f * g)(z) = / f(@ — y)aly)dy = — / fwg(z - u)du,

— 00 oo

+oo +oo
_ / o — u) f(u)du = / 9z —y)f(y)dy = (g% [)(z)

—o0 —o0
On a aussi la linéarité :
[x(g1+92) = fxg1+ f*g (7.4)
Comme dans le chapitre il toutes les intégrales sur R sont notées f f-

7.1.2. Propriété de la convolution de fonctions
Notons aussi

PROPOSITION 7.2. Soient f et g deux fonctions de L*(R) presque partout dérivables et telles que f' et g
soient dans L*(R). Alors f x g est dérivable presque partout sur R et

(f*g) =f*xg=[x*7. (7.5)

1. ou la convolution
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Autrement dit, pour dériver un produit de convolution de fonctions, il suffit de dériver 'une des deux
fonctions !

DEMONSTRATION. Par dérivation sous le signe somme, on a

(F+9/@) = [ (= vlgo)dy = [ e~ y)go)dy = (1 +9)(o)
Par commutativité, on a aussi (f xg) = (g* f) =g *f = fxg'. O

REMARQUE 7.3. Il suffit en fait qu’une seule des deux fonctions f ou g soient dérivable. Par exemple, si
f Dest, on a en effet

(fxg9) =[*g. (7.6)

7.2. Produit de convolution pour les distributions
On pourra consulter, pour plus de détails, [Bal91, chapitre 5], [Pet98, chapitre IV] ou |[Kib01l, section 5.4].
7.2.1. Définition formelle du produit de convolution pour les distributions

Contrairement au chapitre [6 ot toutes les notions ont été étendue « assez facilement » des fonctions
aux distributions, la notion de produit de convolution pour les distributions est plus difficile & donner et nous

commettrons quelques abus, en ne respectant pas toujours la rigueur des mathématiques!
Soient f et g sont dans L'(R) et ¢ € D (R). Admettons que 'intégrale doubleE suivante existe

1= [[ 1@sw)s(e + sy, (78)

D’aprés le théoéme de Fubini (voir par exemple |Bre83, chapitre IV], on a, d’une part,

1= [ [ 1@t + vy = [ [ [ @ y>¢(x+y)d4 a= [ ow) [ [ 1@t + vz av,

et donc, puisque z et y sont muettes,
I'= / g9(z) { / f(y)¢(:v+y)dy] dz. (7.9)

D’autre part, dans (Z.8]), on fait le changement de variable z = u et y = v — u. On admet qu’il est justifié et que dzdy = dudv. On
a donc

1= [[ swate - wot)duae,

et, d’aprés le théoréme de Fubini, on a donc

I://f(u)g(vfu) )dudv—/{/f(u vfudu} dv—/(f*g dv:/(f*g)(:v)¢(:v)dm

¢ Draprés ([T.8) et (TY), on a donc montré que

/ [/f Pa +y dy] dr = /(f *g)(x)p(x)dz. (7.10)

On sait que fxg € L'(R) C L] .(R) C D’ (R). Or, d’aprés le théoréme on a identifié L] (R) a
une partie de D’ (R) et on a donc

[t a)@otads = (7 +9.0) (711)
Pour z réel, considérons la translatée de ¢ par z, la fonction notée ¢(. 4+ x) et définie par
Vy R, (¢ +2)(y) = oy + ). (7.12)

REMARQUE 7.4. Parfois, on note aussi 7,(¢) = ¢(. + z).

2. Parfois, elle est aussi notée

1= [ $@9we + v)dady. (7.7)
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La fonction ¢(. + x) appartient encore & ¢ € D’ (R). Ainsi, & z fixé, on peut écrire, en considérant

feL'(R) C LL (R) C D' (R)
/ F@)dla + y)dy = / F@)(S(+ 2)()dy

/f oz +y)dy = (f, 6(. +2)). (7.13)

Si f n’est plus une fonction, mais une distribution, la quantité (f, ¢(. + z)) garde encore un sens et définit
Iimmage d’une application de z. Bref, compte tenu de (ZI0), (CI)) et (ZI3), on a

(r49.0) = [ (o [/f x+ydy}d:e—/g(sc)<f,¢(-+x)>dx (7.14)

Cette derniére quantité peut aussi s’interpréter comme laction de la fonction (distribution) g sur la fonction

x> (f, (. + 1))

et donc

(frg,0) =g, {f;0(. +2))). (7.15)

Cette égalité est valable pour tout fonction f, g dans L(R) et pour toute fonction ¢ € D’ (R). Nous la prendrons
comme définition du produit de convolution des deux distributions S et T :

VS, T €D (R), VéeD(R), (S*T,¢)=/(T,(S,¢(+z))). (7.16)

dans la mesure ot les quantités (S, ¢(. + x)) et (T,(S,d(. + x))) sont définies; il suffit donc que I'application
x (S, ¢(. + x)) soit dans D (R).

Dans égalité (IG]), on rappelle que l'on fait d’abord agir la distribution S sur la fonction test : z —
@(. + x), quantité qui dépend de x. On fait agir ensuite la distribution T sur la fonction « — (S, ¢(. + z)), qui
est censée étre dans D (R).

7.2.2. Définition du produit de convolution pour les distributions

11 est clair que 'application D (R) — R qui & ¢ associe (T, (S, ¢(. + x))) est linéaire (par linéarité de S et
de T).

DEFINITION 7.5. Soient S et T deux distributions de D’ (R). Pour z réel, la fonction notée ¢(.+x) et définie
par (TI2) est notée ¢(.+x) et est appelée la translatée de ¢ par 2. On suppose que la fonction x — (S, (. + x))
est dans D (R). On suppose que I'application D (R) — R qui & ¢ associe (T, (S, ¢(. + x))) vérifie la condition
©23). Alors, la distribution H definiell par

Vo e D(R), (H,¢) =(T,(S,¢(.+2))). (7.17)
est appelée le produit de convolutionE de S et de T et est notée S xT.

REMARQUE 7.6. Notons que I’équation (ZI4) permet d’écrire la relation (ZI8) ou (ZIT) sous une forme
abusive suivante : on remplace la fonction g — g(z) par la distribution  "—" T, et la fonction f — f(y) par
la distribution y "—" S, de sorte que par analogie avec 'intégrale double

/ /f o(z + y)dydz,
on notera (LI6) ou (TI7) sous la forme
VS, Tp € D' (R), VYo ED(R), (Sy*Tu ) = (Ts,{Sy oz +y))). (7.18)
3. C’est un abus de notation. Il faudra noter en théorie

(H,¢) =(T,z— (S, ¢(. +2))).

4. ou la convolution
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Bien entendu, on a, par construction,

PROPOSITION 7.7. Si f et g sont dans L'(R), la convolution des fonctions f et g définit une distribution
égale au a la convolution des deuz distributions associées a f et g.

7.2.3. Condition suffisante d’existence du produit de convolution pour les distributions

Les conditions d’existence du produit de convolution de deux distributions est une condition suffisante
d’existence mais n’est pas nécessaire. Elle peut étre affaiblie (voir |[Bal91, chapitre 5], [Pet98, chapitre IV]).

Pour cela, définissons (en généralisant la définition le support d’une distribution : dans cette
définition, 2 est un intervalle ouvert quelconque de R.

DEFINITION 7.8. Soit T' € D’ ().

(1) Pour tout ouvert w inclus dans €, T est dite nulle sur w si et seulement si, pour toute fonction ¢
appartenant & D () dont le support est inclus dans w, on a (T, ¢) = 0.

(2) Le support de T est le complémentaire dans Q de la réunion des ouverts de 2 sur lesquel T' est nulle,
c’est-a-dire sur le plus grand ouvert sur lequel T' est nulle.

On note Supp(T), le support de T

Une définition équivalente est donnée par

DEFINITION 7.9. Soit T € D’ (2). Un point = appartient au support de T si et seulement si pour toute boule ouverte B de
centre x et incluse dans €, il existe une fonction test a support dans B telle que (T, ¢) soit non nul.

¢
Par exemple, le support de la distribution associée a une fonction & support compact est ce support. Le

support de ¢, est {a}.
Pour plus de détails, voir |Bal91, section II.2].
Dans ce cas, on a

PROPOSITION 7.10. Le produit de convolution de distributions S et T de D' (R) est défini si l'une des deuz
conditions suivante est assurée :
— l'une au moins des deux distributions est a support borné ;
— S et T ont toutes deux des supports d’un seul méme coté de 0 (par exemple, ils sont tous les deux inclus
dans R ;).

D’autres conditions suffisantes d’existence plus faibles pourraient étre choisies.
On a aussi la proposition suivante :

PRrOPOSITION 7.11. Soient S et T deux distributions dont le produit de convolution existe. On a alors

Supp(S * T) C Supp(S) + Supp(T). (7.19)

DEMONSTRATION. Voir |[LamO8, Exercice 87, chapitre 7. (]

¢

REMARQUE 7.12. On introduit parfois D/, , 'ensemble des distributions de D’ (R) dont le support est inclus
dans R ;. Par exemple si f est une fonction nulle sur R _ et dans L{, (R) ou 6 sont des éléments de D’,. Pour
plus de détails, voir [Kib01l; [Pet98]. Ainsi, d’aprés la proposition [[.I0} S+ T est défini dés que S et T sont dans

D,

REMARQUE 7.13. D’apreés la proposition [T}, S * T est dans D/, dés que S et T sont dans D/, .
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7.2.4. Propriétés du produit de convolution
Dans tout ce paragraphe, on suppose que les produits de convolutions évoqués existent.
PROPOSITION 7.14. Pour tout couple (S,T) de distributions tels que S x T existe, T xS existe et vérifie
S«T =T xS.

Si S est une distribution, si X et u sont deux réels et Ty et Ty sont deux distributions telles que STy et S * Ty
existent, alors S x (\T1 + uTh) existe et

On peut définir le produit de convolutions de plusieurs distributions.

PROPOSITION 7.15. Pour définir le produit de n distributions, il suffit que 'une des conditions suivantes
soit assurée :

— n — 1 distributions sont & support borné ;

— toutes les distributions ont leur support d’un seul méme coté de O ;

— tous les produits de deux distributions existent.
Dans ce cas, le produit de n distributions est associatif et commutatif.

Une proposition fondamentale est la suivante (on rappelle la notation :

PROPOSITION 7.16. Pour toute distribution T € D’ (R), le produit § + T existe (donc T = § existe et lui est
égal) et on a

§+xT=T. (7.20)

DEMONSTRATION. Formellement, en considérant que § et T' sont des fonctions et en utilisant 'abus ([623)),
on aurait :

+oo
(65 T,6) = / (6% T) () b(a)da,

— 00

B /_:O ( /_ :O T(x— y)5(y)dy) o(x)dz,

-/ " I @)y,

—o0
= (T, ).
Rigoureusement, mettons cette fois les mains dans le goudron ! Par définition et sous réserve d’existence :
Vo ED(R), (6+T,¢) = (T, (5 ¢(-+)).
Or, on a, a z fixé,
(8,8(. +2)) = [B(. + 2)]y=0 = (),
et donc cela définit bien une fonction test et en utilisant I’abus de notation déja signalé dans la note

(6T, ¢) = (T, p(x)) = (T, )

On a de méme

PROPOSITION 7.17. Pour toute distribution T € D' (R), le produit 6’ * T existe (donc T x &' existe et lui
est égal) et on a

§*T=T. (7.21)
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DEMONSTRATION. Par définition et sous réserve d’existence :
Vo € D(R), (& «T,¢) = (T,{&,¢(.+x))).
Or, on a, a x fixé,
(0, 6(. + x)) = —¢'(x),

et donc cela définit bien une fonction test et

<5/ * Tv ¢> - 7<T7 ¢/($)> - 7<T5 ¢/> = <T/5 ¢>

O
On conclue par la derniére proposition fondamentale :
PROPOSITION 7.18. Pour tout couple de distributions (S,T) tel que S xT existe, on a
(SxT) =8+T=8xT". (7.22)

Ce résultat généralise naturellement, la proposition

DEMONSTRATION. Supposons que S x T existe. D’aprés la proposition [[.17] sa dérivée est donc égale a
& % (S*T) :
8 x(S*xT)=(S*T)". (7.23)

Chacun des produit §' xS = 5", ¢ *T =T’ et S * T existent et donc d’aprés la proposition [[I5] ¢ * (S * T)
existe et par associativité :

8 (S*T)=(+S)*xT =95 %T. (7.24)
On a aussi
Fx(S+T)=0*(T*S)=0*T)xS=T %S=85*T
et donc
O (S*T)=9*T". (7.25)

On conclue grace a (C23), (C24) et (T25). O
On a de la méme fagon, pour toute distribution 7’
T// _ (T/)/ _ (6/ *T)/ — (5/)/ *T — 6// *T,

et en dérivant n fois
T = §M 4T,

soit

PROPOSITION 7.19. Pour toute distribution T € D' (R), pour tout n entier, le produit 6™ xT' existe (donc
T % 6" eziste et lui est égal) et on a

VneN, 6MWs1 =170, (7.26)
REMARQUE 7.20. Si on note, pour toute distribution 7", T = T, ([T286) est aussi valable pour n = 0.
On obtient alors comme pour la proposition [[.I8 (preuve par récurrence),

PROPOSITION 7.21. Pour tout couple de distributions (S,T) tel que S xT existe, on a

vneN, (S+T)™ =8M 4T =g8x17", (7.27)
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REMARQUE 7.22. Notons D l'opérateur différentiel a coefficients constants

D= Z a;. D, (7.28)
c’est-a-dire, que pour tout distribution (ou fonction) T°
DT =Y " a, 7", (7.29)
Par linéarité, la proposition [[.2]] donne donc

PROPOSITION 7.23. Pour tout couple de distributions (S,T) tel que S+ T existe, on a
D(S*T) = (DS) T = S+ (DT). (7.30)

7.3. Exemples d’applications : résolutions d’équations différentielles (ordinaires) d’ordre 1

Désormais, cette section fait partie du chapitre [8; voir section [B.I] du chapitre 8l



Chapitre 8

Applications des distributions : Equations différentielles de
distributions

8.1. Reésolutions d’'équations différentielles (ordinaires) d’ordre 1

Soient a € R*, b € R, F € D' (R). Nous étudions ’équation différentielle :
dans D' (R), aY'+0bY =F. (8.1)

L’"inconnue" est ici la distribution Y de D’ (R). La notion de condition initiale n’a pas de sens au sens de
distributions. Nous reviendrons dessus plus bas. La résolution de cette équation différentielle est trés proche
de la suivante, ou f est une fonction continue de R dans R :

VteR, ay'(t)+by(t) = f(t), (8.2)

ou I""inconnue" est ici la fonction y, dérivable de R dans R.

On renvoie & la [Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 1" de I'annexe "Théorie des équations
différentielles linéaires a coeflicients constants d’ordre 1 et 2"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/
Polytech/MFI/coursMFI.pdf dont on s’inspire pour résoudre (8.

Nous allons

— en section B T2l donner les solutions de ’équation différentielle homogéne associée a ([8.1]) ;

— en section RT3l donner les réponses impulsionnelles, c’est-a-dire les solutions de (81 avec un second

membre égal 4 § ;

— en section RI.3.3 donner les solutions générales de I’ ’équation différentielle (8.1]);

— et enfin, en section B.IT.4] retrouver la solution générale connue d’une équation différentielle ordinaire

bien connue, comme cas particulier.

8.1.1. Un lemme sur la "variation de la constante"

LEMME 8.1 (Variation de la constante). La distribution Y de D' (R) est solution de l’équation différentielle
BI) si et seulement si la distribution C définie par

C = ebt/ay, (8.3)
vérifie

dans D' (R), C'= éebt/a}'. (8.4)

DEMONSTRATION. Notons que 'équation (83) a un sens puisque 'on multiplie la fonction C® /¢ (qui
devrait étre notée en toute rigueur %/ @) par la distribution C. Elle est équivalente a

Y = e taC, (8.5)
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On a alors, en utilisant la proposition [6.61]
b
aY' +bY ==a (e_bt/“C/ — —e_bt/“C'> + be e,
a

=ae "C 4 (=be MC + bet/0C),

quantité nulle

et donc, en disivant par ae /@

, non nul, on constate que (&) est équivalent a (84). O
8.1.2. Résolution générale de I'équation homogéne associée (EHA)

LEMME 8.2 (Résolution générale de ’équation homogeéne associée). Y est solution de l’équation homogéne

associée
dans D' (R), aY’' +bY =0, (8.6)
si et seulement si il existe une constante c telle que
Y = ce b/, (8.7)

Dans ce cas, Y est une distribution-fonction.

DEMONSTRATION. 1l suffit d’appliquer le lemme Rl avec F = 0, selon lequel y est solution de (86 ssi la
fonction C définie par (B3) vérifie

dans D' (R), C' =0, (8.8)
ce qui est donc équivalent, d’aprés la proposition [6.54] a ’existence d’une constante ¢ telle que C' = ¢, ce qui
est équivalent a (8) en revenant & Y donné par (8H]). O

8.1.3. Résolution générale de I'équation avec second membre

Comme annoncé dans [Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 1" de I’annexe "Théorie des équa-
tions différentielles linéaires & coefficients constants d’ordre 1 et 2"], on peut soit chercher une solution parti-
culiére soit utiliser la méthode de la variation de la constante. Ici, nous utiliserons la recherche d’une solution
particuliére.

8.1.8.1. Recherche de la solution générale dans le cas ou F = § (réponse impulsionnelle).

La réponse impulsionnelle est la solution de ([8I]) dans le cas ot F = ¢ : on considére donc 1’équation
différentielle :

dans D' (R), aY'+0bY =34. (8.9)

PROPOSITION 8.3 (Réponses impulsionnelles). La distribution Y est solution de &3) ssi il existe une
constante c telle que
Y =ce e 1Yy, (8.10)

ot la distribution-fonction Yy est donnée par

1_—bt/a .
e , sit>0,
VEER, Yp(t)={° (8.11)
0, sit < 0.
ce qui est équivalent a
1
Yo = —e UeH, (8.12)

a
ou H est la fonction de Heaviside.

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer de nouveau le lemme [B1] dans le cas ou F = § selon lequel y est
solution de (8.6 ssi la fonction C définie par (83) vérifie

dans D' (R), C' = L psag
a
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ce qui est équivalent, d’aprés I’équation (6.110) de la proposition [G.50)
1
dans D' (R), €' = —eb/*x%,
a
soit
1
dans D' (R), C'= -4,

a
ce que l'on peut écrire encore sous la forme

1 /
dans D' (R), G}——H) =0. (8.13)
a
L’équation [BI3]) est donc équivalente, d’aprés la proposition [£.54] a Pexistence d’une constante ¢ telle que
1
C——-H=c,
a
soit
1
C=c+—-H,
a
ce qui est équivalent a (8I0) en revenant & Y donné par (83]). O

8.1.3.2. Recherche d’une solution particuliére dans le cas général.
Nous allons donc maintenant le résultat trés important, spécifique aux distributions : une solution de la
solution générale est le produit de convolution de la réponse impulsionnelle par le second membre.

LEMME 8.4 (Une solution particuliére dans le cas général). Une solution de (8I)) est donnée par
Y = FxYy, (8.14)
ot Yy est donnée par (8I2)). On admettra que ce produit ea:isteﬁ.

DEMONSTRATION. Notons que d’aprés la proposition B3 en prenant ¢ = 0 dans (8I0), une solution de
([B9) est donnée par Y =Y. On a donc

aYb’ + bYo = (5 (815)

Utilisons pour conclure les deux égalités fondamentales du cours : les équations (7.20) et (T.22)) qui impliquent
successivement, en considérant Y défini par (814 :

aY' +bY = a(F xYy)' + b(F x Yp),
=aF x Yy + bF % Yy,
= F * (aYy + bYp),
= F x (aYy + bYp),

et d’apres (BI0)

=F %4,
= )
[l
REMARQUE 8.5. L’égalité (B8I5) peut aussi se retrouver a la main. De deux fagons différentes, on peut montrer
Yy = bevrjag Ly (8.16)
a a

1. Tout du moins, on fera si possible ’hypothése qui assure 1’existence ce produit de convolution. Voir la proposition B8
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(1) A partir de la définition (812), on a

1 /
Yy = (7e_bt/aH) ,
a

_ _Eefbt/aH_’_ lefbt/aH/’
a a

_ 7E6_bt/aH+ le—bt/aé-7
a a

— 7éefbt/aH+ lefb/ax()(;7
a a

ce qui implique (BI6]).
(2) Si on utilise la formule des sauts (proposition [6:40]) et la définition (8I1)) de Yo, dont la dérivée usuelle vaut

—%e‘bt/a, sit>0,

8.17
0, sit<O. ( )

ViER, yh(t) = {

et qui présente un saut égal a 1/a en zéro (voir figure B]). On a donc

1/a

FIGURE 8.1. La distribution fonction Yj.

1
YOI = y(’) + _67
a
ce qui implique (BI6]).
D’aprés ([816]), on a donc bien
b 1
aY{ +bYy =a (ffe’bt/“H + 75) +bebt/apy,
a a
= —be P[4 5+ be P/ H,
=J.
&
8.1.5.3. Résolution générale.
On peut enfin conclure, comme pour les équations différentielles usuelles, en utilisant le principe de super-

position

PROPOSITION 8.6 (Résolution générale). Les solutions de (81) sont données par : il existe une constante
c telle que

Y = FxY, + ce bt/ . (8.18)
Y . g ;
une solution particuliére de l’équation générale la solution générale de ’EHA

DEMONSTRATION. 1l suffit de considérer ¥ une solution quelconque de (&I]) et de poser Z =Y — Y}, ol
Y, = F Yy, o Y} est définie par (812). On a alors, par linéarité

aZ' +bZ =aY' +bY — (aYp' + pr)
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qui vaut F — F = 0 puisque Y et Y, sont toutes les deux solutions de (81)), d’aprés le lemme [84] D’aprés le
lemme appliqué & Z, on a, d’aprés (87
Z = ce”
et donc
Y -Y,= ce /e,
dont on déduit (RISF). O

On peut remplacer la proposition par la suivante, qui donne une méthode de résolution, tout a finalement identique a
celle des équations différentielles habituelles de fonctions :

ProposiTiON 8.7 (Résolution générale (méthode alternative)). Les solutions de (8I) sont données par : il existe une
constante c telle que
Y = Y, + cebt/a . (8.19)
~—~ N——
une solution particuliére de l'équation générale '@ solution générale de 'EHA

ou Yy est donnée par

G est une primitive de la distribution ebt/a]:, notée /eb'/a}'d. 5 (8.20a)
1 —bt/a 1 —bt/a b./a
Y, =—e G=—e e’/ Fd. (8.20b)
a a
de sorte que BIQ) s’écrit :
1
Y =ce bt/e 4 —ebt/a / e/eFd. (8.21)
a

DEmonsTrATION. Ce calcul est ’adaptation exacte de ce qui est fait dans |[Bas22, Chapitre "Equations différentielles (or-
dinaires)", section "Equations différentielles d’ordre un" et annexe "Théorie des équations différentielles linéaires a coefficients
constants d’ordre 1 et 2”, section "Equations différentielles d’ordre 1"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/
MFI/coursMFI.pdf. Il suffit de reprendre la preuve du lemme[8]l D’aprés ([84), C est égale a une primitive quelconque de %ebt/a]-',
dont on sait qu’elle existe, d’aprés ’annexe [0l On conclut en écrivant, avec le formalisme ([20), sur I’existence d’une constante c
telle que

1
C=c+- /eb‘/a]:cl.7
a

et en réutilisant (85]) qui permet de conclure. O

&

8.1.8.4. Traitement de la condition initiale.

Pour les distributions, la notion de condition initiale n’a a priori aucun sens car une distribution n’est pas
nécessairement une distribution-fonction et donc la notion de valeur temporelle n’a pas lieu d’étre.

Néanmoins, on peut donner une condition initiale grace & la notion de support d’une distribution.

On renvoie a la remarque

Nous dirons qu’un signal "vit dans R " s’il est associé a une distribution de D’ . Si cette distribution est
une distribution-fonction, étre dans D/, est équivalent & étre nulle sur R _.

PROPOSITION 8.8 (Résolution générale avec une condition initiale particuliére). On suppose que F est
dans D', . Le produit de convolution F x Yy existe et l'unique solution de I)) dans D', est donnée par
Y = Fx Y, (8.22)
ot Yy est définie par (8I12).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition [Z.10, le produit de convolution F * Yy existe puisque F et Y
sont dans D’,. D’aprés la proposition 8.6, toutes les solutions de (B.I]) sont données par (8I8). Si on impose
que Y est dans D’,, alors nécessairement c est nul. En effet, pour toute fonction test de D (R) & support inclus
dans R* , on a par définition (voir la définition [7.g])

0= (¥,6) = (Fx Y5, 0) + (ce™/,0).


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
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on a (F x Yy, ) =0 puisque F, Yy et F x Yy sont dans D', (voir remarque [.T3)). On a donc

0= <ce_bt/“,¢> = c/ et p(t)dt.
R_

On peut choisir ¢ strictement positive sur son support et donc 'intégrale f]R, e bt/ “¢(t)dt est strictement
positive et donc ¢ est nul. Ainsi, Y d’aprés ([BIF)), est unique est donnée par (8.22). O

8.1.83.5. Généralisation.

(1)

2)

Si au lieu de se placer dans D’ (R), on souhaite se placer sur D’ (2) ot € est un intervalle quelconque, borné ou non de
R, la proposition n’est plus valable parce qu’on ne peut pas définir la convolution sur un intervalle autre que R. En,
revanche, la propostion B 7 reste tout & fait valable.

Supposons, maintenant que a et b sont des fonctions de classe C*° sur 2 est un intervalle quelconque, borné ou non de
R, a ne s’annulant pas. Au lieu de considérer 1’équation différentielle (8I), on considére I’équation différentielle

dans D' (), a(t)Y' +b(t)Y = F, (8.23)

ou cette fois, a(t) et b(t) désignent (abusivement) les fonctions a et b. Dans ce cas, méme dans le cas ou 2 = R, la
proposition n’est plus valable. En effet, elle est fondée sur le calcul fait dans la preuve du lemme BI4] qui ne marche
pas ici! En effet, si on considére la réponse impulsionnelle Yy de

a(t)Yy 4+ b(t)Yo = 6, (8.24)
(on sait la déterminer, comme on verra plus bas), alors si on calcule a(t)Y’ 4 b(t)Y en posant Y = Yy * F, on a
a@®)Y’ + b)Y = a(t)(F * Yo)' + b(t)(F * Yo),
= a(t)(F * Yg) + b(t)(F * Yo),

mais on ne peut conclure, comme dans la preuve du lemme [B14] car, en général (sauf si a est constant!), si S et T' sont
deux distributions,

a(t)(S *T) # (a(t)S) * T.
et on ne peut donc plus conclure en écrivant
a®)Y' + b)Y = F * (a(t)Yy + b(t)Yo),
= F* (a(t)Yy + b(t)Yo),

et d’apres (BIH)
= F %0,
- F

Cependant, la proposition [87] demeure, quant & elle, tout a fait valable!

Nous en donnons la généralisation :

ProrosiTioN 8.9 (Résolution générale (méthode alternative, plus générale)). Soient a et b deux fonctions de classe C*°,
sur  intervalle quelconque, borné ou non de R, a ne s’annulant pas. On considére a une primitive quelconque de b/a.
Les solutions de ([B23) sont données par : il existe une constante c telle que

Y = Yy + ce— ) . (8.25)
~ —

une solution particuliére de l'équation générale '@ solution générale de '’EHA

ou Yy est donnée par

1 1
G est une primitive de la distribution ﬂea(')}', notée / — e Fq. 5 (8.26a)
af.

a(.)
1
Y, = e g = ¢ma®) / — O Fd. (8.26b)
a(.)
de sorte que ([B28) s’écrit :

Y =ce” ) 4 g7t / %ea(‘)}'d. (8.27)
al.
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DimonsTRrATION. Cela se fait exactement comme dans la preuve de la proposition B.7] et comme on a fait dans
|[Bas22, Chapitre "Equations différentielles (ordinaires)", section "Equations différentielles d’ordre un" et annexe "Théorie
des équations différentielles linéaires & coefficients constants d’ordre 1 et 2”, section "Equations différentielles d’ordre 1"].
C’est encore une méthode de variation de la constante ! Comme dans le lemme[8.1] on considére C' défini de fagon analogue

a (B3) :

C =My, (8.28)
On a alors

Yy =e*tC (8.29)
et donc

a®)Y' + b)Y == a(t) (w'(t)e—a(t)c + e—a<t)c/) +bt)e M,
= —b(t)e D C + a(t)e D" +b(t)e~ B C,
=a(t)e O’
et, on a, de fagon analogue a (&),

1
dans D' (Q), C'=——e*WF. (8.30)
a(t)
Ainsi, C est égale & une primitive quelconque de %e"‘m}'7 dont on sait qu’elle existe, d’aprés I’annexe [l On conclut
en écrivant, avec le formalisme (820)), sur l’existence d’une constante c telle que

C=c+/iea(')}'d.
a(.)

et en réutilisant (829) ce qui permet de conclure. O

&
8.1.4. Retour sur la formule de Duhamel

Nous allons pouvoir aussi utiliser les calculs précédents pour déterminer la solution de I’équation
VteR L, ay'(t)+byt) = f(1), (8.31a)
y(0) = yo. (8.31b)

Si f est continue sur R, on sait (voir par exemple |Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 1" de
Pannexe "Théorie des équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 1 et 2"]) que la solution
est donnée par la formule de Duhamel :

1 t
Vte Ry, y(t)= yoe @t + = / eg(“_t)f(u)du. (8.32)
a

0
On peut affaiblir 'hypothése sur f que 'on suppose appartenir & LL (R ;). Dans ce cas, la formule (8.32))

loc
est encore valable.

1
loc

PRroOPOSITION 8.10 (Formule de Duhamel). On suppose que f appartient ¢ L
de B3T) est donnée par (832)).

DEMONSTRATION.

(R4). L’unique solution

(1) On introduit tout d’abord la notation suivante :
Noration 8.11. Si z est une fonction définie sur R 4, on la prolonge sur R en définissant z par

z(z), sixz >0,

(8.33)
0, six < 0.

Ve e R, Z(z)= {

Si de plus z est dérivable sur R, alors Z I’est aussi sur R (au sens usuel, sauf en zéro) et grace a la formule des sauts

(proposition [640), on a

dans D' (R), T%=7% + z(0). (8.34)
En fait, si z n’est que dérivable presque partout sur R 4, Z n’est que dérivable presque partout sur R et (834)) est encore
valable (voir proposition [64]]) ?

Enfin, on a
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1

LemME 8.12. Soient v et w deux fonctions appartenant a L,

(R 4). Alors, le produit de convolution U * W existe et est
donné par

0, stz <0,

vz eR, @xw)(z)= . (8.35)
[ @ —wudy. siezo.
0

La restriction de T+ a R4 est dans L}, (Ry). De plus, si v et w sont dans L'(R4.), alors la restriction de T @ a
R4 est dans L}OC(R+).

DEMONSTRATION. On se contente de calculer, pour z € R, le produit v * w donné par
Ve e R, (U*w)(zx)= /OO U(z — u)w(u)du. (8.36)
—c0
Remarquons que, pour tout u,x dans R,
(u<0ouz<u) =9 —u)wu)=0. (8.37)
En effet, si v < 0, alors w(u) =0. Si z < u, alors * —u < 0 et vV(x —u) = 0.
Soit donc x € R fixé. Si x < 0, alors, pour tout u € R, on au <0 ouz < u. En effet, siu < z,onau <z <0. Siu>uz,

alors * < u. Donc, d’aprés ([837), la fonction u — v(z — u)w(u) est nulle et son intégrale égale a (0 * w)(z) est nulle.
Ainsi, (v * w)(xz) = 0. Au contraire, si z > 0, on a pour u < 0, w(u) = 0 et pour u > x, on a v(x —u) = 0. Ainsi, la

fonction u — U(z — u)w(u) est nulle sur | — 0o, 0[U]x, +00[ et son intégrale se réduit donc a
x x
h(z) = /T)(z —u)w(u)du = / v(z — u)w(u)du = / v(z — uw)v(u)du.
0 0
Les autres résultats sont admis. O

(2) Démontrons la proposition. Supposons donc que y vérifie (831). Transformons ’équation différentielle (831) en une
équation du type (BI)). On définit ¥ grace a la notation (8I1I). D’apres (B34) appliqué a y, on a

dans D’ (R), Té =7 +y(0)s. (8.38)
et donc

all +bTy=a (@ + y(0)8) + by,

= ay’ + by + ayod,
et puisque y vérifie (831), on a donc aif’ + by = f et donc
aTé + b7y = f—l— ayo.

On a donc ([BJ) vérifiée par Ty avec
Puisque fet y sont nulles sur R _, les distributions associées sont dans Dﬂr et d’aprés la proposition B8 'unique solution

de BJ) (dans D', ) est donnée par
T‘g =F % YO.

soit compte tenu de (B39)
Tg = <f+ ayozS) * Y0,
= Yo * [+ ayod = Yo,

et donc

Tg = Yo * f + ayoYo. (8.40)
Puisque f appartient a Llloc (R 4), alors fappartient a LllOC (R) et d’apres le lemme[BI2] la restriction de Yy *fappartient
LllOC (R 4). D’apres ([835), I’équation (840) implique que pour toutE t>0

y() =9(),
t

= l/ emtt=v)/a f(y)dy + yoe e,
a Jo

ce qui est exaxtement (832]).

2. en fait, cela est vrai presque partout sur R.
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REMARQUE 8.13.

(1) Ces résultats pourraient aussi étre obtenus en utilisant les résultat de |Bas22, la Section "Equations différentielles d’ordre
un" du chapitre "Equations différentielles (ordinaires) & coefficients constants"], fondés sur la méthode de la variation de
la constante.

(2) Une autre facon de faire est de d’utiliser les transformations de Laplace (voir votre cours de OMI2).

(3) On peut aussi partir de expression donnée par ([B32) et vérifier que c’est bien la solution de (B31]).
(a) En effet, si y est donnée par (832), on a
v0) = e #X0+ L ? 500 fu)du = yo.
(b) De plus, on vérifie que si g est dérivable, on a
very ([ - t)f(U)dU), = [ =05+ 501100 (8.41)
Ainsi, on a

wers, (/[ teﬁ(“*”f(u)du) =0 [kt sau+ 1),
0 0

et donc finalement, si on dérive (832)),

b [t b [t
ay/ (£) + by(t) = —yobe =" + yobe ~w" — - / ea (0 f(u)du + f(2) + - / e (=0 f(u)du,
aJo aJo
= f(®).
(4) On laisse au lecteur le soin de vérifier que la solution de ’équation
Vt € [to, +oof, ay’(t) + by(t) = f(¢), (8.42a)
y(to) = yo. (8.42b)
est
TP B A Y
Vit € [to, +ool, y(t) = yipe @ o)+ o f(u)du. (8.43)
to

¢

8.1.5. Deux exemples

EXEMPLE 8.14.
Cet exemple est issu de [Pet9&, p. 52].

FIGURE 8.2. Le circuit dérivateur.

On étudie le circuit dérivateur représenté sur la figure On pose V = V4, v = Vg. En éliminant i entre
q=C(V —v),
v = Ri,
i =,
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on obtient
v=Ri=RC(V - ),
et donc
. o(t)
VteR, o)+ —==V(t), (8.44)
T
ou
7= RC. (8.45)
On suppose que pour t < 0, toute les tensions sont nulles. On a donc, en particulier,
vt <0, wv(t)=V(t)=0. (8.46)

On suppose V' connue et on cherche v.

(1) Compte tenu de (844) et de (8.4H), on est donc exactement dans le cadre de la proposition B.8 avec
a=1,b=1/7 et F=V.Daprés (822), on a donc en notant Y =T, :

T, = F =Yy,
:V*YO,
=(VxYo),
=V=xYy.
On sait que
Yy =0—1/7Y.
On a donc
T,=V=x(6—-1/1Y),
=Vxd—1/7V Yy,
c’est-a-dire

T, =V —1/7V % Yq.
(2) On suppose que V est une distribution-fonction, (notée v). D’apreés le lemme 8T2] on a donc, pour tout

t>0
U(ﬂ::‘/@)———t/‘Vﬁu)e_“_udeu

T Jo
(3) Siona V(t) =1 pourt >0, alors

—t/T
o(t)=1-5

t
/ Tdu=1—e Ve =1—eV[e/" —1]=1-1+e /" =7t/
T Jo

On retrouve donc la réponse impulsionnelle, qui correspond bien & y = H = § et qui est une fonction
discontinue en zéro.

ExXEMPLE 8.15. On s’intéresse a un circuit éléctrique constitué d’une inductance et d’une résistance et
soumis & une tension e(t) :

di
Vt € [0, +oc], Ld—; +Ri=e. (8.47)
On suppose que
VE<0, i(t) =0, (8.48)
et que e(t) est un échelon de tension :
e(t) = EH(t), (8.49)

ou Fjy est une constante.
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On est encore exactement dans le cas de la proposition B8l aveca = L, b= R et F = EH. On alors
T%:,F*YO:E()H*Y().

De nouveau d’aprés le lemme ([812)

Ey [* E
V>0, it) = TO/ e/ = 20 (1- e,
0

expression qui peut aussi étre obtenue trés rapidement a la main, comme c’est fait dans |Bas22, Chapitre
"Equations différentielles (ordinaires) a coefficients constants"|! Cette fonction est continue en zéro.

8.2. Reésolutions d’'équations différentielles (ordinaires) d'ordre 2
Soient a € R*, b,c € R, F € D’ (R). Nous étudions I’équation différentielle :
dans D' (R), aY" +0Y' +¢cY = F. (8.50)

L’"inconnue" est ici la distribution Y de D’ (R). La notion de conditions initiales n’a pas de sens au sens de
distributions. Nous reviendrons dessus plus bas. La résolution de cette équation différentielle est trés proche
de la suivante, ou f est une fonction continue de R dans R :

VteR, ay’(t)+ by (t) +cy(t) = f(t), (8.51)

ou I""inconnue" est ici la fonction y, deux fois dérivable de R dans R.

On renvoie & la [Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 2" de I'annexe "Théorie des équations
différentielles linéaires a coeflicients constants d’ordre 1 et 2"| disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/
Polytech/MFI/coursMFI.pdf dont on s’inspire pour résoudre (8.50).

Le calcul est trés proche de celui de la section Bl et, comme dans le cas des équations d’ordre un, la seule
difficulté théorique est d’étudier I’équation homogéne associée, dont le calcul est quasiment identique & celui des
équations différentielles de fonctions. On s’inspire pour cela de la méthode élémentaire donnée dans le papier a
la fois trés complet et succinct de Daniel Perrin, disponible sur https://www.imo.universite-paris-saclay.
fr/~“daniel.perrin/CAPES/analyse/inte},CC/,81grales-e}CC\81qua-diff/equadiff2010.pdf

Nous allons

— en section 2.2 donner les solutions de I'équation différentielle homogéne associée a (850) ;

— en section BZ3T], donner une réponse impulsionnelle, ¢’est-a-dire une solution de ([8350) avec un second

membre égal 4§ ;

— en section B.2:3.3 donner les solution générales de I ’équation différentielle (850 ;

— et enfin, en section B.2.4] retrouver la solution générale connue d’une équation différentielle ordinaire

bien connue, comme cas particulier.

8.2.1. Un lemme sur la "variation de la constante"

LEMME 8.16. Soient a € R* et b, c et r € R. On considére une distribution Z et une distribution Y donnée
par
Y =¢"Z. (8.52)
On a alors dans D' (R)
aY" +bY’ +cY =e" (aZ" + (2ar +b)Z' + (ar® + br +¢)Z.) . (8.53)
DeEmonsTrATION. 11 suffit de calculer successivement dans D’ (R), Y, Y’ et Y, en utilisant (852). On a respectivement
Y =e€"tZ,
Y =re"tZ +e"t 7',
YN — T2e7‘tZ 4 TertZl 4 TertZl 4 ertle
=r2emZ 4 2re™ 7 4 et 2",


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/MFI/coursMFI.pdf
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~daniel.perrin/CAPES/analyse/inte%CC%81grales-e%CC%81qua-diff/equadiff2010.pdf
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~daniel.perrin/CAPES/analyse/inte%CC%81grales-e%CC%81qua-diff/equadiff2010.pdf
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On a donc
aY" +bY' + Y =€t (ar?Z + 2arZ’ + aZ" +brZ +bZ' + cZ)
dont on déduit, aprés réarangement des termes, (853). O
¢

8.2.2. Résolution générale de I'équation homogéne associée (EHA)

Comme dans le lemme [82] ou intervient la distribution-fonction définie par (87) (et une constante quel-
conque) solution de (864]), nous allons tout d’abord définir une fonction définie par deux constantes quelconques
et qui sera solution de I’équation différentielle

VteR, ay’(t)+by'(t) + cy(t) = 0. (8.54)

Le calcul est trés ensuite proche de la résolution des équations différentielles de fonctions, pour I’équation
homogéne associée, donnée dans la |[Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre 2" de 'annexe "Théorie
des équations différentielles linéaires a coefficients constants d’ordre 1 et 2"] et rappelé dans le lemme BT

DEFINITION 8.17 (Définition de la fonction £). L’équation caractéristique associée a (854 est
ar? +br+c=0, (8.55)

qui admet a priori deux solutions complexes 71 et r3. On considére alors les différents cas suivants selon le
signe de A = b? — 4ac.

(1) Si A #0 : on a deux racines complexes distinctes 71 et ra.

(a) Si A >0, r et ry sont réelles données par

b+ VA

8.56
Tk 50 (8.56)
On définit alors, pour C; et Cy deux constantes données, la fonction & par
f(t) = Cle”t + C2€r2t_ (857)
(b) Si A <0, r et ro sont complexes conjuguées; on considére (w, &) € R* x R définis par
—btiv—A
= VTR 4, (8.58)
2a
On déﬁnitﬁ alors, pour A et B deux constantes données, la fonction & par
&(t) = e*(Acos(wt) + Bsin(wt)). (8.60)
(2) Si A =0: on a deux racines réelles confondues, égales a
b
=——. 8.61
On définit alors, pour A et B deux constantes données, la fonction £ par
£(t) = e"(At + B). (8.62)

LEMmME 8.18.
On reprend les notations de la définition [8173

(1) La solution générale de (BEA) est la fonction & donnée dans la définition [E17, définie par deux constantes, notées
(C1,C2) ou (A, B) selon les différents cas.
3. On peut aussi la mettre sous une autre forme équivalente :

£(t) = e*t Acos(wt + ¢), (8.59)



8.2. RESOLUTIONS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES (ORDINAIRES) D’ORDRE 2 133

(2) Pour tout couple de réel (yo,y}) il existe (respectivement selon les cas[Id, I8 et[d) un unique couple respectivement noté
(C1,C2) ou (A, B) tel que l'unique solution & définie donnée dans la définition [B17, associée a ces constantes, vérifie
les conditions initiales

y(to) = yo, (8.63a)
y'(to) = vo- (8.63b)
DEMONSTRATION.

(1) Voir , Section "Equations différentielles d’ordre 2" de I’annexe "Théorie des équations différentielles linéaires a
coefficients constants d’ordre 1 et 2"].

(2) Calcul simple laissé au lecteur. Chaque couple est donné par un systéme linéaire de deux équations & deux inconnues qui
admet une unique solution.

O

¢
Le lemme BI9 n’est que la copie du point [ du lemme BI8 adapté aux distributions.

LEMME 8.19 (Résolution générale de I’équation homogene associée). Y est solution de l’équation homogéne
associée
dans D' (R), aY" +bY'+cY =0, (8.64)
ssi Y est la distribution-fonction solution de ’équation différentielle (85H4) et est égale a &, fournie par la
définition 8177
DEMONSTRATION.
(1) Premier cas : A = 0. La racine unique r de I’équation caractéristique ([B5H) est donnée par (BEI) et vérifie donc aussi
2ar +b=0. (8.65)
On considére Y solution de I’equation homogene associée et Z donnée par ([B852). D’aprés le lemme [R53] on a donc
0=aY"” +bY' +cY,
= (aZ" + (2ar + b)Z' + (ar? 4+ br + 0)Z.),

et d’aprés (B5H) et (B63)
=aZ”,

et puisque a # 0, on a donc Z” = 0. D’aprés la proposition [£.54] la distribution Z’ est constante et il existe donc une
constante A telle que

7' = A= (At).
Puisque (Z — At)’ = 0, en utilisant de nouveau la proposition [6.54] cela implique qu’il existe une constante B telle que
7 — At = B,
et donc
Z = At+ B,

et, en revenant a Y grace a (852), on en déduit (B62).
(2) Deuxiéme cas : A > 0.

Nous avons deux racines r1 et r2 données par (856)), dont on déduit (ce qui provient aussi de résultats plus généraux
sur la somme de racines de polynéme)

ri+re = 72. (8.66)
On considére Y solution de I’equation homogene associée et, cette fois-ci, Z donnée par (852) ou
r=ri. (8.67)
D’aprés le lemme [853] on a donc
0=aY" +bY" +cY,
= (aZ"” + (2ar1 +b)Z' + (ar] + br1 +¢)Z.),
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et donc, d’aprés I’équation caractéristique (853]), on a
aZ" 4+ (2ar1 +b)Z' = 0.
soit
a(Z") + (2ar1 +b)Z' = 0.
ou encore
1’ b !/
Z"4+ 2+ —-)Z =0.
a
D’aprés le lemme B2 il existe une constante K telle que
7 — ge—(@ri+L)t

Puisque A # 0, on vérifie que

b
2r1 + — #0.
a
On en déduit ,
A K —(2r+2)t
2r1 + g
et, donc, d’aprés la proposition [£.54] qu’il existe une constante C; telle que
K b
L S
2r1 + e
soit, en notant
K
CQ = - o b
2r1 + a

on a
Z = Coem (Crit i)t L oy,
En revenant a Y grace a (852) (avec (B67)), on en déduit
Y = erit (CQE—(2r1+§)t n C’1> 7
_ 026(727‘17§+r1)t 4+ Crent,

= (et + 026(—1"1—5)157

et d’aprés ([B66), on a —r1 — b — 1y et donc

2=
— 1t rot
= Che"" + Cre™?",
ce qui montre (B57).

Troisiéme cas : A < 0.

Ici, on utilise une méthode légeérement différente de celle utilisée dans https://www.imo.universite-paris-saclay. fr/
~daniel.perrin/CAPES/analyse/inte’,CC/%8lgrales-e%CC%81lqua-diff/equadiff2010.pdf afin de pouvoir 'adapter aux
distributions.

11 suffit de reprendre les calculs du cas 2] en supposant cette fois-ci que les racines r1 et ro sont complexes, données par
(B356). 1l existe donc des complexes C et Ca tels que (85T ait lieu. Avec les notations ([B58]), on a donc
Y — Cle(a+iw)t + Cr2(i(()¢77l&,.))t7
et donc
Y = e (C1e™ + Cae™ ™) (8.68)

On écrit ensuite que la distribution-fonction Y est & valeurs réelles. On la note désormais sous la forme Y = y. D’aprés

(B58), on a

u() = (&) (Cr (@) + 0 (=)

et donc, puisque « et w sont réels, on a

m — eat (C_le—iwt +C_26iwt) (8.69)
De ([B68) et (B69), on déduit
y(t) —y(t) = e ((C1 — Ca) e + (C2 — T1) e ™*) . (8.70)

On a donc, pour tout ¢, puisque y(t) est réel

0=y(t) —y(t)


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~daniel.perrin/CAPES/analyse/inte%CC%81grales-e%CC%81qua-diff/equadiff2010.pdf
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~daniel.perrin/CAPES/analyse/inte%CC%81grales-e%CC%81qua-diff/equadiff2010.pdf
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et donc, d’apres (B70Q),
(Cl _ @) elwt 4 (02 _ a) e—iwt ).
Puisque cela est vrai pour tout ¢, on peut prendre deux valeurs différentes de t et vérifier que cela implique
Ci=Czet Co=C1
Si on remplace cela dans (8.68), on a donc
y(t) — eat (Cleiwt +07167iwt)
et donc
y(t) = et (C’lei“’t + m) ,
= 2¢** Re (C’1 ei“’t) .
Si on écrit C; = K + iK', avec K et K’ réels, o a donc
Cleiwt — (K + ’iK’)eiwt,
= (K +iK’) (cos(wt) + isin(wt)),
= K cos(wt) — K'sin(wt) + 4 (K sin(wt) + K’ cos(wt)) ,
et donc
Re(y(t)) = K cos(wt) — K’ sin(wt),
et, d’aprés ce qui précéde
y(t) = 2e** (K cos(wt) — K’ sin(wt))

ce qui permet de montrer ([856), en posant A = 2K et B = —2K.

¢

La suite du calcul est trés proche de celui de la section [B.11
8.2.3. Résolution générale de I'équation avec second membre

Comme annoncé dans [Bas22, Section "Equations différentielles d’ordre deux" du chapitre "Equations
différentielles (ordinaires) a coefficients constants"|, on peut soit chercher une solution particuliére soit utiliser
la méthode de la variation de la constante. Ici, nous utiliserons la recherche d’une solution particuliére.

8.2.83.1. Recherche d’une solution particuliére le cas ot F = 0.

La réponse impulsionnelle est la solution de (850) dans le cas ou F = 0 : on considére donc I’équation
différentielle :

dans D' (R), aY” +0bY" +¢cY =4. (8.71)

La technique est légérement différente de celle du lemme B3] mais le résultat en est assez proche. A la
différence de ce lemme, on ne cherche pas toutes les solutions de (871I]) mais une solution (voir le lemme [R2T]).
Néanmoins, on montrera a priori dans la section B2:3H (voir proposition B26]) qu’en fait on obtient bien toutes

les solutions de (87T).
Grace au lemme BI8 on définit tout d’abord la fonction £y de R dans R de la fagon suivante :

DEFINITION 8.20. Il existe une unique fonction &, de R dans R de classe C*° qui vérifie

VteR, ay’(t)+by'(t) + cy(t) =0, (8.72a)
y(0) =0, (8.72b)
y'(0) = 1 (8.72¢)
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Elle est donnée par (en utilisant les notations du lemme B8] :

eTlt _ e’l‘zt

i A H=_"°" .

SiA>0, &) ) (8.732)
at o3

SiA <0, &t) = %Z(“t) (8.73b)
’r‘tt

SiA=0, &(t)= ea . (8.73¢)

DEmMonsTrATION. Il suffit d’utiliser les différentes équations le lemme [B.I8 Les différentes constantes intervenant dans ces
fonctions sont données par ([B.72D) et (B72d) et qui fournissent les différents cas (selon les cas [Tal [[H] et B), données ici :

C1+Co=0, riCi+1r2Ce = 1/a,
ou
A=0, Bw+ Aa=1/a,

ou

dont on déduit successivement

1 1
Cl = 5 02: )
(r1 —r2) (r1 —mr2
1
A=0, B=—,
aw

dont on déduit (B73). O

¢

LEMME 8.21 (Une réponse impulsionnelle). Une solution particuliere de (8201 est donnée par la distribution-
fonction Yy définie de la facon suivante :

(1) On considere l'unique fonction & de R dans R de classe C™ fournie par la définition [8.20;

(2) On considére alors la distribution-fonction Yy donnée par

t), sit>0,
VEER, Yy(t) = Sot) (8.74)
0, sit<0.
ce qui est équivalent a
Yo = &oH, (8.75)
ot H est la fonction de Heaviside.
DEMONSTRATION. On cherche Y une solution particuliére de (871)) sous la forme
Y =yH, (8.76)

ou y est une fonction classe C* ce qui est légitime comme le produit d’une fonction de classe C* par la
distribution H. On calcule dans D’ (R) successivement en utilisant la proposition [6.61] et 1'équation (G.I10) de
la proposition [6.59)

Yy :yHa
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puis
Yy = (yH)',
=y'H+yH',
=y H + y0,
=y H +y(0)9,

puis

Yy = (y'H +y(0)5)',
= ('H) + (y(0)8),
=y"H +y'H +y(0)d,
=y"H+y'6+y(0)d,
=y"H +y'(0)6 +y(0)d,
On a donc
aY” +0Y" + Y = a(y"H +y'(0)d +y(0)0") + b (y'H + y(0)0) + ¢ (yH)
=ay"H + ay’(0)d + ay(0)d’ + by’ H + by(0)d + cyH,
= (ay" + by’ + cy) H + (ay'(0) + by(0)d) § + ay(0)d’,
et puisque Y doit étre solution de ([8T]), on a donc (dans D’ (R))
(ay” + by’ + cy) H + (ay'(0) + by(0)d) 6 + ay(0)d" = 4,
soit
(ay” + by + cy) H + (ay’(0) + by(0) — 6) § + ay(0)§’ = 0.
Pour cela, il suffit que
(ay” +by' +cy) H=0,
ay'(0) + by(0) =1 =0,
ay(0) = 0.
L’équation (B7Tal) est vraie ssi
VtERy, ay’(t) +by'(t) +cy(t) =0,
ce qui est fait en vrai si (854) a lieu. Notons que (BZ7D) et (BT7d) sont équivalentes a

y(0) =0,

137

(8.77a)
(8.77b)
(8.77¢)

(8.78a)

(8.78b)

Choisissons y comme solution de I’équation différentielle (854]) avec les conditions initiales (878). D’apres la
définition 820, alors est nécessairement y égale a &y, ce qui permet de conclure, d’aprés (876) qui implique

B.T3).

O

REMARQUE 8.22. En fait, d’apres (8.70), les valeurs de y pour ¢ < 0 n’interviennent pas. De fagon analogue a la figure (81,

on peut tracer la distribution-fonction Yy et sa dérivée usuelle : voir figure B3]

¢
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1/a

0 T 0 T

(a) la fonction (b) sa dérivée usuelle
FIGURE 8.3. La distribution-fonction Yj.

8.2.3.2. Recherche d’une solution particuliére dans le cas général.
Le lemme suivant est ’analogue du lemme 841
LEMME 8.23 (Une solution particuliére dans le cas général). Une solution de ([850) est donnée par
Y =FxY, (8.79)
ot Yy est donnée par [87H). On admettra que ce produit ea:isteE.

DEMONSTRATION. Notons que d’aprés le lemme [B2]] une solution de (B71) est donnée par Y =Y. On a
donc

aYy +bYy +bYy = 6. (8.80)
Utilisons pour conclure les deux égalités fondamentales du cours : les équations (Z.20), (7.22) et (Z.26]) pour
n = 2, qui impliquent successivement, en considérant Y~ défini par (879) :

aY" +bY" +cY = a(F xYy)" + b(F xYy) + c(F * Yp),
=aF x Yy + bF Y] + cF * Yy,
= Fx (aYy + VYo + cYp),

et d’aprés (880)

= F %0,
= F,

8.2.3.3. Résolution générale.
On conclut enfin exactement comme pour la proposition (8.6]).

PROPOSITION 8.24 (Résolution générale). Les solutions de (8E0) sont données par : il existe une distribution-
fonction de R dans R, notée &, donnée dans la définition [B17 (et donc définie par deux constantes) et une
unique distribution Yy définie par (870 telles que

Y = F Yy + ¢ . (8.81)
——
une solution particuliére de l’équation générale la solution générale de ’EHA

DEMONSTRATION. 1l suffit de considérer ¥ une solution quelconque de (871) et de poser Z =Y —Y,, ol
Y, = F %Yy, o Y} est définie par (870). On a alors, par linéarité

aZ" +b7' +cZ =aY' +bY' +cZ — (aYp” + pr)

4. Tout du moins, on fera implicitement I’hypothése qui assure I’existence ce produit de convolution.
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qui vaut F — F = 0 puisque Y et Y, sont toutes les deux solutions de (87I)). D’aprés le lemme [B19 appliqué
a Z,on adonc Z =¢. Il vient donc Y — Y, =&, dont on déduit (8XT). O

8.2.8.4. Traitement de la condition initiale.

PROPOSITION 8.25 (Résolution générale avec une condition initiale particuliére). On suppose que F est
dans D', . L’unique solution de [830) dans D', est donnée par

Y = FxYy, (8.82)
ot Yy est définie par (80)

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition [8:24] toutes les solutions de (8] sont données par (881]). Si on
impose que Y est dans D/, , alors nécessairement £ est nul. En effet, pour toute fonction test de D (R) a support
inclus dans R* | on a par définition (voir la définition [7.8))

0=(Y,¢) = (FxY0,0) + ().
on a (F %Yy, ) = 0 puisque F, Yy et F' x Yy sont dans D', (voir remarque [.T3)). On a donc

0= (0 = [ cwotar (3.83)

Puisque (883) a lieu pour toute fonction test & support inclus dans R* , cela signifie que la fonction £ est nulle.
En effet, on peut considérer &, la restriction de £ & R_. D’aprés ([8383), on peut donc écrire, en considérant
Tg eD'(R-)

Vo eD([R_), <Tg ¢> —0,

ce qui signifie d’apreés le théoréme 617, que T est nulle, et E est donc (presque partout) nulle sur R _ et par
continuité, nulle sur R _. Vue la forme de §~ comme restriction sur R _ de la fonction donnée dans la définition
[BI7 et donc définie par deux constantes, on laisse au lecteur vérifier que, dans tous les cas, ces constantes sont
nulles, ce qui implique la nullité de €. Ainsi, Y est unique et est donnée par (8.82). O

8.2.8.5.  Retour sur la recherche de toutes les solutions dans le cas ot F =& (réponse impulsion-
nelle).

En fait le lemme [B2]] permet d’obtenir toutes les réponses impulsionnelles, comme dans le lemme R3]

ProposITION 8.26 (Réponses impulsionnelles). Les solutions de (871) sont données par : il existe une distribution-fonction
de R dans R, notée &, donnée dans la définition[817 (et donc définie par deuxz constantes) telle que

Y =€+ Yo, (8.84)

DEMmonsTRATION. 11 suffit d’utiliser la proposition [R24] avec F = §. Dans ce cas, F * Yy = § * Yo = Yp et (B8]I) implique

&) 0
&

8.2.4. Retour sur la formule de Duhamel

Nous allons pouvoir aussi utiliser les calculs précédents pour déterminer la solution de ’équation différen-
tielle

Vte Ry, ay”’(t) +by'(t) + cy(t) = f(t), (8.85a)
y(0) = wo, (8.85D)
y'(0) = yo, (8.85¢)

et obtenir une formule proche de la formule de Duhamel (832]).
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PROPOSITION 8.27 (Formule de Duhamel). On suppose que f appartient & L}DC(R+). L’unique solution

de [BZh) est donnée par

t
Ve Re, ylt) = [ Glt— ) fw)dy + amnhlt) + (ash + bun)6o(t) (8.86)
0
Plus précisement, en uilisant la définition [8.20, on a
1 ! Yo ayy + byo
AN 0 )= —— ri(t—y) _ gra(t—y) d _Jv rit rot HJ0 T VIO et ot
siA>0, y(t) a(T1*7’2)/0 (e e )f(y)y—i—rlir2 (r1e roe )+a(7’177"2) (e et),
(8.87a)
; _ 1 ' a(t—y) Yo at o at ayp +byo .
sSiA<0, yt)y=—1 &€ sin(w(t — v)) f(y)dy + = (e sin(wt) + we® cos(wt)) + —————e** sin(wt),
aw Jo w aw
(8.87b)
I b+ b
siA=0, y(t)= " / "Vt —y) f(y)dy + ryoe™ (rt + 1) + Me”t. (8.87¢)
0

DiEMONSTRATION. On raisonne comme dans la proposition [B101

Supposons donc que y vérifie (885). On supposera que y admet une dérivée seconde. Transformons ’équation différentielle
(B85) en une équation du type ([B350). On définit  grace a la notation (8II). Puisque y admet une dérivée seconde, § admet une
dérivée seconde usuelleﬁ sur R*. On a tout d’abord (B38]])), que ’on peut dériver de nouveau sous la forme

dans D' (R), TZ = (¥) +y(0)d. (8.88)

Puisque §’ admet un saut égal a y’(0) en zéro et que sa dérivée usuelle vaut 3"/, on a donc d’aprés la formule de sauts (proposition

6A0)

dans D’ (R), (ﬂ'), = (Tg/), =7+ (0)s.

et donc, d’aprés (B85
dans D’ (R), Té’ =7" +4'(0)§ + y(0)&'. (8.89)

On a donc, d’aprés ([B37) et (BRI :
alf + bTé + Ty =a (7" +y(0)8 +y(0)8") +b (¥ + y(0)8) + cy,
= (ag" + by’ + c¥) + ay(0)¢’ + (ay'(0) + by(0)) 4,

et donc, d’aprés les conditions initiales (8.85h) et (B85d), on a
aTy + 0Ty + cTy = (ag” + by + c¥) + ayod’ + (ayo + byo) 6.
Puisque y vérifie (885), on a donc aij”’ + by’ + ¢ = f et donc
aTy + T} + Ty = f + ayod’ + (ayh + byo) 8. (8.90)

On a donc ([B50) vérifiée par Ty avec
F=f+ayd + (ayb + byo) 6. (8.91)

Puisque fet y sont nulles sur R _, les distributions associées sont dans D;L et d’aprés la proposition [B.25] 'unique solution de
(B1I) (dans D', ) est donnée par
Ty = F * Yp.

soit compte tenu de (891
Ty = (f—i— ayod’ + (ayg + byo) 6) * Yo,
= f* Yo + ayod’ * Yo + (ay(/) + byo) 6 *Yp,
= f* Yo +ayoYy + (ayg + byo) Yo,

5. en toute rigueur définie presque partout sur R.
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et d’aprés (B75)
= [+ Yo +ayo (SH)' + (ayp + byo) Lo H,
= f* Yo +ayo (€4H + & H') + (ayf + byo) €0 H,
= f* Yo + ayofod + (ayh + byo) EoH + ayo€oH,
= [ * Yo + ayoo(0)8 + (ayh + byo) EoH + ayoéh H,
et d’aprés (B72H)
= f* Yo+0xd+ (ay(/) + byo) SoH + ayOf({)Hv

et donc

Ty = f* Yo + (ayh + byo) &0 H + ayoéo H.
On conclue enfin en utilisant (8.38) et (892) : pour tout[d ¢ >0

y(t) = y(®),
¢
= /O €o(t = y)f(W)dy + (ayo + byo) £o(t) + ayo&o (1),
ce qui est exactement (&36]).

REMARQUE 8.28.
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(8.92)

(1) Ces résultats pourraient aussi étre obtenus en utilisant les résultat de m, la Section "Equations différentielles d’ordre

deux" du chapitre "Equations différentielles (ordinaires) a coefficients constants"]. fondés sur la méthode de la double

variation de la constante.

(2) Une autre facon de faire est de d’utiliser les transformations de Laplace (voir votre cours de OMI2).

(3) On peut aussi partirde I’expression donnée par ([B86]) et vérifier que c’est bien la solution de (B85]), comme c’est fait

dans la remarque BI3]l On peut remarquer que y est la somme de y;1 et y2 (qui sont en fait respectivement une solution

de ’équation particuliére de ([B.85a) la solution générale de I’équation homogéne associée ([8.54)) donnée par

no = [ el — ) F(w)dy,

ya2(t) = ayo&o(t) + (ayg + byo)o (1)

Puisque & (et donc &))) sont solutions de ([B54)), par linéarité y2 1'est aussi. Vérifions que y; est solution de (B8Bal).

D’aprés (841), on a successivement (grace a (87720) et (B72d)) :
t /
0 = ([ @t -niwa) .
¢

& — ) f(y)dy + £(0) f(2),

S~ o~

&t —y)f(y)dy,

puis
t

ot — y)f(y)dy) ,
0

t

¥y (t)

€t — y)f(y)dy) ,

Il
\/\/\
o

t
&0 (t — ) f(y)dy + £5(0) £(1),

0
t
= [ &e-vrway+ s
0 a
On a donc puisque &g est solution de ([B54)
t
s () + b0+ en(®) = [ (agh (= v) +beh(e =) + ceolt — ) F(Odt + 1)
= f(®).

6. en fait, cela est vrai presque partout sur R.
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et par linéarité, on a donc
ay" (t) + by(t) + cy(t) = f(1).
Vérifions enfin les conditions initiales (B85h) et ([88hd). D’aprés (B72h) et (BZ2d), on a donc
0
0) = [ €00 =) () + as0€h(0) + (o + buo)éo 0),
=%Yo
et
/ 0 ! " / !
V(0 = [ €0 =)y +€0(0)F(0) + a0 (0) + (e +buo)es0),

= yo(—b5(0) — c£0(0)) + (ayg + byo)&H(0),
= (=byo + ayy + byo)&o(0) — cyoéo(0),
= yp,

ce qui permet de conclure (par unicité de la solution).

¢
8.2.5. Exemples

EXEMPLE 8.29 (Une équation de distribution particuliére). Chercher toutes les distributions Y € D’ (R)
telles que
dans D' (R), Y"+Y =3, (8.93)

et déterminer celles qui appartiennenta D', .

D’aprés la proposition B24] il existe une distribution-fonction de R dans R, notée &, donnée dans la
définition BIT (et donc définie par deux constantes) et une unique distribution Y définie par (73] telles que
Y est donnée par (881]). L’équation caractéristique associée a 'équation différentielle (833) est 72 +1 = 0 dont
les racines sont +i. Ainsi, d’aprés la définition BT et I’équation (B7H]), on a

Y =0xYo+E=Yo+E,
et on laisse au lecteur le soin de vérifier que
&(t) = Acost + Bsint,
&o(t) = sin(t)
ou A et B sont deux constantes quelconques et donc
Y = Hsint + Acost + Bsint. (8.94)
Si, on impose que Y appartient a D’_, alors, d’aprés la proposition 882, la seule solution est donnée par
Y = Hsint. (8.95)

EXEMPLE 8.30 (Une équation de distribution particuliére). Chercher toutes les distributions Y € D’ (R)
telles que
dans D' (R), Y —3Y'+2Y =, (8.96)

et déterminer celles qui appartiennenta D', .
L’équation caractéristique associée est 12 — 3r +2 = 0, c’est-a-dire (r — 1)(r — 2) = 0, dont les racines sont
1 et 2. Comme dans I'exemple 829 il existe deux constantes Cy et Cy telles que

Y=H (et — th) + Ciet + Cye?t. (8.97)
Si, on impose que Y appartient a D’_, alors, d’aprés la proposition 882, la seule solution est donnée par

Y =H (' —e*). (8.98)
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EXEMPLE 8.31 (Choc en mécanique). On considére un point matériel de masse m, soumis & un ressort
linéaire de raideur k£ et & un amortissement visqueux C, dont le mouvement est donc gouverné par I’équation
différentielle

vt, ma'(t) + kx(t) + C2'(t) = f(t), (8.99)

ou f est 'unique force extérieure appliquée. Si le solide est initialement au repos et que I'on commence appliquer
une force f continue & partir de ¢ = 0, la fonction z étant de classe C2, z(0) et 2/(0) sont nuls. Il est des cas
ou si on applique une force f non continue, on peut avoir une discontinuité de la vitesse initiale.

On suppose que le solide est initialement au repos et qu’on le soumet & un choc, appelé percussion, souvent
considérée comme une grandeur infiniment grande appliquée sur un intervalle infiniment petit (autour de zéro,
par exemple). Le bon cadre est celui des distribution, de prendre f = F¢ et de considérer ([899) au sens des
distributions sur R. La distribution F'§ peut étre considérée, comme la limite, au sens des disributions, quand
¢ tend vers zéro de la fonction valant Fe sur [—Fe/2, —Fe/2] comme nous le montrent ’exemple de la
version longue, 'exercice de TD (avec n = 1/¢) ou le TP [Z1] On cherche donc la distribution X € D’ (R)
dans D, telle que

dans D' (R), mX" +kX + CX' = Fj, (8.100)

ot F' est une constante, ce qui est exactement le cadre de la proposition B.25] (puisque F¢ est dans D', ) avec
F = Fé. On a donc, grace a (882 :

X:f*YOZF(S*YOZFYO,

Ainsi, d’aprés (B78), X est une distribution-fonction, nulle sur R _ et égale & F&y sur R ou & est donnée
dans la définition 820l (avec a = m, b = C et ¢ = k). Bref, on a donc

VE> 0, X(t) = FYy(t) = Fé&o(t)H(t). (8.101)

Ainsi, X est une distribution-fonction (voir figure B3], nulle sur R _, de classe C* sur R, continue en zéro,
dont la dérivée admet une discontinuité en zéro.

EXEMPLE 8.32 (Infinités de chocs successifs en mécanique).

Traitons cet exemple sous la forme d’un exercice corrigé (donnée en examen a ’automne 2022).
Enoncé

Soient 7 > 0 et (F;,) une suite quelconque de réels.

(1) On cherche toutes les distributions X € D' (R) dans D/, telles que
+oo
dans D' (R), mX"+kX +CX' = Z Fobrn. (8.102)
n=0

et celles qui appartiennent a D, .

(a) Montrer que la distribution suivante existe
+oo
F =Y Fubrn. (8.103)
n=0
(b) Pour n € N*, chercher tout d’abord une solution particuliére de
dans D' (R), mX" +kX +CX' =§,,. (8.104)

¢) Par linéarité, trouver une solution particuliére de et conclure.
, p

(2) Chercher une situation physique correspondant 8 k =0et C > 07

Corrigé



(1) (a)

()
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Nous avons déja vu dans l'exercice de TD 612 (voir remarque des corrections de TD)
que la distribution définie par

F =Y Fubrn. (8.105)
n=0

existe ; il suffit pour cela de considérer la suite définie par a; = ¢7 et de remplacer o,, par F;.

Fixons n € N*. Cherchons tout d’abord une solution particuliére de

dans D' (R), mX"+ kX +CX' = 6,,. (8.106)
D’apreés le lemme B21] Y;,, une solution particuliére de ([850) avec
a=m, b=C, c=K (8.107)
et
F = 0nr, (8.108)

est donnée par ([B74) (o & est fournie par la définition B20). Ainsi, d’aprés le lemme ([823]), Yy,
une solution particuliére de (8I06) est donnée par

}7” =0rp x Yy,.
D’apres (87H), on a donc
Y = 6rp # (€0 H) (8.109)

D’aprés ce que I’on a déja vu dans I’exercice de TD[ZI] on sait que si f est une distribution-fonction,
on a

Ornx f=f(.—7n), (8.110)
et d’apres (8.109), on a donc

Yo = (&oH)(. — Tn), (8.111)

c’est-a-dire (on rappelle que &y est donnée par la définition B20 avec BI0T)) :

0, six < 01n,

VieR, Y,(t)= { (8.112)

(t—71n), siz>7Tn.

qui appartient donc a Li _(R).

loc
11 suffit de sommer ensuite toute les solutions données par (en les multipliant par F;) (&I1T).

e Tout d’abord, montrons qu’existe la somme suivante :
_ +o0 " —+o0
Y = Z F,Y, = Z Fo(&H)(. —n). (8.113)
n=0 n=0

Prenons (comme dans Pexercice de TD [6.12)) une fonction test ¢ de D (R) a support inclus dans
[A4, B]. On a, pour tout p € N

<Z Ful€oH)(. — ), ¢>> = 3" (o H) (. — ), 6),
n=0 n=0

=35 / (€oH)(t — Tn)o(b)dt,

on pose de nouveau u = t — 7n dans chaque intégrale

-5 /R (6oH) (u)d(u + Tn)du,
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et donc

p p 400
Vp € N, <Z(§OH)(. —7n), ¢> => Fn/o Eo(w)(u + mn)du. (8.114)
n=0

n=0

Puisque n7 tend vers +oo quand n tend vers l'infini,
AN eN, Vp>N, 7p>B. (8.115)

Soit p > N, alors d’aprés (8I15]), pour tout n > p, pour tout w > 0, on a u+7n > 7p > B et
donc l'intégrale f0+°° &o(u)p(u + mn)du est nulle. Ainsi, d’apres (8114

p N +oo
Vp > N, <Z Fu(éoH)(. — Tn), ¢> = Fu /O Eo(u)d(u + Tn)du,
n=0 n=0

qui est une somme finie, indépendante de p. On peut donc faire tendre p vers 'infini et donc

“+o00 N 400
<Z(§OH)(. —n), ¢> =>"F, /0 So(w)d(u + 7n)du,
n=0

n=0
ce qui nous montre que la distribution définie par (8I13)) est définie.
Grace au lemme [6.63] page [[10, on a donc (par linéarité de la somme "infinie" en fait)

o B N +o0 B 1 +o0 B +oo B !
m (Y) kY +C (Y) —m <Z FnYn> +k <Z FnYn> e (Z FnYn> ,
n=0 n=0 n=0
+oo " +oo _ +oo _
— mz E,Y!" + kZFan + CZF,,Y,;,
n=0 n=0 n=0
+oo _ _ "
-Y F, (my,;’ + kY, + CY,;) ,
n=0

et puisque Y,, est définie comme la solution de (BI08)

+oo
= Z Fn(snTa
n=0

et on a donc bien trouvé une solution notée Y de
+oo
dans D' (R), mX"+kX +CX' =" Furn. (8.116)
n=0

Enfin, comme dans la preuve de la proposition[8.24] on montre que toute les solutions de (8116
sont la somme d’une solution particuliére de (BIT6]) et de I’équation homogene associée, c’est-
a-dire,

+oo
X =Y Fy(SH)(.—n) +¢, (8.117)
n=0

ou &, est fournie par la définition B.I7 (avec (8I0T)).
Celles qui appartiennent & D’, sont données, d’aprés la proposition 828, par

+o0
X = Fu(&H)(.— ). (8.118)

(2) En cours de rédaction

REPRENDRE (voir latex)
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8.3. Un exemple de résolution d’'équation différentielle (ordinaire) d’ordre 4

En cours de rédaction

8.4. Fonctions de Green : résolution d’'équations différentielles par la convolution

On appelle fonction de Green en physique ce que les mathématiciens appellent solution élémentaire ou
fondamentale d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées
partielles linéaire & coefficients constants, méthode qui a été vue dans les deux sections B.1] et

On renvoie pour plus de détails a [Pet98, p. 79 a 83] ou a
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_Green
http://mpej.unige.ch/ “kunz/lectures/green.pdf
http://houchmandzadeh.net/cours/Math/chap_GreenFunction.pdf

8.5. Formulations faibles ou énergétiques (pour résolutions d’équations aux dérivées partielles)

Nous allons étudier dans cette sections quatre problémes classiques en mécanique, traduits par une équation
différentielle et qui fait intervenir la dérivée usuelle bien connue des fonctions. Nous montrons que cette équation
différentielle peut étre avantageusement vue au sens des distributions et que vision permet de :

— donner un sens plus général au probléme étudié, en permettant notamment de considérer des charge-

ments plus généraux (notamment la présence de forces ponctuelles qu’interdit la formulation usuelle).

— fournir 'existence et 'unicité du probléme posés.

— donner un cadre dans lequel une approximation numérique peut étre envisagée et qui est a la base de
la théorie des éléments finis, qu’il est impossible d’ignorer pour un ingénieur mécanicien digne de ce
nom !

Nous verrons ensuite en section que la formulation faible n’est qu’une formulation énergétique, tout

a fait identique au théoréme des travaux virtuels qui vous connaissez (ou apprendrez). De méme, dans le cas
particulier de la poutre en flexion étudiée en section [6.2] nous verrons que la formulation faible introduite
permet de retrouver deux théorémes classiques de la RDM : le théoréme de Castigliano et celui de la force
unitaire.

Nous montrerons quelques illustrations de simulations effectivement réalisées, s’appuyant sur toute cette
théorie.

On pourra consulter pour plus de détails

— |[Sallll] présentation concise mais compléte de la méthode des élément finis; Comme le dit lui-méme
l'auteur : "Les étudiants n’étant pas familiers avec les notions de base de 'analyse fonctionnelle,
[Pauteur a| préféré éviter toute sophistication qu’induirait inévitablement I'introduction des espaces
de Sobolev. Pour simplifier la formulation variationnelle des EDP est présentée comme une méthode
permettant d’affaiblir les hypothéses sur la solution en considérant des fonctions continues et C' par
morceaux plutét que des fonctions de classe C'. L’inconvénient majeur de cette approche est ’absence
de théorémes assurant ’existence et 'unicité des solutions comme le ferait le théoréme de Lax-Milgram.
Ainsi, I'existence d’une solution est toujours postulée".

— |Roy0d, chap. 6], trés pédagogue, il part d’'un exemple monodimensionnel trés simple sur lequel il
montre le traitement complet par formulation faible puis par éléments finis avant de refaire la méme
démarche sur le probléme complet de 1’élasticité linéaire ;

— |RT92] beaucoup plus matheux que la référence précédente, il donne les bases des formulations faibles
et leur discrétisations pour différents problémes;

— |Duv9Q, chap. 6] le traitement complet des différents types de problémes de 1'élasticité linéaire.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_de_Green
http://mpej.unige.ch/~kunz/lectures/green.pdf
http://houchmandzadeh.net/cours/Math/chap_GreenFunction.pdf
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Naturellement, cette partie n’est qu’une toute petite introduction et n’a pour but de se supplanter aux
enseignements que vous recevrez en mécanique sur les éléments finis, mais au contraire de renforcer votre
connaissance de ce probléme, par une vision un peu plus théoricienne !

REMARQUE 8.33. Notons aussi qu’au cours de votre formation, vous avez peut-étre appris d’autres mé-
thodes que les éléments finis pour approcher numériquement certains problémes, par exemple, celles des dif-
férences finies. Par exemple, si on discrétise le probléme de la section B5.1] en prenant une corde fixée A ses
deux extrémités, le probléme discret obtenu par éléments finis est le méme que celui obtenu par une simple
discrétisation spatiale du laplacien en monodimensionnel, & la base du schéma aux différences finies. Ne rejet-
tons pas pour autant les formulations faibles! D’une part, une force ponctuelle, modélisée par un dirac ne peut
étre prise directement en compte par les différences finies. D’autres part, pour d’autres conditions aux limites
(notamment en dérivées comme dans le cas traité), ce schéma aux différences finies n’est pas aussi performant.

8.5.1. La corde sur fondation élastique

8.5.1.1. Principe.
Cette partie reprend I'exemple de la corde sur fondation élastique |[Roy05, chap. 6, p. 273-287].

I

FIGURE 8.4. La corde sur fondation élastique.

Cette corde est fixée & son extrémité gauche x = 0, tandis que son extrémité droite x = L est soumise a
une tension 7T inclinée d’un angle par rapport a I’horizontale donné par tanf = X ot A est un réel donné. Elle
est soumise & une densité linéique de force g connue (voir figure B4)). On adimensionne en posant k =T =1
de sorte que l'on cherche f : [0, L] — R vérifiant

Ve e[0,L], —f"(z)+ f(z) = g(x), (8.119a)
avec les conditions aux limites

f(0) =0, (8.119D)

f(L) =X (8.119¢)

Attention, les notations ne sont pas exactement celles de [Roy05, chap. 6, p. 273-287], mais le probléme
est le méme! Dans (8119), la fonction g est supposée continue, donc f doit étre C2.

(1) Posons © =]0, L[. On part de la formulation (8119al) que 'on multiplie par une fonction u et que I'on
intégre sur [0, L]. On supposera pour cela que f est dans H2(f2) et g et u sont dans L?(£2). On obtient
donc

L L L
— / I (z)u(z)dz —|—/ f(x)u(z)dr = / g(z)u(x)dz. (8.120)
0 0 0
Si u est dérivable, de dérivée dans L2, une intégration par partie donne
L L
- [ @t = [ £ s - (£,
0 0

ce qui donne

- / F(@yulz)de = / F (e (@)dz — f/(Lyu(L) + f'(0)u(0), (8.121)
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et donc avec (8I19d) et (BI20), on obtient finalement

L L L
| F@u@ds - ()« o)+ [ et = [ g
0 0 0
On impose la condition suivante sur w :
u(0) =0, (8.122)

de sorte que

L L L
/0 fl(z)u (x)dx +/O f(@)u(z)dr = Mu(L) Jr/o g(x)u(x)dx. (8.123)

Cette formulation est dite faible : on a besoin de moins d’hypothése de régularité sur f a priori : il
suffit que f’ existe et soit dans L2(Q), c’est-a-dire, f dans H'(Q) (voir annexe [R)). Dans ce cas, f est
continue et f(0) a un sens. On imposera la condition (8I19D) a f :

£(0) = 0. (8.124)

Pour que les intégrales fOL f(@)u(z)dx et fOL f'(x)u/ (z)dx existent, on imposera aussi & u d’étre dans
H(Q). Puisque (8122) a lieu, on imposera donc & u d’appartenir & 'espace V défini par

V={ue H(Q), u(0)=0}. (8.125)

Bref, on a montré que si (8I19) a lieu, alors, pour tout u € V, on a (8I23). On peut affaiblir cela et

n’imposer a f son appartenance a V' (assurant ainsi (8124))).
Finalement, on considére V' défini par ([8I25]), on définit a et L par

L
Yu,v €V, a(u,v) = /0 o' (z)v'(2) + u(z)v(z)de, (8.126a)

L
YoeV, L(v)=M(L) +/ g(x)v(z)dx. (8.126b)
0
f est cherchée sous la forme de la formulation faible suivante :
feVetVueV, a(f,u)=L(u). (8.127)

REMARQUE 8.34. On a donc remplacé la formulation forte (8119) (équation différentielle exigeant
que f" existe) par la formulation faible (8I121) (forme intégrale exigeant que f’ soit intégrable).

La condition au bord (RII9D) a été intégrée dans la formulation faible (BI27), tandis que la
condition au bord (8I19d) a apparamment disparu!

Cette formulation faible est en fait un théoréme des travaux virtuels, bien connu en mécanique !

Le résultat [S.1] de I'annexe [§ permet de démontrer I’existence et I'unicité de la solution du probléme
®I2T). On admettra que a et [ satisfont les hypothéses du lemme [S11

En effet, ce probléme est un cas particulier de (S.35)) et admet donc une unique solution d’aprés le lemme|[S.1 page 297}
Ici, a et £ sont définie par [BI26]). Les hypothéses du lemme [SI]sont vérifiées :
— On munit H! de son produit scalaire usuel. donné par

L
(u,v) = /0 o (2)0 (&) + ul@)o()dz. (8.128)

L’espace V est un sous-espace fermé de H!(0, L) comme noyau de I'application ® : H!(0, L) — R par ®(v) = v(0),
ce qui montre que V est un espace complet (voir preuve compléte par exemple dans |[Roy035, p. 276-277]).

— a est coercive et bilinéaire, car c’est exactement le produit scalaire de V'!

— On vérifie que L est continue.

¢

Il reste maintenant & montrer que, réciproquement, la formulation faible (8127)) entraine la formulation

forte (BI19).
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(a) La condition au limite (8I19D) a lieu puisque f est choisie dans V, qui I'impose !

(b) Soit ¢ une fonction test de D (2), ensemble inclus dans V. Ainsi, (8127) appliqué & u = ¢ a lieu et
donc puisque ¢(L) =0

L L
/ F@)6 @)+ f@ola)ds =2o(L) + [ glelot@rts = [ glarole)da,
0 0
que l'on peut réécrire (puisque f et g sont dans L2(£2))

(f',0") +(f,0) = (9,9),
soit encore

7<f”7¢> + <f7¢> - <gv¢> =0.

On a donc
V(bE D(Q)v <7f”+ffga¢> :07 (8129)

ce qui traduit exactement que
dans D' (Q), —f"+f=g. (8.130)

Si g et f sont dans L?(12), alors, d’aprés (BI30), f” = f — g est dans L?() et donc f est dans
H?(Q) et vérifie

— f(x) + f(x) = g(x), p.p.sur Q. (8.131)

On est donc remonté a la formulation forte (8II9al), valable seulement presque partout et non
partout.

(c) 1l reste & montrer que ([8II9d) a lieu. Notons que f étant dans H?(Q2), f’ est continue et f'(L) a
bien un sens. On reprend la formulation (8I127) :

L
Yo eV, / f(x)v'(x) + f(z)v(z)de = Mv(L) Jr/o g(z)v(z)dz. (8.132)

Si on utilise de nouveau (8IZI]) « a l’envers », on a donc :

/OLf'< / f"(@)v(x)dz + f'(L)o(L) - f’ / F(@)(x)da + f'(L)v(L),
et (8I32) donne donc

Woev, / £ (@)o(x)dz + (L / fla — () + /0  o@o(@)de.
soit

L

Yvev, /0 (=1"(@) + f(x) = g(@))v(z)dz = (= f'(L) + No(L).
De (8I31), on tire donc
VoeV, (—f(L)+ MNv(L)=0.
Si on choisit v € V' tel que v(L) # 0 (dont on admet que c’est loisible), on a donc
fi(L) =X

et on retrouve (8119d).
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Ce probléme constitue le probléme modéle de ’équation aux dérivées partielles avec conditions aux limites
et qui sera généralisé au cours de la section B.5.4]

On peut aussi vérifier que, grace a cette formulation faible, on peut donner un sens plus général a (8I19al)
en ne supposant plus que g est dans L%(0, L). On peut aussi le supposer égal & &, ot | €]0, L[ pour modéliser une
force ponctuelle de norme G (exactement comme dans la section[6.2)). La formulation faible (8127 s’obtiendrait
de la méme facon en considérant (8I19a)) valable dans D’ (2) en remplagant g par Gd; et en lappliquant
formellement & u € V : on aurait la formulation faible (ou variationnelle) est la suivante : On cherche f
appartenant & V telle que

L
Vu eV, /0 (@) (z) + f(x)u(z)de = Mu(L) + Gu(l). (8.133)

On consultera ’exercice des TD ou 'on étudie une situation analogue

Nous donnons maintenant une trés rapide introduction a la méthodes des éléments finis.

8.5.1.2. Trés trés trés rapide introduction a la méthodes des éléments finis.

Considérons le probléme (8I27) que 'on « remplace » par le probléme suivant : on cherche V}, un espace
de dimension finie inclus dans V' et on cherche f;, vérifiant

fn € Vi et Yup € Vi, al(fr,un) = L(up). (8.134)
Remarquons que (8I27) implique en particulier
Yup, € Vi, a(f,un) = L(up), (8.135)
et par différence avec (8I34)), on obtient donc
fn € Vet Vup, € Vi, al(fn — f,un) =0. (8.136)

On a vu (dans BI28)) que a peut étre considéré comme le produit scalaire usuel (.,.) de V, ainsi on peut
réécrire ([BI36]) sous la forme
fn € Vi, et Yuy, € Vy, <fh — f, uh> =0. (8.137)

Autrement dit, f — f, est orthogonal & tous les éléments de uy, donc f;, est la projection orthogonale de f sur

Vi

FIGURE 8.5. fj est la projection orthogonale de f sur V},

Vi (voir figure B3]). Quand h tend vers 0, la dimension de V}, tend vers l'infini et V}, « tend » vers V' autrement
dit f3, tend vers f. L’approximation élément fini f; de f tend donc vers f.
La mise en ceuvre de la recherche de 'espace V}, constitue une étape de la discrétisation par éléments finis.
La résolution du probléme approché ([8I34) se fait par 'intermédiaire d’un systéme linéaire. On pourra
par exemple consulter 'exemple trés pédagogique déja cité [Roy05, chap. 6, p. 278-287].
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8.5.2. Une poutre encastrée-libre, chargée

Reprenons le probléme de la poutre encastrée a gauche, libre & droite et soumise a une densité linéaire
d’effort tranchant p, gouvernée donc pas les équations données dans I’annexe

8.5.2.1. Reprises des calculs précédents.

Un peu de recul permet de comprendre, une fois les distributions digérées, que les probléme rencontrés
lors du chapitre ne sont plus des problémes.

Reprenons rapidement les calculs menés au cours de la section (et dans l'annexe[O]). L’équation (6.29)
est & prendre au sens des distributions, c’est-a-~dire ici avec Q =]0, L[

F$
@ - Z°L/2 D' (Q 1
v T dans D’ () (8.138)
On rappelle (!) que
(H(.—L/2) = 1) =6p,/9, dans D' (Q). (8.139)

Si on définit la fonction v comme (G.4)), le résultat déterminé a la main, on vérifie successivement que, grace a
62, (63), @) et GI0),
— v égale a F(H(.— L/2) —1)/(EI), est une fonction de L?(0, L), constante par morceau, discontinue
en L/2;
— sa dérivée, v(*), donnée par (BI3Y) égale a F(d1/2)/(EI), n’est pas une fonction de L?(0, L), mais une
distribution ;
— la fonction v” est affine par morceaux, continue et dans H'(0, L).
— la fonction v’ est de classe C! et dans H?(0, L).
— la fonction v est de classe C? et dans H3(0, L).
Toutes les équations de 1’équilibre local (O.3) sont vraies au sens des distributions et ont lieu, de plus, partout
ou les fonctions peuvent étre dérivées usuellement, ¢’est-a-dire, sur [0, L]\ {L/2}. De plus, (O.4)) est bien vérifiée.
De fagon plus générale, on peut donc introduire une densité linéaire de charge verticale p de la forme

P=q+Y  Fibs,, (8.140)
k

olt ¢ est une densité réguliére (dans L?(0,L)) qui est une vraie fonction et pour tout k, Fj.d) représente une
force ponctuelle Fjk appliquée en xj. Ainsi p est un élément de D’ (Q).
On considére donc le probléme défini par : chercher v telle que (2 =]0, L[)

dr

7 TP=0 dans D' (Q2), (8.141a)
x

dM

P T =0, dans D' (Q), (8.141b)
x

d?v M

ﬁ = E, dans DI (Q), (8141(3)

v(0) =0, (8.1414d)

v'(0) = 0. (8.141e)

On peut aussi le remplacer par un probléme faisant disparaitre M et T' : chercher v telle que

d*v P
— == D' (2 142
A = B dans D' (), (8.142a)
v(0) =0, (8.142b)
v'(0) =0, (8.142c)
v (L) =0, (8.142d)
v (L) =0. (8.142¢)
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Si les Fy, donnés dans (8I40) sont tous nuls, p est dans L2. Ainsi, d’aprés (8142al), v est dans H*(0, L) C
C3(0,L). Ainsi, (BI4Id) a lieu partout sur [0, L] et (8I42a) presque partout sur 0, L[. La formulation
faible du probléeme (8I42) s’obtient en counsidérant (8I42al), en le multipliant par une fonction u
élément de 'espace

V={ueH*0,L): u(0)=1u'(0)=0}, (8.143)
et en intégrant sur [0, L], ce qui donne

L 1 [E
/0 v(4)(s)u(s)ds:ﬁ/0 p(s)u(s)ds. (8.144)

Deux intégrations par parties successives donnent

/0 oW (z)u(z)dr = /0 v (z)u" (z)dz — o (L)u' (L) + " (0)u/ (0) + v®) (L)u(L) — v® (0)u(0).  (8.145)

On a donc pour tout u € V
/0 ! o (x)u (x)dz — v (L)w' (L) + 0" (0)u’ (0) + v® (L)u(L) — v (0)u(0) = % /0 ' p(s)u(s)ds,
soit, compte tenu des conditions aux limites (81420), (RI42d), (RI142d) et (BI42d),
Yu €V, /OL V() (x)dr = % /OL p(s)u(s)ds. (8.146)

Ce probléme est un cas particulier de (81 et admet donc une unique solution d’aprés le lemme [S1
On passe de la formulation faible au probléme initial (8142) avec p dans L?(0, L) en appliquant (8146
a tout fonction test ¢ € D (£2), puis a toute fonction de v € V' et en réutilisant (8.145).

Ici, a est définie par
L
Vu,v €V, alu,v) :/ o (z)v" (z)dx, (8.147)
0

et L par
1

L
YueV, Llu)= —/ p(s)u(s)ds. (8.148)
EI J,
L’espace V est muni du produit scalaire de H?(0, L) (voir annexe [R]).
Dans le cas général, ot p est donné par (8I40), c’est la dérivée au sens des distributions de la fonction
de L?(0, L) donnée par
r(z) = / q(s)ds + Y  FLH(. — zx), (8.149)
0 k
Donc, d’aprés (8I41a), T est dans L2(0, L). D’aprés (RI41D), M est dans H'(0, L) et donc d’aprés
(BI4Id), v est dans H3(0,L) C C?%(0, L). Ainsi, (8I41d) a lieu partout sur [0, L].
Dans le cas ot p se réduit & F'dr, /5, on a donc
p = Fidr 2, (8.150)
et la formulation faible du probléme ([8I42) s’obtient formellement en considérant ([8142a]) et en Iap-
pliquant & une fonction u élément de l'espace défini par (BI43) ce qui donne

1 u(L/2)
<v(4),u> = E<F5L/2,u> = FT,

soit encore de fagon formelle

/0 v (2)u(z)dr = u(éf)’ (8.151)
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soit encore grace a (8145, pour tout u € V

u(L/2)
EI ’

soit, compte tenu des conditions aux limites (81420), (RI42d), (RI142d) et (BI42d),

Yu eV, /0 V" (z)u" (x)dx = F%, (8.152)

L
/0 O (2! (z)dx — " (L)u' (L) + 0" (0)u' (0) + 0@ (L)u(L) — v® (0)u(0) = F

Ce probléme est un cas particulier de ([S.5) et admet donc une unique solution d’aprés le lemme [S11
On passe de la formulation faible au probléme initial (8142) avec p donnée par (8I50) en appliquant
(BI52) a tout fonction test ¢ € D (), puis & toute fonction de v € V' et en réutilisant (8145]).
Ici, a est définie par (8I47) et £ par
u(L/2)
EI

YueV, L(u)=F (8.153)

(3) Enfin, dans le cas général o p est donné par (8I40), on a donc la formulation variationnelle suivante
L 1 L
eV, / (@ () = / a(s)us)ds + 3 Fu(ay) | - (8.154)
0 0 A

8.5.2.2.  Autre probléme.
On reprend les équations du probléme (8I42) avec p nulle et en appliquant un seul effort tranchant Tp
appliqué a lextrémité L de la poutre : on remplace donc (81426 par

T
Gy = _=2 8.155
v = . .
(L) = -7 (8.15)
On peut montrer qu’a ces équations est associée la formulation faible suivante : on considére ’espace défini

par (8I43)). On cherche u telle que

Ty

= Zru(L). (8.156)

L
Yu €'V, / o (z)v" (x)dx
0
Ce probléme est un cas particulier de (S.1) et admet donc une unique solution d’aprés le lemme [S] et
comme précédemment, ’existence et 'unicité de u est alors assurée ainsi que son approximation par éléments
finis.

REMARQUE 8.35. Les équations a priori équivalentes (8.141]) ne sont pas considérées. En effet, d’une part,
si le chargement p est quelconque, le calcul du moment M en fonction de p nécessite un calcul d’intégration
que l'on ne sait pas nécessairement mener. D’autre part, cette formulation ne fournit pas de formulation faible.

8.5.2.8. Autre probleme : le lézard sur une branche.

En fait, la formulation de la section B.5.2. Tl n’est pas trés intéressante en soi : on peut calculer I’expression
exacte comme dans ’exemple de la section Mais un calcul a été examiné dans une probléme rencontré
au sein du Centre de Recherche et d’Innovation sur le Sport (CRIS). Il s’agissait d’étudier un lézard s’agitant
au bout d’une branche, supposée encastrée a son autre extrémité; il crée donc un effort tranchant Tp(t) qui
dépend du temps, supposé connu. La poutre n’est plus élastique linéaire mais présente un amortissement noté
E.

En dynamique, le probléme décrit par (8142) avec p nulle et (8I50) est remplacé par le probléme suivant :
on cherche v, une fonction de [0, L] x [0,T] dans R vérifiant

0%u 0*u 0%u

S—— +FEI— + E'T
PogE TE G TR g

=0, (8.157a)
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avec les conditions initiales

u(z,0) = connues, (8.157b)

Ou —(x,0) = connues, (8.157¢)

ot

et les conditions aux limites

u(0,) = 0, (8.157d)

ou

%(0715) =0, (8.157e)
0?u Pu

FEI—(L E'I L A157f
92 5(L,t) + 510n 2( ,t) =0, (8.157f)
PPu o'

EI& (L,t) JrEI6 5 5 (L,t) = =To(1). (8.157g)

Il ne s’agit pas de tout refaire sur cet exemple plus compliqué. Donnons juste les grandes lignes du calcul. On
peut montrer qu'’il existe des fonctions (dépendant de 1’espace seul), appelées fonctions propres, en nombre
infini, et sur laquelle on peut décompose la solution u(z,t) :

=Y Bult)un(x). (8.158)
n=0

Si on ne prend qu’un nombre fini de ces modes, il nous alors résoudre un nombre fini d’équation différentielles
(ordinaires) en temps qui permettent de calculer les différentes fonctions f3,,. Les modes propres u,, peuvent
étre déterminés de fagon analytique ou alors en résolvant le probléme spatial de la section R5.2.2 par éléments
finis. On recompose alors la solution u en prenant un nombre de modes suffisant.

Concluons par la donnée de deux vidéosﬁ qui reprennent des simulations faites sous matlab, en régime
libre (avec Ty nul) :
avec B/ = 0 : http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/formation_matlab/poutrevibrante_amor_nul.
avi
avec ' > 0:http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/formation_matlab/poutrevibrante_amortie.avi

8.5.3. Le probléme de la chaleur (stationnaire)

Un autre probléme, type équation aux dérivées partielles avec conditions aux limites, est celui de la chaleur
en stationnaire : on cherche v d’une partie 2 de R? dans R vérifiant —Au = f dans ) avec des conditions
aux limites imposée en flux et/ou en valeurs. Ce deuxiéme probléme est bien connu et se préte trés bien & une
formulation faible, mais ne sera pas traité ici. Voir par exemple [RT92, chap. 2, section 2.1].

8.5.4. Un probléme complet d’élasticité

On renvoie au probléme complet de 1’élasticité linéaire en petite déformation en tridimensionnel : voir
[Roy08, chap. 6, p. 287-301], [RT92] et [Duv90, chap. 5-6]. Dans ce dernier cas, voir le probléme de type I. La
formulation faible de ce probléme n’est autre que le principe des travaux virtuels.

8.5.5. Autre vision des formulations faibles : théoréme des travaux virtuels, du second théoréme de
Castigliano ou de la force unitaire (en RDM)

8.5.5.1. Théoréme des travaux virtuels.

Les trois exemples vus en section [B.5.1] B.5.2 ou[B5.4] peuvent aussi se voir comme le théoréme des travaux
virtuels en RDM ou en MMC (voir [Roy03]).

7. a visualiser plutét avec VLC.


http://utbmjb.chez-alice.fr/UFRSTAPS/formation_matlab/poutrevibrante_amor_nul.avi
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L)2

L L

(a) La structure réelle (b) La structure virtuelle
FIGURE 8.6. Les deux structures étudiées .

8.5.5.2. Théoreme de la force unitaire (ou de la charge unité)(en RDM.

Montrons maintenant que la formulation faible de 'exemple [B] donné dans la section B.5.2.1] n’est rien
d’autre que le Théoréme de la force unitaire (ou de la charge unité) de la RDM (voir par exemple
http://membres.multimania.fr/entpsws/down/cours_pdf/Resume_meca_99.PDF, p. 100)

Considérons la méme structure (encastrée libre), dite « virtuelle », que celle de 'exemple Bl donné dans la
section B5.2.1] mais qui n’est soumise qu’a une seule force unitaire F' = F = 1, au point d’abscisse I €]0, L.
Notons T et M les fléches et le moment (« virtuels ») dans cette structure, faciles a calculer, et M et v les
fleches et le moment (réels) dans la structure compléte de ’exemple Bl donné dans la section BH.2T] (voir figure
[Ba).

La formulation faible (8154) s’écrit donc, pour la structure « virtuelle »,
L -/ 1 u(l)
Yu eV, v (x)u" (x)de = —=. (8.159)
0 EI
Les deux structures ont la méme géometrie donc les espaces V' associés aux deux formulations variationnelles
BI5d) et BIRT) sont les mémes. Appliquons la formulation variationnelle (8I59) au déplacement v de la

structure réelle : il vient
r v(l)
/0 5"(:13)1)"(30) xr = ﬁ (8160)

D’apres (O.Tal) appliquée aux structure réelles et virtuelles, on a donc

QU

M
v = 8.161
YT ED (8161a)
M
"= 161b
YT ED (8.161b)
qui permet donc d’écrire (8I60) sous la forme
L 1ol
v(l) = EI/ v ()" (z)dr = — MMdz,
0 ET Jy
et donc, finalement,
1 L
)= — MMd .162
o) =57 | M (8.162)

ott M est le moment (virtuel) de la structure qui n’est soumise qu’a une seule force unitaire F, au point
d’abscisse | €]0, L[ et M est le moment (réel) de la structure réelle : il s’agit bien du théoréme de la force
unitaire ou f MM est appelée intégrale de Mohr.

EXEMPLE 8.36. Calculons ainsi le déplacement de la poutre déja effectué au début de la section (voir
©8)) au point I €]L/2, L.


http://membres.multimania.fr/entpsws/down/cours_pdf/Resume_meca_99.PDF
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On considére donc la structure virtuelle soumise 4 une seule force unitaire F = F = 1, au point d’abscisse
1 €]o,L].
Si on suppose ([6.0]), on a en reprenant le calcul ([€4) pour le moment virtuel

l—x, six<lI,

(8.163)
0, sixz>1.

Yz e[0,L], M(z)= {
Le moment réel M est donné par (@4). On a donc d’aprés (8162,
!

MDéTALMWMzAUZWU2@Uxﬂx+L,0xUzMz+ZJML

/2
et donc

1/2
v(l) = /0 F(1/2 —z)(I — z)dx, (8.164)

soit, aprés calculs,

11
o) =15+ 5 (8.165)

ce qui est exactement (B.61). Notons que cette expression est encore exacte si [ tend vers 1.

8.5.5.8. Second théoréme de Castigliano (en RDM).

Montrons maintenant que la formulation faible de I’exemple [B] donné dans la section B.5.2.1] permet de
retrouver le Second théoréme de Castigliano de RDM (voir par exemple section 4.4.3 et Théoréme 3.41 p. 66
de [Baslld|) qui implique aussi le théoréme de la charge fictive [Baslld, Théoréme 3.47 p. 71]).

L’application du lemme a la formulation variationnelle ([8I54) permet donc d’écrire (en
remplagant ® par EI®)

d(v) = min O (v), (8.166)
ou
EI L 9 L
YoeV, &)= 7/ o' (z)dx — / q(s)u(s)ds + ZFku(xk) . (8.167)
0 0 .
Notons M le moment dans cette structure. D’aprés (O.7a) on a donc (BI61D) et donc
1 [E L
— 2 _
O(u) = 2EI/0 M*(z)dx /0 q(s)u(s)ds + ;Fku(xk) ,
soit

D(u) = ;ﬁ/o M?(x)dx — </0 q(s)u(s)ds + zk:Fku(:Ek)>, (8.168)

=W

=Ws
On constate que ®(u) apparait comme la somme de W7, appelée énergie de déformation et W appelée travail
des forces (dans le champ de déplacement u). Ainsi, selon (8I66), la configuration de la poutre minimise
Pénergie totale ®(u).

Par ailleurs, isolons parmi toutes les forces externes appliquées a la structure (¢ et Fj), une des forces
ponctuelles Fy, notée F', appliquée au point [ €]0, L[. On a donc

D(u) = ;ﬁ/o M?(x)dx — (/0 q(s)u(s)ds + ;Fku(xk)>

L L
— %/O M?(z)dx — (/0 q(s)u(s)ds + Fu(l) + ZFku(zk)> ,
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soit encore
D(u) = L /L M*(z)dw — Lp(u) — L(u), (8.169a)
2EI J,
ou
Lr(u) = Fu(l), (8.169b)
qui dépend de F' et

L(u) =" Fou(zy), (8.169c¢)

qui ne dépend de F. Considérons enfin application F de R dans R qui au réel f associe ®(uys) ol uys est le
déplacement dans la poutre correspondant a la valeur F' = f. On a donc u = up et d’apres (8I6G), on a

VEER, ®(us) > d(u),

P(u) = P(up),
et donc F admet un minimum en f = F, c’est-a-dire que
oOF
—(f=F)=0.

Or, d’apres (8169)

OF o (1 [* 1 0 (F

Z(f=F)= — [ — M2 —F - M? _

G =F)= 5 (m | 2@ um) SEToF |, M~ ().
c’est-a-dire,

(1) = L 0 /L M?(x)d (8.170)
YW= SR aF e '
soit encore, en dérivant sous le signe somme :
I oM

Les équations (BI70) ou (BITI) constituent exactement le Second théoréme de Castigliano de RDM (voir par
exemple section 4.4.3 et Théoréme 3.41 p. 66 de |[Baslld|) qui implique aussi le théoréme de la charge fictive
|[Baslld, Théoréme 3.47 p. 71]).

EXEMPLE 8.37. Reprenons avec cette méthode pour traiter de nouveau I’exemple [8.36)
On applique cette fois-ci une charge fictive f a labscisse [ > L/2. Si on suppose (G.0]), on a en reprenant

le calcul ([6.4)

0, six >,
Vo e[0,L), Mz)=1{ f(i—u), sil/2<z<l, (8.172)
fl—x)+F(1/2—2), siz<1/2

Calculons donc fOL M(x)OM/OFdx en y faisant tendre f vers 0 ce qui donnera le déplacement recherché. On

a donc
L oM 1/2 1 1
/0 M(m)a—Fdx = /0 (fl—2)+F(1/2—2)) (1 —=x)dz + s fl—2)( —z)dx +/l Odz,
et donc si f tend vers zéro,
1/2
u(l) = / F(1/2 —z)(l — z)dx, (8.173)
0

ce qui est exactement la méme intégrale que ([8I64) et qui redonne donc bien (BI65).
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Annexe A

Nombres complexes

Cette annexe constitue ’annexe I (en partie enrichie et développée) de [Basl1b].

Cette annexe propose quelques rappels théoriques sur les complexes en section[A 1] des exercices en section
ainsi que plusieurs problémes corrigés de géométrie en section [A3l

On pourra aussi consulter http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_complexe ou [V&l0(] et, pour un
regard historique et culturel, on pourra se référer a 'ouvrage |[EG99| (difficile!).

A.1. Quelques rappels théoriques

A.1.1. Notions de base
On rappelle que
C={a+ib:a,be R} avec i’ = —1. (A.1)

On en déduit la somme, le produit et la division de deux complexes, mis sous forme algébrique (c’est-a-dire

définis par (AJ) :

(a+ib) + (a/ + i) = (a+ad') +i(b+ 1), (A.2a)

(a +1ib).(a’ +ib’) = aa’ — bb’ +i(ab’ + a'b), (A.2Db)
. . N / / _ / !/

Lf—i_l.b :(a—i—zb)(a zb):aa + bb ; ab —|—ab. (A.20)

a + b’ 0/2 + b/2 a/2 + b/2 a/2 + b/2

On rappelleﬁ aussi que, pour tout nombre complexe non nul z = a + b, il existe un unique couple (r, 6)
appartenant & R x [0,27] tel que
z = pe'?, (A.3)
ot, par définition,
e = cos @ +isinb. (A4)
La forme ([(A3)) est appelée la forme exponentielle. On appelle p le module de z et on le note |z|; on appelle 6
Pargument de z et on le note arg z. Attention, dans le chapitre 2] section ZZ5. 4.1l ’argument est nécessairement
dans lintervalle | — 7, 7.
Pour calculer (p,#) a partir de (a,b) (ou réciproquement), il suffit de remarquer que (p, ) désignent les
coordonnées en polaires du point de coordonnées cartésiennes (a,b) (voir [Bas22, Annexe "Trigonométrie"]).

Voir Pamnexe

REMARQUE A.1. En toute rigueur, 6 appartient a R et est donc défini a 2w prés. On parle alors d’un
argument de z.

1. Cela provient du fait qu’en notant (r,6) les coordonnées polaires du point (a, b), on a
a=rcosb,
b=rsinb,

et donc
z=a-+ib=rcosf + irsin(d) = r (cos + isin(6)) .
On choisit donc la convention (A, ce qui permet d’écrire (A3).
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L’avantage de I'usage de la notation exponentielle apparait avec les formules suivantes

peie « plew/ _ pp/ei(9+9’), (A.5)
17

pe’ P io—6’

et = ;eZ( ). (A'6)

Ainsi, la forme exponentielle est donc adaptée au calcul de produit et de rapport de nombres complexes alors
que la forme algébrique est utilisée pour le calcul de somme de complexes.

A.1.2. Résolution d’équation du second degré

A.1.2.1. Eaxtraction de "racine carrée”. Tout nombre réel positif admet une racine carrée. Tout nombre
complexe admet deux racines carrées. Attention, on ne parle pas de la racine d’un complexeﬁ.
Soit un nombre complexe z (non nul). Il existe une unique paire {z1, 22} de complexes telle que

2= —zet 2 =22 = 2. (A.8)
On pose z = a + ib et on cherche les nombres z; et z5 sous la forme
Z=a+iS.
On a donc
z=a+ib=2%=a% - %+ 2iap.

En séparant partie réelle et imaginaire, on a donc

a? — 3?2 =a,

(A.9)
af =b/2.
Puisque |Z|? = |z| = Va% + b? est connu, on déduit donc de ([A9) que
2 _ g2 _
o~ =a (A.10)
o 4 B = JETT.
Par somme et différence, on en déduit a? et 82 :
= b s VT, @
52:%(—a+\/a2+b2). -

On vérifie que les deux quantités a + va? + b? et —a + va? + b? sont nécessairement positives. On en déduit
donc alors « (aux signe preés, deux solutions) et 5 (aux signe prés, deux solutions), ce qui fait quatre solutions
pour Z. On discrimine grace a 'étude du signe de o8 fourni par la seconde équation de ([A9)) ; on obtient donc
bien deux solutions opposées pour Z.

2. Dans R, on rappelle que, pour tout z > 0, \/x est le seul nombre positif qui élevé au carré donne z. En effet, I’équation
y? = z a deux racines qui sont ++/z. Dans C, il n’existe pas de relation d’ordre (c’est-a-dire un moyen de classer les complexes)
compatible avec les lois + et X comme dans R; si c’était le cas, comme dans R, tout nombre carré serait positif, ce qui est
évidemment faux pour 2 = —1!

De méme, on n’utilise pas le symbole \/ pour évoquer I'une des deux racines d’un complexe. On peut aboutir par exemple a

P’aberration suivante :

I=Vixl=/(-)x (D)= x+/(-1)=ixi=di=-1 (A7)

Moyennant certaines conventions, on peut tout de méme définir la fonction z — /z et lever le paradoxe de (A7). Plus de
détails dans ’annexe [E]
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EXEMPLE A.2. Déterminons les racines carrées de z = 5+ 124. On refait les calculs précédentsﬁ aveca = b
et b = 12 et on obtient, selon (AT,

o2 =1 (5452 +12%) =L (5+13) =9,
g =1 —5+\/52+122):§(—5+13):4.

On en déduit donc
a=+V9 =43,
{ B =+v4==+2.
Selon (A.9), on a a8 = b/2 = 6; ainsi « et B sont de méme signe et on en déduit que les racines carrées de
5 + 12¢ sont
Z==43+2).

A.1.2.2. Résolution effective d’équation du second degré. Toute équation polyndmiale du second degré
a coefficients complexes posséde exactement deux solutionsl[] complexes.
Soient a, b, ¢ trois complexes (avec a non nul). On cherche & résoudre dans C I'équation :

az? +bz+c=0. (A.12)

Excepté le fait qu’on ne peut parler de la racine du discriminant, les formules sont formellement identiques au
cas réel : on pose

A = b? — dac,

et on appelle § I'une des racines carrées de A (obtenue grace aux résultats de la section [AT2.]). Les deux
racines de (A.T2)) sont données par :
—b+d

2= (A.13)

Elles sont distinctes si A # 0 et confondues sinon.
Le lecteur vérifiera que si a, b et ¢ sont réels, la formule (AI3) redonne les formules déja connues dans R.

A.1.3. Calcul de racines n-iémes

Selon la note[d du bas de la page[I61l pour tout entier n non nul, tout nombre complexe admet exactement
n racines n-iémes. Plus précisément, si z appartient & C (non nul) , il existe n nombres complexes distincts
deux a deux et notés zg, 21, ..., 2n—1 tels que

Vk e {0,...,n—1}, zp =z (A.14)
Contrairement au cas n = 2 (vu en section [A-T.2.T]), on utilise la notation exponentielle : on détermine p
et ¢ tels que
2= pe'?.
On cherche Z = Re'® tel que
zn — (Rei(b)n —_ Rneinq> — p€1¢

Par identification, on en déduit donc que

R =
P (A.15)
n® = ¢ + 2km,

3. Mieux vaut savoir les refaire que de se rappeler les formules (A1) !
4. C’est aussi une des spécificité de C par rapport & R. De fagon plus générale, pour tout entier n non nuls, toute équation
polyndémiale de degré n a coefficients complexes posséde exactement n solutions complexes
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ou k est un entier relatif. On montre alors, puisque R et p sont deux réels strictement positifs que (A.TH) est
équivalent a
{R = /P,

®:%+2]€_ﬂ avec k € {0,...,n— 1}.

n ?
Ainsi les n racines n-iémes de z = pe’® sont données par
. ¢ T
Yk € {0,...n—1}, 2z = /pent), (A.16)
EXEMPLE A.3. Le lecteur pourra montrer que

e les 2 racines carrées de 1 sont 1 et —1;

e les 3 racines cubiques de 1 sont 1, e27/3 et ¢4i7/3
e les 4 racines quatriémes de 1 sont 1, 7, —1 et 1.
On pourra aussi tracer ces différentes racines sur le cercle unité.

2im/3

Le nombre complexe e est noté j. Le lecteur pourra vérifier que

L+ +35" =0,

et essayer de généraliser cette propriété pour les racines n-iémes de 'unité. Ainsi, les racines troisiémes de 1
sont aussi 1, j et j2.

EXEMPLE A.4. Déterminer les racines troisiémes de z = 2 + 21.

A.1.4. Applications a la géométrie

Selon la formule (A.F), un nombre complexe z multiplié par Z = pe’® donne un complexe dont le module
est multiplié par p et dont 'argument est augmenté de ¢.

Géométriquement, cela signifie que la similitude de centre 1'origine, de rapport p et d’angle ¢ envoie le
point d’affixe z sur le point d’affixe pe’?Z (voir figure [AT)).

Y M
TP
M
() ¢ "
0+ ¢
o) €1 x

FIGURE A.l. La similitude de centre l'origine, de rapport p et d’angle ¢.

Si p =1, la similitude est une rotation d’angle ¢.
On en déduit ainsi que la similitude de centre €2, d’affixe w, de rapport p et d’angle ¢ envoie le point M
d’affixe z sur le point M’ d’affixe 2’ avec :

2 —w=pe?(z —w). (A.17)
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On peut aussi déduire de (A5]) que si A, B et M sont trois points du plan d’affixe a, b et z, alors

(m,ﬁ) = arg (Zb) (A.18)

On consultera les exercices et problémes corrigés des sections [A.2.5] et [A.3]
A.1.5. Applications a la trigonométrie

Rappelons les formules d’Euler

1 _
cosf = 3 (ew + eﬂe) , (A.19)
1. .
sinf = % (eze —e Y. (A.20)
et de Moivre : pour tout entier n, pour tout réel 0
(cosf +isinf)" = (ew)n = cos(nf) + isin(nf). (A.21)

Rappelons que (A.5) permet de retrouver de fagon mnémotechnique les deux formules

cos(f +0") = cosf cos§' — sinfsind’, (A.22)
sin(f 4 60') = cosOsin 0’ + cos @' sin 6. (A.23)

En effet, on remplace dans

. 7 . -n'
ez(9+0) _ 619610 ,

o ¢/O+) par cos(6 + 0') + isin(6 + 6'),
e ¢ par cosf + isinf
e et ¢ par cos® +isind'.
On obtient donc

cos(0 +0") +isin(f + 6') = (cos 0 + isinf) (cosd’ +isind'),

= cosf cosf —sinfsin 6 + i (coshsinb + cos' sinb) .

En séparant partie réelle et imaginaire, on obtient donc (A22)) et (A23).

Avec un peu d’astuce et de métier, on peut retrouver a partir des deux formules (A.22)) et (A.23)) la plupart
des formules de la trigonométrie, sans formulaire! On pourra aussi, pour des preuves purement géométriques
de ces résultats, consulter [Bas22, Annexe "Trigonométrie"].

Les formules (A19), (A20) et (A21) permettent d’exprimer cos(nf) et sin(nf) en fonction des puissances
de cosf et de sin 0, ainsi que 'opération inverse, qui est appelée linéarisation.

Etudions les deux exemples suivants :

EXEMPLE A.5. On a la formule de linéarisation suivante :

(cos(46) + 4 cos(26) + 3).

oo | —

costl =
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En effet, on écrit successivement, grace a (A1) et en utilisant la formule du binéme de Newton :

cos* 0 = 1 (ew + e_i9)4,

24
= % (e4i9 + 4631'9671'9 + 6621'96721'9 + 461'96731'9 + 6741'9) ,
- % (10 + 462 4+ 6 + =2 4 e 110)
= % (40 4 =410 1 46210 4 4e=2 1 6)

B 1 641'0 + 6741'6 +462i6 +672i0 N 3
DX 2 2 ’

= é(cos(éw) + 4 cos(26) + 3)
EXEMPLE A.6. Réciproquement, calculons cos(46) en fonction de cosf et de sind ou de cosf seul. On a
cos(46) = cos? 6 — 6 cos® fsin? § + sin* 6, (A.24a)
= 8cos?§ — 8cos® 0 + 1. (A.24D)
En effet, d’aprés la formule de Moivre (A2]]) et du bindme de Newton, on a
cos(40) + i sin(40) = (cos 0 + isin)”,
= cos* 0 + 4i cos® sin @ — 6 cos? @ sin? § — 4i cos § sin® 6 + sin? 6.
En séparant partie réelle et imaginaire, on en déduit en particulier que
cos(40) = cos® O — 6 cos? fsin” O + sin* 6,
ce qui montre (A24al). On poursuit le calcul en remplagant sin? § par 1 — cos? 0 :
= cos” § — 6 cos® (1 — cos® ) + (1 — cos® 9)2,
=cos*0 —6cos? 0+ 6cos* 0+ 1 —2cos? 0 + cos? 0,
ce qui montre (A.24D).
A.1.6. Applications a I'électricité
Voir exercice [A.25] page 1617

A.2. Quelques exercices
A.2.1. Calculs dans C

EXERCICE A.7. Calculer (sous la forme qui vous parait le plus adaptée)

a)b—4i b) (1 —34)(10 + i) c) (34 +1)(2¢ — 10) d) 2+ 3@')2
e) (2+3i)° £) (2 4 30)° 8) 5ie n) AL
EXERCICE A.8. Déterminer le module et 'argument des nombres complexes suivants :
a) 1++/3i b) —1—1 c) —1+i d) —3i

1 —1+i
f 1
)1+v§i g)1+v§i

EXERCICE A.9. Déterminer les parties réelles et imaginaires des nombres complexes suivants :

¢) (1+3i)"
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a) e’ b) 2¢F c) \/Te=200tim d) 5e%"

EXERCICE A.10. Déterminer le module et 'argument du nombre complexe

20
L [Ltiv3
S\ 11—

EXERCICE A.11. Soit € R, non multiple de 27. Calculer le module et ’argument de

1+ cosf +isinf
1—cosf —isinf’

z =

A.2.2. Résolution d’équations du second degré

EXERCICE A.12. Déterminer des racines carrées (dans C) des nombres suivants : 16, —16, 167, 9 — 404, 24,

7+ 6v/2i.
EXERCICE A.13. Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 4z’ +4x+1=0,
b) 22 — 3z 4+2 =0,
c) 2* +4=0,
d)z?—2z+5=0.

EXERCICE A.14. Dans le cas ol les équations de 'exercice [A.13] n’ont pas de solution dans R, les calculer
dans C.

EXERCICE A.15. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 22 +42—-21=0,
b) 22 — (6 — 4i)z +29 — 2i = 0,
c) 2% —4(1414)z +8i =0,
d) 22 — (9 +2i)z + 18i = 0.
A.2.3. Racines n-iémes
EXERCICE A.16. Calculer les racines 5-iémes de l'unité.
EXERCICE A.17. Calculer les racines 3-iémes de i et de 1 + 3.
EXERCICE A.18. Dans C, résoudre ’équation
2P =1+i.
EXERCICE A.19. Soit n un entier non nul. Dans C, résoudre ’équation
(z4+i)"—=(z—0)" =0.
A.2.4. Application a la géométrie

EXERCICE A.20. Tracer dans complexe le plan I'image du point A d’affixe 3 + ¢ par la rotation de centre
O et d’angle 7/4 puis par la rotation de centre Q d’affixe 5 + 2i et d’angle 7/3.
Calculer les affixes de ces points.

Voir aussi le probléme de la section
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A.2.5. Exercices sur les similitudes
EXERCICE A.21. Caractériser les similitudes du plan (grace aux complexes).
Corrigé

(1) Grace a (AIT), on peut écrire que la similitude de centre 2, d’affixe w, de rapport p > 0 et d’angle ¢
envoie le point M d’affixe z sur le point M’ d’affixe 2’ avec :

2 =az+b, (A.25a)
avec

a = pe' € C*, (A.25D)

b=w(l—- pei¢) , (A.25¢)

Sia =1 (ce qui est équivalent & p =1 et § = 0[27]), alors b = 0 et cette similitude est I'identité.
(2) Réciproquement, on se donne une application du plan dans lui-méme définie par (A25al) avec a € Ce*

et b € C. L’éventuel point fixe d’affixe w vérifie

w=aw+b,
soit encore

w(l—a)=h. (A.26)
Sia =1, alors b = 0 et la similitude est I'identité. On retrouve le cas évoqué ci-dessus. Tout point est
invariant. Si @ # 1, alors la similitude admet un point fixe unique défini par

b

1—a

w = 5

(A.27)

et on retrouve le cas évoqué ci-dessus.
Bref, une similitude est définie par (A25]) avec a # 0 et si a = 1 alors b = 0.

REMARQUE A.22. Le cas a = 1 et b # 0 correspond en fait & une translation de vecteur d’affixe b non nul et
donc différent de I’identité. En fait, géométriquement, une similitude peut étre aussi réduite a une translation.
Plus de détails par exemple dans [LH90, Dixiéme legon| ou la page 2 de http://bruno.lpbayard.free.fr/
MATHS/ESPACESVECTORIELS/MaGeol-Ch6NbresComplexesEtGeometrie.pdf.

Correction compléte en cours de rédaction pour I’année 2019-2020.
EXERCICE A.23. Que donne le produit de deux similitudes ?

Corrigé

Le produit de deux (voire de plusieurs) similitude est encore une similitude ou une translation.

Voir aussi la remarque [A.22] qui permet d’unifier cela.

Plus de détails par exemple dans [LH90, Dixiéme legon| ou les page 2 et 3 de http://bruno.lpbayard.
free.fr/MATHS/ESPACESVECTORIELS/MaGeol-Ch6NbresComplexesEtGeometrie.pdf.

Correction compléte en cours de rédaction pour I’année 2019-2020.

EXERCICE A.24. Une similitude est le produit d’une homothétie et d’une rotation de méme centre. Qu’en
est-il si les centres ne sont pas identiques ?

Corrigé

Grace aux résultats des exercices (m et (m on peut trés bien supposer que les centres ne sont pas
les mémes.

Plus de détails par exemple dans [LH90, Dixiéme legon].

Correction compléte en cours de rédaction pour l'année 2019-2020.
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A.2.6. Application a I'électricité

EXERCICE A.25. Attention, dans cet exercice, conformément & 'usage adopté en électricité, j désigne ici le

complexe tel que j2 = —1 et non I'une des racines troisiémes de 1’unité, comme le veut 1'usage en mathématique.
On pourra donc noter 'intensité par ¢. Si X désigne une grandeur, X désignera la grandeur complexe associée.
R i C i C L
I [
L || 4{
Ve C—F | vs Ve R [] Vs Ve R Vg
(a (b) (c)

FIGURE A.2. Etude de quelques circuits électriques

(1) On étudie le circuit électrique représenté en figure (A2)a. v, désigne la tension d’entrée et v la tension
de sortie. On suppose que
Ve = Ve cos(wt).
Soit, en notation complexe,
v, =V et
On cherche & calculer v,.
Pourquoi 'impédance de la résistance R est égale & R? Pourquoi 'impédance du condensateur C
est égale a 1/(jCw)?
(2) En déduire la fonction de transfert du circuit électrique en tension (c’est a dire le rapport v,/v,). On
exprimera la réponse en fonction de w et de wy = 1/(RC).
(3) Identifiez la nature du filtre selon le domaine fréquentiel.
(4) Faites la méme étude pour les circuits des figures (A2)b et (A2)c. Pour le deuxiéme montage, on
notera wy = 1/(RC') et pour le troisiéme
1
VIC

W =

Lwo
tQ="-".
et Q i

A.3. Plusieurs problémes de géométrie
A.3.1. Caractérisation d’un triangle équilatéral direct

FEnoncé.
Montrer que ABC est équilatéral (direct, dans cet ordre), si et seulement si les affixes respectives a, b et
c des points A, B et C vérifient a + jb + j2c = 0.
Corrigé.
Ce résultat, trés classique, est issu de 'exercice 19 de Christophe Jan dans http://833duparc.free.fr/
Nouveaux_Exercices_MPSI/Nombres_Complexes.pdf
Donnons trois fagons de procéder.
(1)
Remarquons simplement que ABC est équilateral (direct, dans cet ordre), si et seulement si,
par exemple on passe du point B au point C par une rotation de centre A et d’angle w/3 (voir

figure [3(a) page suivantel), c’est-a-dire :

c—a=e"30b—a). (A.28)
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il
3
A B A B
(a) Variante[Il (b) Variante [2I
c
2m
BA :
PR B

(c) Variante B

FIGURE A.3. Le triangle équilatéral direct ABC' dans les trois variantes de preuves.

Or

e/ = 7. (A.29)
Ainsi (A2]) est équivalent a
¢—a=—J(b—a),
et puisque jj = 1, c’est donc équivalent a
jle—a)=a-0. (A.30)
Enfin, on écrit que (A30) est successivement équivalent a (car 1+ j + j2 = 0)
Jle—a)=a—b = j*(c—a) = j(a—b)
= et jb=(j +j%)a,
— j2c+jb+a=0,

et on a donc bien
a+jb+j%c=0. (A.31)
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(2)
De fagon plus fondamentale, pour faire apparaitre plus explicitement le réle de j, on écrit que
ABC' est équilateral (direct, dans cet ordre), si et seulement si il existe une rotation de centre €2,
d’affixe w (qui s’avére étre en fait le centre de gravité du triangle ABC), d’angle 27/3 (voir fi-
gure [3(b) page précédente]), qui envoie C' sur A et A sur B c’est-a-dire si et seulement si

a—w=e>3(c—w),

b—w=e>3(a —w),

Puisque j = *7/3 ¢’est donc équivalent a

soit encore a

soit encore a
a—jc=b-—ja,
ou
a—b=jlc—a).
On retrouve donc (A.30) et on finit le calcul comme dans la méthode [11
Enfin, plus rapidement encore il suffit de remarquer que ABC est équilateral (direct, dans cet

ordre), si et seulement si on passe du vecteur 1@ au vecteur BA par une rotation d’angle 27/3 (voir
figure [3(c) page précédente), c’est-a-dire si et seulement si

(c—a)e®™/3 =a—b,
soit encore
(c—a)j=a—0b.
On retrouve donc (A.30) et on finit le calcul comme dans la méthode [l

A.3.2. Probléme sur un quadrilatére et deux segments orthognaux et de méme longueurs

Enoncé.

On considére un quadrilatére ABCD quelconque (cf. figure ci-dessus). On construit a l'extérieur de ce
quadrilatére, quatre triangles rectangles isocéles ABP, BCQ, CDR et DAS. On note a, b, ¢ et d les affixes
respectives des points A, B, C et D et p, q, r et s les affixes respectives des points P, @), R et S.

(1) Traduire analytiquement, qu’il existe une rotation de centre P, d’angle 7/2 qui envoie A sur B. En
déduire ’expression de p :

ia —b

i—1"

p:
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D

On admettra les expressions des autres affixes par permutation circulaire :

7ibfc
¢= "7
_ic—d
=1
_id—a
s = 1

(2) En déduire les affixes des vecteurs PR et @
(3) Montrer que les distances PR et SQ sont égales et que les droites (PR) et (SQ) sont perpendiculaires.

Corrigé.

(1) On note a, b, c et d les affixes respectives des points A, B, C et D et p, ¢, r et s les affixes respectives
des points P, Q, Ret S.

(2) On utilise analytiquement le fait qu’il existe une rotation de centre P, d’angle 7/2 qui envoie A sur B.
On utilise donc I'équation (AI7) avec

w=p,

p=1,

7r

=3

2 =0,

z=a,

ce qui se traduit par _
b—p=e?(a—p). (A.32)

L’équation ([(A32]) est équivalente & :
b—p=ila—p)=ia—ip,
et donc
p—1ip =b—ia,
soit
p(i—1) =ia -0,
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et donc, on déduit I'expression de p :
ia—b
i—1"

p:

On admettra les expressions des autres affixes par permutation circulaire :

_ib—c
¢="—1
ic—d
== )
1—1
S_id—a
i1
(3) On calcule alors
i(q—s):.ll(ib—c—id—i-a),
i
1
:i_l(fbfijLdJria),
= (ia— b (ic — d))
= —lia ic ,
=p—-T

et donc
p—r= ’L(q - S)a
ce qui traduit que l'on passe du vecteur @ au vecteur ]ﬁ par une rotation d’angle /2 et donc que
les distances PR et SQ sont égales et que les droites (PR) et (SQ) sont perpendiculaires.
A.3.3. Probléme sur un triangle et deux segments orthognaux et de méme longueurs
Donnons un exercice proche de celui de la section [A.3.2]
Enoncé.
Soit ABC' un triangle. On construit a extérieur de ce triangle, trois triangles rectangles isocéles ABQ,
BCR et ACS rectangles respectivement en @), R et S.

(1) Montrer que les distances AR et Q.S sont égales et que les droites (AR) et (QS) sont perpendiculaires.
(2) Pouvez-vous en proposer une preuve purement géométrique (sans les complexes) ?
Corrigé.

(1) On note a, b et ¢ les affixes respectives des points A, B et C etq, r et s les affixes respectives des points
Q, Ret S.

On utilise analytiquement le fait qu’il existe une rotation de centre @, d’angle 7/2 qui envoie A
sur B. On utilise donc 'équation (A-32) déja démontrée qui donne ici

b—gq=i(a—q)=ia—iq,

et donc 'expression de ¢

On admettra les expressions des autres affixes par permutation circulaire :

ib—c
i—1"
ic—a

s = — .
1—1
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On calcule alors
i(g—8) = - ! 1(ia—b—ic+a),
i

1
= - 1(—a—ib—|—c+ia),

17—

ib—c
i—1"
=a-—r,

et donc

a—r=1(q—3)
ce qui traduit que l'on passe du vecteur 5@ au vecteur RA par une rotation d’angle /2 et donc que
les distances SQ et RA sont égales et que les droites (SQ) et (RA) sont perpendiculaires.

(2) En cours de rédaction.
A.3.4. Probléme sur un triangle et deux segments orthognaux et de méme longueurs

Donnons un exercice proche de celui de la section [A.3.2

Enoncé.

Soit ABC un triangle. On construit a I’extérieur de ce triangle, trois triangles équilatéraux BCA’, CAB'
et ABC’ et «, (3 et ~y les centres respectifs des cercles circonscrits de ces triangles.

(1) Montrer que le triangle oSy est équilatéral.

(2) Pouvez-vous en proposer une preuve purement géométrique (sans les complexes) ?

Corrigé.

Correction en cours de rédaction pour l’année 2019-2020.

A.3.5. Probléme sur le calcul de cos(27/5) et de la construction du pentagone régulier

Enoncé.
Ce probléme traite du calcul de cos(27/5) et de la construction du pentagone régulier.
Pour tout ce probléme, on considére le complexe z défini par

2=, (A.33)
et on pose ) )
¢ = cos (?ﬂ) , §=sin <?7T> . (A.34)
(1) (a) Montrer que
25 =1, (A.35)
puis que
23 =72 (A.36)

(b) En déduire deux équations en ¢ et s puis en déduire que
4¢® 4 2¢—1=0. (A.37)

(¢) En déduire que

cos (2%) = \/54_ L (A.38)

(d) Quelle est la valeur de sin(27/5) ?
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(2) On cherche dans cette question a tracer le pentagone a la régle et au compas, c’est-a-dire uniquement
a partir d’une régle non graduée, d’un compas et d’un segment de référence qui représente la longueur
unité.

(a) En utilisant le théoréme de Pythagore, montrer qu’a partir d’'un segment de longueur 1 et d’un
segment de longueur 1/2, on peut construire la longueur NG /2.

(b) En déduire que la construction suivante (on se reportera a la figure[A.4]) permet de construire 'angle
27/5 : on montrera que Pangle TOM, est égal & 27/5.
e tracer (OI.J) un repére orthonormé et I’ le symétrique de I par rapport a O ;
soit A le milieu de [I'O] et L le cercle de centre A et passant par J;
le cercle £ coupe la demi droite [OI) en B
C est le milieu de [OB];
la droite perpendiculaire & (OI) passant par C coupe le cercle trigonométrique (de centre O et
de rayon 1) en M7, point d’ordonnée positive.

J M,

FIGURE A.4. La construction de 27 /5.
(¢) En déduire la construction du pentagone régulier inscrit dans un cercle de coté un et tracer la
construction sur votre copie.
Corrigé.

(1) (a) 1 est immédiat que

On pouvait aussi remarquer que z est une racine 5-iéme de I'unité. Puisque z° = 1 et que z est non
nul, on a

e (A.39)

I\

D’autre part, |z| = 1, ce qui s’écrit aussi

I\
Il
ISR

Selon (A:39)), on a donc
23 =72, (A.40)



(b)

(2) (a)

(b)
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En remplagant z par ¢ + is dans (A.40) et en développant, on obtient

3+ 3ic?s — 3es® —is® = ¢? — 2ics — §2.

En séparant les parties réelles et imaginaires, on a donc

‘ & —3cs® = c* — §%, ‘ (A.41)

et

‘ 3c?s — 5% = —2cs. ‘ (A.42)

Dans I'équation (A242)), on peut factoriser s et le simplifier, puisque 27/5 n’est pas un multiple de
7. On obtient donc
3¢ — s +2c=0,
et en utilisant
s2=1-¢c% (A.43)

on obtient donc

4 +2c—1=0] (A.44)

REMARQUE A.26. On pouvait aussi partir de 1’équation (A41]) pour obtenir le méme résultat, avec
un petit plus de calculs.

On résout I'équation du second degré (A.44) : ainsi

—1+45
= TR
Puisque 27/5 appartient a [0, 7/2], son cosinus est strictement positif et dans (AZH]), on choisit

(A.45)

c

I’unique racine positive. On a donc

cos (%ﬁ) = ‘/54_ ! (A.46)

De méme, le sinus de 27/5 est strictement positif et de (A.43]), on déduit

= . (A.47)

. <27r) 10 +2v5
Sin = .

Remarquons tout d’abord qu’il est immédiat de tracer le milieu d’un segment déja construit ainsi
qu'un angle droit, uniquement a la régle et au compas (en tragant une médiatrice par exemple).

L’hypothénuse d'un triangle rectangle de cotés égaux a 1 et 1/2 est égale a /1 + 1/4 = /5/2.
Analysons les différents points de la construction proposée :

e premier point : rien & dire!

e d’aprés la question précédente, on a AJ = \/5/2;

e par construction du cercle £, on a donc

ABzé;

e ainsi,

S

1 .

bl

1 1
rc = 0C = ;OB = 5(AB - A0) =

EN

e d’apres (A4M), 'abscisse de M7 est égale a cos(27/5) et donc IOM, = 27 /5.
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(¢) On reporte alors a 'aide du compas la corde TM; et on obtient les autres sommets My, M3 et My
du pentagone régulier, inscrit dans le cercle trigonométrique.

Voir figure [A.5]

J M,
27
0 = ?
Mo
%
I I
M;

My

F1GURE A.5. La construction du pentagone.

Pour plus de détails sur les constructions a la régle et au compas (par exemple la construction d’un
polygone régulier a 17 cotés!), sur la quadrature du cercle ou sur de nombreux problémes de géométrie (par
exemple la détermination du centre d’un cercle de rayon inconnu, uniquement au compas), on pourra consulter
le trés bon ouvrage |[Car84| ou les deux références |[Bod12h; [Bod12al.

Compléments.

Le nombre cos(27/5) est aussi lié au "nombre d’or", égal & (1 +/5)/2 qui a des tas de propriétés géomé-
triques et algébriques. Les curieux pourront consulter par exemple sur le web le site https://fr.wikipedia.
org/wiki/Nombre_d%27or ou plus généralement chercher & "nombre d’or" sur google, par exemple.

A.3.6. Probléme sur un triangle et deux segments orthogonaux et de méme longueurs

En cours de frappe
Enoncé.
Corrigé.

A.3.7. Probléme sur un triangle équilatéral et un cercle coupé en trois parties égales
Enoncé.

(1) Soit ABC' un triangle équilatéral. On construit le demi-cercle de diamétre [AC| extérieurement au
triangle. On partage le diamétre [AC] en trois portions de mémes longueurs [AF], [F'G] et [GC]. Les
deux droites (BF) et (BG) découpent le demi-cercle en trois portions de cercles. Ces trois portions
sont-elles de mémes longueurs ?

(2) Proposer une preuve purement géométrique. On "renversera" le probléme : On construit le demi-cercle
de diameétre [AC] extérieurement au triangle et on partage ce demi-cercle en trois portions égales de
cercles, en définissant les points F’ et G’. Les deux droites (BF') et (BG’) découpent le segment [AC]
en trois portions de segment. Les trois portions sont-elles de mémes longueurs ?


https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_d%27or
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_d%27or
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Corrigé.
Exercice issu de la feuille d’exercice (exercice 27) de Christophe Jan dans http://833duparc.free.fr/
Nouveaux_Exercices_MPSI/Nombres_Complexes.pdf

(1)

Montrons que les trois portions du demi-cercle sont de mémes longueurs.

F/

B A

FIGURE A.6. Le triangle équilatéral ABC et les points G, K, F et F' et G'.
Voir la figure [AL6] faite sous matlab, grace aux calculs proposés plus bas.

On choisit un repére de centre O = B tel que OA = 1 avec les affixes des points A et B respecti-
vement définies par

et donc, puisque ABC est un triangle équilatéral, 'affixe de C' est définie par

ol

c=¢€

On préfere utiliser le nombre j, égal a la premiére racine cubique de I'unité non égale a 1, donnée par
j=e5. Onadonc c = —j2 et, puisque 1 + j 4+ j2 =0, on a

c=147.
On en déduit l'affixe de F' en écrivant

-2,

et donc 5
f=1+3(-1),


http://833duparc.free.fr/Nouveaux_Exercices_MPSI/Nombres_Complexes.pdf
http://833duparc.free.fr/Nouveaux_Exercices_MPSI/Nombres_Complexes.pdf
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soit
f=1+2j (A.48a)

On en déduit de méme les affixes respectives de GG et de K données par

1
1
k=1+2j (A.48c¢)

A partir de 14, deux méthodes sont possibles. La premiére est numérique, plus facile, mais qui ne
constitue pas a proprement parler une preuve.

(a) Un point M appartient au cercle de diamétre [AC] a Vextérieur de ABC ssi son affixe z vérifie

z—k:%ew oud € [g,%} . (A.49)
Un point M appartient a la droite (BG) ssi son affixe z vérifie
z = Re'®, (A.50)
ou R>0et
a = arg(g) = arg (1 + %j) . (A.51)
D’apreés (A49) et (A50) Il faut donc déterminer R > 0 et 6 € [—%, 27| tels que
z=k+ %ei" = Re™. (A.52)
Ce z étant calculé, on obtient donc 'affixe ¢’ de G’ donnée par
g =z (A.53)

On définit numériquement o grace a (A.5]]), avec matlab par exemple. Pour résoudre numériquement
(A52), on remarque qu’elle implique

. 1. 1
R — k| = |= 60 _
‘ € ’ ’ 2 € 2’
et il nous faut résoudre ’équation en R :
. 1
|Re' — k| — 5=0, (A.54)

ce que l'on peut faire avec matlab (de fagon numérique, comportant un inévitable arrondi de calculs).
On obtient deux solutions et on choisit la plus grande (la plus petite correspondant & un point dans
le demi-cercle a l'intérieur de ABC). R étant calculé, on détermine alors z grace a (A52) et ¢
grace a (A53). On fait de méme pour f’, laffixe de F’. On vérifie ensuite numériquement, grace a
matlab par exemple que

—k Ik 'k
arg(;/k) :arg(g/k) = arg (ik) :g, (A.55)

ce qui permet de montrer que les deux droites [BF) et [BG) découpent le demi-cercle en trois

portions de cercles de mémes longueurs (aux points F’ et G’). Cette preuve, faite a partir de calculs
numérique de matlab, n’est pas une preuve & proprement parler, a cause des inévitables arrondis
de calculs
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(b) Donnons maintenant la seconde preuve, rigoureuse. Cette fagon de faire nous permettra d’expliciter
' et ¢ les affixes de F’ et de G’, sans avoir & déterminer explicitement leurs arguments, ce qui
n’est pas possible algébriquement. On sait que ’équation de la demi-droite [BG) est

y= Az, ou A €R,

soit en complexe

1 1
—(z2—%2)=A- z 1 AeR.
5 (z—72) 5 (z42z), 0oud e

ce qui est équivalent &
z—2zZ=1Az + 1AZ,

et donc
2(1—iA) = 2(1 +iA)
et donc
Z = Bz, (A.56)
ol B est un complexe connu. Puisque la demi-droite [BG) par G, d’affixe définie par (A48H), on a
donc
g = By, (A.57)
et d’aprés (A5T) et (A5A), on a donc
Z=BzouB=". (A.58)
g
Enfin, I’équation du cercle de diameétre [AC] et donc de centre K et de rayon 1/2 est
KM? = 1,
4
c’est-a-dire, si M est d’affixe z :
- 1
(: = k) (F-F) = 7. (A.59)

L’affixe z de lintersection de la demi-droite [BG) et du cercle de diamétre [AC] vérifie donc a la
fois (A.58)) et (A59). Il faut donc résoudre ce systéme de deux équations & deux inconnues z et Z.
Pour cela, on écrit, d’aprés (A5S), Z = Bz que 'on réinjecte dans (A59)), ce qui donne
— 1
(z—k) (Bz—k) = T (A.60)
ce qui fournit une équation du second degré en z. On confie ce calcul a matlab symbolique qui
trouve

522 —i22V3-92+5/2+1/2iV3 =0. (A.61)

On résoud cette équation en utilisant la section [A.1.2 page 160l qui peut étre simplifiée par 1'utili-
sation de matlab symbolique! On obtient la solution de plus grande partie réelle (correspondant a

celle qui est dans le demi-cercle extérieur a [AC]) :

g =-7(-5+ ¢\/§)71. (A.62)
On fait de méme pour le point F’. L’équation du second degré obtenue est donnée par
22%—iz2V/3-9/224+1+1/2iV3 =0. (A.63)
et on en déduit
fr==1/2 (-2+ Nﬁ)fl . (A.64)



(2)
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On utilise le résultat classique de la section [A.3.1 page 167l On calcule alors les trois nombres
complexes donnés par

G=k+if +5%,

G=k+jg +i*f

G=k+ja+ )%
Ce calcul est confié & matlab symbolique qui trouve que ces trois nombres complexes sont nuls,
ce qui prouve que les trois triangles KF'C, KG'F' et KAG' sont équilatéraux, ce qui permet de

conclure. Puisque tout le calcul a été confié & matlab symbolique, qui calcule algébriquement les
expressions, cette preuve est donc tout a fait rigoureuse !

Montrons que les trois portions de [AC] sont de mémes longueurs, ce qui sera équivalent & démontrer
que dans le probléme initial les trois portions du demi-cercle sont de mémes longueurs.

B A

FIGURE A.7. Le triangle équilatéral ABC et les points G, K, F et F' et G'.

Voir la figure

On trace donc F' et G’ qui partagent le demi-cercle de diamétre [AC] en trois portions de mémes
longueurs et on définit les points F' et G comme intersections des droites (BF') et (BG’) avec [AC]
(on peut montrer que ces intersection existent bien!). Notons que

C/K\F/:F//@':G//Ialzg

Les trois triangles CKF’, F'KG' et G' K A, a priori isocéles sont donc équilatéraux. Par ailleurs, F’ et
G’ sont symétriques par rapport a la droite (BK). D’ou (F'G’) est perpendiculaire & (BK). Puisque
(BK) est une hauteur du triangle équilatéral ABC, elle est perpendiculaire & (AC) et donc (AC) et
(F'G") sont paralléles. On note L, 'intersection de (BK) et de (F'G’). Ainsi, dans le triangle F'LB,
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d’aprés le théoéreme de Thalés, on a
FK BK
F'L ~ BL’
Dans le triangle équilatéral ABC, de coté, choisi, sans perte de généralité égal a 1, [BK] est la médiatrice
de (AC), donc, d’aprés le théoréme de Pythagore, on a

BK:\/ACQ—CKQZ\H—%,

BK = ? (A.66)

Le triangle équilatéral F’' KG’ est deux fois plus petit que le triangle équilatéral ABC' (puisque de coté
1/2). Par symétrie, L est le milieu de [F'G’] et on a donc

FL = i (A.67)

Le triangle F'KG’ a aussi une hauteur [K L] deux fois plus petite que [BK] et, d’aprés (A.6G]), il vient

donc
KL= ?. (A.68)

On a donc, grace a (A65), (A.66), (A67) et (AGR)
FK:F’L%
BL’
BK
BK + KL’

V3

(A.65)

et donc

=F'L

\}

I

e
oI5
|~ w

+
“I%

I

Aol = ol

+
o =

=

et donc

FK = (A.69)

[N

Par symétrie, on en déduit que
1
KG = 5 (A.70)
Par symétrie, on a aussi

CF = GA. (A.71)
On a donc, selon (A269), (A70) et (AT
IZCA:CF+FK+KG+GA:2CF+%7

et donc 1
CF = 3 (A.72)



A.3. PLUSIEURS PROBLEMES DE GEOMETRIE 181

et donc, en utilisant (A71)

GA = % (A.73)
et, enfin, grace a (A69) et (A70), on a
FG=FK + KG = %
et donc 1
FG =, (A.74)

Finalement, grace a (AT2), (AT3) et (AT4), on a montré que le segment [AC| est partagé en trois
portions de segment de mémes longueurs.

Cette preuve géométrique, fondée sur des triangles équilatéraux, les théorémes de Thalés et de
Pythagotre, est donc plus simple que son homologue complexe !



Annexe B
L’argument d’un nombre complexe et la fonction atan,

B.1. L’argument d’'un nombre complexe

Montrons que I’on a les quatre formules (B.2) (qui correspondent aux quatre cas de la figure[B.2 page 184) :
Si z = x4 iy appartient & C et que 'on considére 8 son argumentl], ou, ce qui revient au méme, si on considére
les coordonnées cartésiennes (z,y) d’un point du point et ses coordonnées polaires (r, 6) liéesﬁ par

x =rcost, (B.1a)
y = rsind, (B.1b)
alors
. B y
Siz,y>0(cas 1), 6 =atan (—) €]0, w/2], (B.2a)
x
Siz<0ety>0(cas2), 6=+ atan (g) €ln/2, 7, (B.2Db)
x
Siz,y <0 (cas 3), 0= —m+atan (E) €]l —n/2,—n], (B.2¢)
x
Sizx>0ety<0(cas4), 60 =atan (y) €] —n/2,0]. (B.2d)
x

Attention & ne pas écrire que pour tout (x,y),
0 = atan (g) ,
ce qui n’est pas toujours vrai puisque 6 appartient a | — 7, 7] alors que atan (%) appartient a | — 7/2,7/2][.
e Le cas 1 est immédiat.

e Dans le cas 2 (voir figure 2(b)), on a
p+0=m, (B.3)

ou ¢ €]0,7/2[ et 0 €]r/2, . Dans le triangle rectangle de la figure [BI] on a, de fagon géométrique

—T

Ficure B.1. Le triangle rectangle.

tan(@) = 1

1. En faisant ’hypothése habituelle qu’il appartient a l'intervalle | — 7, x].
2. En faisant I’hypothése habituelle que 6 appartient a Uintervalle | — 7, 7].

182
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et donc puisque y >0 et <0 :
et donc

et de (B3), on déduit
9:7rf¢:7r+atan(g),
x
dont on déduit (B.2H).
e Dans le cas 3 (voir figure , on a

¢+0=—m, (B.4)
ou ¢ €] —m/2,0[ et § €] — m, —7/2[. Comme précédemment, on a
tan(g) = —— = —2,
-z x

et donc

et donc, d’apres (B.4),
0= —7r—¢=—7r+atan(g),
x
dont on déduit (B:2d).

e Dans le cas 4 (voir figure , on est dans le méme cas que le cas 1.
Si on fait la convention habituelle suivante :

atan(+oo0) = ig, (B.5)

les équations (B.2)) sont encore valables si x ou y peuvent s’annuler, sans étre simulténement nuls et deviennent :
pour tout (z,y) € R?\ (0,0)

Siz,y >0 (cas 1), 6= atan (%) € [0,7/2], (B.6a)
Siz<Oety>0(cas2), 6=+ atan (%) e /2,7, (B.6b)
Siz,y <0 (cas 3), 6= —m+ atan (%) € [-m/2, -7, (B.6¢)
Siz>0ety<0 (casd), 6=atan (%) € [-/2,0]. (B.6d)

Vérifions par exemple (B.Gal). Siz > 0et y =0, ona ¢ =0 et atan (£) = atan(0) =0. Siz =0et y >0, 0n a
¢ =m/2 et atan (£) = atan(+o0) = 7/2.
B.2. La fonction atans

On définit alors la fonction bien connue des informaticiens atany de R? dans R par pour tout (x,y) € R? :
e Siy # 0, on pose

o= atan’g} ) (B.7)
x
puis
¢ signe(y) six >0,
atans (y, r) = § % signe(y) sixz =0, (B.8)

(m — ¢)signe(y) siz <0,
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Y Yy
0
2 Al
0 T T 0
(a) Le cas 1 (b) Le cas 2
T
0 0
0 x
*\N o
' '
(c) Le cas 3 (d) Le cas 4
FIGURE B.2. Les quatre cas possibles.
e Siy=0,
0 six >0,
atana(y, ) = < non défini si z =0, (B.9)
m six <0,

e On peut aussi rajouter, pour étre cohérent avec les conventions de Matlab :
atang(0,0) = 0. (B.10)

On pourra consulter https://fr.wikipedia.org/wiki/Atan2.
Cette définition correspond a la définition de la fonction atan2 de Matlab.
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Avec ce qui précéde, il est aisé de constater que 'argument # d’un nombre complexe z = x + i est donné

par
Y(z,y) € R*\ {0,0}, 6= atany(y,x), (B.11)

voire méme parfois (ce qui est le choix de Matlab)
Y(z,y) € R?, 0 = atany(y, z). (B.12)

(1) En effet, supposons que x et y sont tous les deux non nuls. Etudions chacun des quatre cas de la section

B.1

e Le cas 1 est immédiat.
e Dans le cas 2, on a d’aprés (B.2h),

9:7r+atan(g) =7 — atan <i>,
x —x

= — atan

—T

)

_ Y
=7 —atan |—|,
T

= (7r — atan ’y D signe(y),
x
= (7 — ¢) signe(y).
e Dans le cas 3, on a d’apreés (B.2d),

) = —m + atan (_y) ,

:—7T—|—atan‘g ,
T

= (ﬂ' — atan ‘y D signe(y),
x
= (7 — ¢) signe(y).
e Dans le cas 4, on conclut de la méme facon.

(2) Siz et y peuvent s’annuler, sans 1'étre simultanément, on utilise alors la convention (B.F) et le calcul

est immeédiat.

(3) Si x et y sont tous les deux nuls, on peut adopter la convention (B.10J).

B.3. Exemples

Donnons huit calculs différents.
e Pour z=1,onaxz=1ety=0 et, dapres (B.Ga)),

0 = atan(0) = 0;

e Pour z=1+i,onaxz=1ety=1et, dapres (B.6h),
0 = atan(1) :%;

e Pour z=i4,onaz=0ety=1et, dapres (B.6h),

1 s
O—atan(a)—g,

e Pour z=—1+i,onaxz=—1ety=1et, dapres (B.6h),

™3
0 = tan(—1) =7 — = = 27
7+ atan(—1) =7 1 1
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Pour z = —1,onaz = —1et y =0 et, d’apreés (B.6H),
=7 + atan(0) = 7;
Pour 2 =—-1—i,onaz=—1ety=—1et, dapres (B.6d),

™

0=—-m—atan(—-1)= -7+ —-=—

4
Pour z = —i,onaz=0et y=—1 et, d’apres (B.6d),

+ -1 ™
frng n PR —_
L W0 9

Pour z=—i+1,onaz=1ety=—1 et, dapres (B.Gd),
T

0 — atan (—1) = — .

atan (—1) 1

3T

4

Y



Annexe C

Une formule de trigonométrie amusante

Pour a, b et ¢ réels, on a,
a+b+4c=m=sin®acos(b — c) + sin® beos(c — a) + sin® ccos(a — b) = 3sinasinbsin c. (C.1)
Plusieurs preuves sont proposées. Les deux premiéres sont purement informatiques (sous matlab), tandis
que les deux derniéres sont manuelles. Notons aussi que les variantes 2 et 3 peuvent étre utilisées pour montrer

toute expression trigonométrique, puisqu’elles rameénent celles-ci & une égalité de polyndéme (mais qu’elles ne
permettent pas d’en trouver la forme!).

PREUVE AVEC MATLAB SYMBOLIQUE (VERSION 1).
II suffit de taper sous matlab

syms a b c;
c=pi—a—b;
S=(sin(a))"~3xcos(b—c)+(sin(b))~3*xcos(c—a)+(sin(c)) 3xcos(a—b)—3xsin(a)xsin(b)xsin(c);
disp (simplify (expand(S)));
ou (voir) et lancer le script preuve_formule_rigolotel.m, disponible a I'adresse ouaib du cours. On obtiendra
donc bien S = 0. 0
PREUVE AVEC MATLAB SYMBOLIQUE (VERSION 2). On pose
c=m—a—>b

et on utilise les formules d’Euler (230)). En posant

A=¢e",
B = eZb,
il vient donc
sina = — (em eﬂa)
et donc )
na=—(A— ). p
sina = o ( A) (C.2)
De méme
inb = — (B— 2 (C.3)
inb=— - — ). .
® 2 B

De méme, on a, en ne conservant que a et b et donc A et B :

cos(b—c)=cos(b+a+b—m),

= —cos(2b+ a),
_ _% (ei(a+2b) i efi(a+2b)) ’
et donc
cos(b—rc¢) = f% (AB2 + AlBQ> . (C4)

187



C. UNE FORMULE DE TRIGONOMETRIE AMUSANTE 188

On a aussi
cos(a —c¢) =cos(a+a+b—m) =—cos(2a + b),
et donc
1/, 1
cos(a —c¢) = ~3 (A B+ AQB) . (C.5)
On a aussi
sinc = sin(m — a — b) = —sin(—a — b) = sin(a + b)
et donc
inc— — (AB— (C.6)
sine = o ek .
Enfin, on a
1 . .
_ _ - i(a+b) —i(a+b)
cos(a — b) 5 (e +e ) .
et donc )
1 B
cos(a —b) = 3 (E + Z) . (C.7)

Compte tenu de (C2), (C3), (C4), (CH), (CH) et (CT), on peut donc exprimer le terme de gauche de (CI)
uniquement en fonction d’une fraction rationnelle en A et B. On montre donc que la différence entre les deux
termes de (C.I]) vaut

P=(1/(20)*/2)[-(A—1/A)*(B*A + 1/(B*A)) — (B — 1/B)*(A’B + 1/(A’B))+
(AB —1/(AB))*(A/B+ BJ/A) —3 x 2(A—1/A)(B —1/B)(AB — 1/(AB))] (C.8)
On peut utiliser matlab en tapant :

syms A B;
P=( —(A—1/A)"3%x(B~2xA+1/(B~2xA)) —(B—1/B) " 3% (A~2«B+1/(A~2«B)) +...
(AxB—1/(A*B)) ~3x(A/B+B/A) —3x2x(A—1/A)« (B—1/B)* (A*xB—1/(AxB)) ) ;
disp (simplify (expand (P)));
ou (voir) et lancer le script preuve_formule_rigolote2.m, disponible a I’adresse ouaib du cours. On obtiendra

donc bien P = 0. O

PREUVE MANUELLE (VERSION 3). Cette preuve reprend la précédente (version 2), sans s’appuyer sur mat-
lab symbolique. L’égalité (C.I)) est encore équivalente &
a+b+c=m=(2i)*sin’(a)(2cos(b — ¢)) + (2)® sin® (b) (2 cos(c — a)) + (2i)* sin®(c) (2 cos(a — b))
= 6(2isin(a)) (2¢sin(b)) (2isin(c)). (C.9)

Reprenons les différentes étapes de la version 2.
On pose toujours

et
A=¢e",
B =¢",
D’apres ([C.2), on a donc
mﬁma:A—%. (C.10)
De méme, on obtient
(2)sinb = B — (C.11)
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et (C.6) donne

1
2i)sinc = AB — —. 12
(2¢)sinc 1B (C.12)
On en déduit, aprés réduction au méme dénominateur que le membre de droite de (C.9) est donné par
N
6(2isin(a)) (2isin(b)) (2isin(c)) = D’ (C.13a)
ou
N =6B*A* ~6A*B> 46 A% -6 B*A% + 6 B* — 6, (C.13b)
D = B?A% (C.13c¢)

On fait maintenant de méme pour les trois termes de gauche de ([C.9)). Les équations (C.4) et (CIQ) nous
donnent

(20)% sin® (a) (2 cos(b — ¢)) = (A - %)3 (AB2 N A;) | (C.14)
et donc, aprés simplification,
(20)%sin®(a) (2 cos(b — ¢)) = g—i, (C.15a)
ou
Ny = —A%B* - A° 1 3A°B* 434* —3B*A* —34% 4+ B*A% -1, (C.15b)
D, = A*B2. (C.15¢)
De méme, les équations (C.IT) et (C.H) fournissent,
3
(24)® sin®(b) (2 cos(a — ¢)) = (B — %) (AQB + A;B) (C.16)
et donc, aprés simplification,
(24)% sin®(b) (2 cos(a — ¢)) = g—z, (C.17a)
ou
Ny = -B%A* - B +3B%°A* +3B* -3B*A* ~3B% + A*B? + 1, (C.17b)
Dy = B*A2. (C.17¢)
Enfin, on obtient de méme, aprés simplification,
(2i)? sin®(c) (2 cos(a — b)) = g—z, (C.18a)
ou
N3 = BA® 4 B%A5 —3A°B* —3B°A* 1 3A'B? +3B*A% - A? - B, (C.18b)
D3 = B*A*, (C.18c)

Bref, compte tenu de (CI3), (CI5), (CI1) et (CIR), on obtient
— (2i)*sin®(a) (2 cos(b — ¢)) — (2i)® sin®(b) (2cos(c —a)) — (2i)® sin®(c) (2 cos(a — b))
+ 6(2isin(a)) (2isin(b)) (2i sin(c)) =

ol

Ny = NB?A? — N, B? — Ny A% — N3,
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et aprés simplification, on obtient donc bien

PREUVE PUREMENT MANUELLE (VERSION 4).
Merci & Dominique Sandri pour la rédaction de cette preuve!
On suppose que
a+b+c=m
Montrons que
sin®
Comme pour tout « € R :
4sin® x = 3sinz — sin 3x,

cela revient & montrer que

3sinasinbsinc = g[sin acos(b — ¢) + sinbcos(c — a) 4 sinccos(a — b)]

acos(b — ¢) +sin® beos(c — a) + sin® ccos(a — b) = 3sinasinbsinec.

(C.19)

(C.20)

1
~ 1 [sin3a cos(b — ¢) + sin 3bcos(c — a) + sin 3ccos(a — b)].

On obtient le résultat en montrant les deux relations suivantes :
sin 3a cos(b — ¢) + sin 3bcos(c — a) + sin 3ccos(a — b) = 0,
sina cos(b — ¢) 4+ sinbcos(c — a) + sinccos(a — b) = 4sinasinbsinc.

Montrons ces deux relations.

DEMONSTRATION DE (C2]). On a

sin 3a cos(b — ¢) +sin 3b cos(c — a) 4+ sin 3¢ cos(a — b) = sin(3m — 3b— 3¢) cos(b — ¢) + sin(3w — 3¢ — 3a) cos(c — a),
+ sin(37 — 3a — 3b) cos(a — b),

et donc

sin 3a cos(b — ¢) + sin 3bcos(c — a) + sin 3ccos(a — b) = sin(3b + 3c¢) cos(b — ¢) + sin(3¢ + 3a) cos(c — a)

+ sin(3a + 3b) cos(a — b).

On pose :
7% = 3b+ 3c, 7% =b—c
et donc
p=4b+ 2¢c,q = 2b + 4c.
On obtient

2sin(3b + 3c¢) cos(b — ¢) = 2sin ]% cos ]%,

= sinp + sin g = sin(4b + 2¢) + sin(2b + 4c).
De la méme maniére, on a :
2sin(3c + 3a) cos(c — a) = sin(4c + 2a) + sin(2c + 4a),
2sin(3a + 3b) cos(a — b) = sin(4a + 2b) + sin(2a + 4b).

(C.23)
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D’ou, (C23) devient :

1
sin 3a cos(b — ¢) + sin 3bcos(c — a) + sin 3ccos(a — b) = 3 [sin(4b + 2c) + sin(2c + 4a) + sin(4a + 2b)+

191

sin(2b + 4c) + sin(4c + 2a) + sin(2a + 4b)].

Posons
p=4b+2c, q=2c+ 4a,
et donc
7% — 2b+ 2¢+ 2a = 2, 7% — 2b— 2a.
On obtient alors
sin(4b + 2¢) + sin(2¢ + 4a) = 2sin P ; 7 cos 2 ; 4~ 2sin2n cos(2b — 2a) = 0.

On obtient de méme :
sin(4a + 2b) + sin(2b + 4¢) =0, sin(4c + 2a) + sin(2a + 4b) = 0.
On obtient finalement la relation (C.21) :

sin 3a cos(b — ¢) + sin3bcos(c — a) + sin3ccos(a —b) =0

DEMONSTRATION DE ([C22). On a

sina cos(b — ¢) + sinbcos(c — a) + sinccos(a — b) = sin(m — (b + ¢)) cos(b — )+
sin(m — (a + ¢)) cos(c — a) + sin(w — (a + b)) cos(a — b)
et donc

sina cos(b — ¢) + sinbcos(c — a) + sinccos(a — b) = sin(b + ¢) cos(b — ¢)+

sin(a 4 ¢) cos(c — a) + sin(a + b) cos(a — b)

Posons :
pP+q b—q
T:bJrc, T:bfc,
et donc
p=2b, q=2c
On obtient

2sin(b + ¢) cos(b — ¢) = sin 1% cos 1% = sinp + sin ¢ = sin 2b + sin 2c.

De méme, on obtient :

2sin(a + ¢) cos(c — a) = sin2a + sin2¢,  2sin(a + b) cos(a — b) = sin 2b + sin 2a.
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Donc (C22) devient :
sina cos(b — ¢) + sinbcos(c — a) + sin ccos(a — b)
= sin 2a + sin 2b 4 sin 2c,
= 2sinacosa + 2sinbcosb + 2sinccosc,
= 2sinacos(m — (b+¢)) + 2sinbcos(m — (a + ¢)) + 2sinccos(m — (a + b)),
= —2sinacos(b+ ¢) — 2sinbcos(a + ¢) — 2sinccos(a + b),
= —2sinacosbcosc+ 2sinasinbsinc — 2sinbcosa cosc+ 2sinbsinasinc

— 2sinccosacosb + 2sincsinasinb,

et donc

sina cos(b — ¢) + sinbcos(c — a) + sinccos(a — b) = —2sina cosb cos c—

2sinbcosacosc — 2sinccosacosb + 6sinasinbsine.  (C.24)

Montrons que
sina cosbcosc+ sinbcosacosc+ sinccosacosb = sinasinbsinc. (C.25)

On a
0 =sinm = sin(a + b+ ¢),
=sin((a + b) + ¢),
= sin(a + b) cos ¢ + cos(a + b) sinc,
= (sinacosb + sinbcosa) cosc + (cosacosb — sinasinbd) sin ¢,
= sinacosbcosc + sinbcosa cosc+ sinccosacosb — sinasinbsinc,
=0.
Ce qui donne (C.29)) puis avec (C24) , la relation (C.22)) :
sina cos(b — ¢) + sinbcos(c — a) + sinccos(a — b) = 4sinasinbsine,
Ceci montre le résultat. O

On consultera les URL suivantes :
— Pour (C2]) : http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?2,19194,19194,quote=1
— Pour (C25) : http://answers.yahoo.com/question/index?qid=20101023042615AACnyth
O

PREUVE « NATURELLE » 7
En remarquant que a, b et ¢ sont les trois angles d’un triangle, essayer de mettre la quantité de gauche de
(C) sous la forme d’un produit vectoriel? Un cadeau a celui qui trouve!! O


http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?2,19194,19194,quote=1
http://answers.yahoo.com/question/index?qid=20101023042615AACnyth

Annexe D

Comportement d’une série entiére au bord du disque de convergence

Cette annexe est en partie issue et adaptée de [RDO8K, Chapitre 3|, enrichi d’extraits de http://perso.
eleves.ens-rennes.fr/ tuntr932/borddudisque.pdf et http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~Gerard.
Eguether/zARTICLE/DN.pdf

D.1. Rappels sur le rayon de convergence

LEMME D.1 (Lemme d’Abel). Soient ), an? une série entiére et zo un nombre compleze tel que la
suite anzl soit bornée. Alors, pour tout z tel que |z| < |z0|, la série de terme général a,z" est absolument

convergente.

DEMONSTRATION. Par hypothése, il existe M € R tel que,
VneN, lapzg| < M. (D.1)

Siz =0, il n’y a rien & montrer. Sinon, on écrit pour tout z tel que |z| < |zo] :
= n

an| — | 24
20

VneN, l|a,z"| < Mr"our=

VneN, l|apz"|=

et donc, de (D)) déduit que
< 1.

20
La série géométrique de terme général r™ est convergent et d’aprés ce qui précéde, la série de terme général

anz™ est donc absolument convergente. O

THEOREME D.2 (Définition et propriété du rayon de convergence).
A toute série entiére Yo, an?, on peut associer un unique réel R € R, =R,U {+o0} qui posséde les
propriétés suivantes :

n

(1) Pour tout z tel que |z| < R, la série de terme général a,z" est absolument convergente.

(2) Pour tout z tel que |z| > R, la série de terme général a,z" est grossiérement divergenge (avec |a,z"|
non bornée).

DEMONSTRATION.

(1) Montrons l'existence de R.
Soit A l’ensemble des nombres positifs r tel que la suite a,r™ est bornée. Cet ensemble est non
vide, car il contient zéro et il posséde donc une borne supérieure dans R, notée R.

Soit maintenant z € C.
(a) Supposons que |z| < R. Par définition de R, il existe R tel |z| < r < R et donc la suite a,r" est
bornée. D’aprés le lemme d’Abel [D.1] la série de terme général a,, 2" est absolument convergente.

(b) Supposons que que |z| > R. La série de terme général a,, 2" est divergente, sans quoi a,|z|™ serait
bornée et on aurait |z| € A en contradiction avec |z| > R. Dans ce cas, la suite a,|z|™ n’est donc
pas bornée. Il y a divergence grossiére.
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(2) L’unicité de R est évidente.
(]

Pour déterminer en pratique R, on utilise les formules d’Hadamard ou de d’Alembert (voir les lemmes[2.4 page 13|
et [2.5 page 13)).

D.2. Rappels sur le comportement d’une série entiére a I'intérieur du disque de convergence

THEOREME D.3. Soient ) anz" une série entiére de rayon de convergence R et un nombre r € R tel
que 7 < R. Alors la série entiére ), a,z" converge normalement et donc uniformément sur Dy(0, 7).

DEMONSTRATION. En effet,

sup |anz"| = |an|r",
[z|<r

et comme r < R, la série de terme général |a,|r" est convergente.
Cela prouve aussi le lemme O

On déduit de la convergence uniforme que

THEOREME D.4. La somme d’une série entiére est continue en tout point de son disque de convergence.

D.3. Comportement d’'une série entiére au bord du disque de convergence

Le bord du disque de convergence est le cercle de centre O et de rayon R, appelé cercle de convergence.

Sur ce cercle de convergence, nous allons voir que tout peut arriver (voir exemple [D.8 page 190).
Commengons par donner les clés de cette section : la transformation d’Abel (qui correspondrait & une

"intégration par partie discréte") et les régles d’Abel, issues par exemple de [RDOS8T, section 1.3.2], rappelées
ci dessous dans les lemmes [D.5] [D.6] et [D.7]

LEMME D.5 (Transformation d’Abel).
Soient trois suites d’éléments de C, notées (an), ey, (n)pen €t (bn) ey telle que an = anby,. On pose

VneN, Bn=> b (D.2)
k=0
Alors, pour tout (n,p) € N?,
P P
Z An+k = Z (Untk — Ontkt1) Botk — ang1Bn + Qnipi1 By (D.3)
k=1 k=1

DEMONSTRATION. Il suffit d’écrire par définition :
Vk € {15 "'5p}7 anrk = BnJrk - BnJrkfl

et donc

p p
§ Ap+k = § an+kbn+k7
k=1 k=1

Atk (Bn—i-k - Bn—i—k—l) 3

P
Otk Bk — g Otk Bnyk—1,
k=1

1+ T

B
Il
—
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on pose k' = k — 1 dans la seconde somme :

P p—1
g Ok Bnyr — E Oy k' +1Bnyrrs
k=1 k'=0
P p—1
= E Ontk Bk — E Ontk+1Bnik,
k=1 k=0
P P
= § anJranJrk - § an+k+1Bn+k - an+an +an+p+1Bn+p;
k=1 k=1

(an—i-an—i-k - an+k+an+k) - an-l-an + an+p+1Bn+pa

1= T

(an+k - anJrkJrl) BnJrk - an+an + an+p+1Bn+p-

~
Il
—

De la transformation d’Abel (D.3]), on déduit les deux régles d’Abel et

LEMME D.6 (Regle d’Abel I).

Pour que la série de terme général a, = anb, converge, il suffit que les trois conditions suivantes soient
satisfaites :

(1) La suite (By), oy définie par (D.2) est bornée ;

(2) La suite (o), ey admet 0 pour limite ;

(3) La série de terme général |ou, — any1| est convergente.

De plus, dans ce cas, on a
Z ak Z o — agy1) B (D.4)
k=0 k=0

DEMONSTRATION. La version de la preuve faite dans [RDOS8T, section 1.3.2] utilise le critére de Cauchy.
Présentons une preuve légérement alternative, sans ce critére, désormais hors programme !

Appliquons la transformation d’Abel (D.2)) aux trois suites (an),cn, (@n)nen €6 (0n),cn telle que a, =
Qnby. Avec (D.2), on a donc pour tout (n,p) € N2,

P
Z an+k = Z (an—i-k - an+k+1) Bn—i—k - an-l-an + an+p+1Bn+p-
k=1 k=
Cette égalité est en fait valable aussi pour n = —1 (par convention B_; = 0), ce qui donne

p P
Vp €N, Zakq = Z (ag—1 — o) Br—1 + apBp_1.
k=1 k=1

ce qui donne en posant k' =k — 1
p—1 p—1
Vp € N, Z ap = Z (o — oy1) Br + apBp_1. (D.5)
k=0 k=0
La série de terme général (o, — au,y1) By, est absolument convergente puisque, d’aprés hypothése [I], il existe
M tel que
VneN, |(an —ant1) Bn| < M |ay, — ant1],
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et 'hypothése B assure la converge de la série de terme général |a,, — ap41]- De plus, les hypothéses [l et
impliquent que la limite de a;, Bp—1 est nulle. D’apres (D.5)), on peut donc passer a la limite quand p tend vers
I'infini et obtenir la convergence de la série de terme général a,, et (D).

[l
LEMME D.7 (Regle d’Abel II).
Le lemme[D.8 est vrai si on remplace la condition [3 par
la suite (o), o est Téelle et décroissante. (D.6)
DEMONSTRATION. En effet, si (D.6) est satisfaite, on a, pour tout k :
lar — apyi1| = g — a1
et pour tout n :
n
> ok — agga] = ap — any1.
k=0
La série de terme général |ap — ag41| est donc convergente, de somme . O
EXEMPLE D.8. Soit un réel . Considérons la série entiére ) a,z" avec
1
YneN, a,= = (D.7)

On a, pour tout n :

|| _(nt1\ _ 1+1 :ealn(lJr%),
|ant1] n n

qui tend vers 1 quand n tend vers l'infini. Le rayon de convergence est donc égal & R = 1.
On se place maintenant au bord du disque de convergence, ou |z| = 1. On a donc

1

ne’

Z’Il

na

et les cas suivants :

(1) Si @ <0,ily a divergence grossiére car 1/n® ne tend pas vers zéro. Il y a donc divergence sur tout le
cercle de convergence.

(2) Si 0 < a < 1, elle converge en tout point du cercle de convergence distinct de 1. Voir en effet
I’exemple [D.9

(3) Si a > 1, il y a convergence absolue en tout point du cercle de convergence (critére de Riemann) et
donc en tout point du disque D¢(O,1).

Ce ne sont d’ailleurs pas les seuls types de comportements possibles.

ExXEMPLE D.9. Etudions la série entiére définie par 3, a,2" avec a, défini par (D7) sur le cercle de
convergence dans le cas ou 0 < o < 1. Il suffit donc de considérer un réel ¢ et d’étudier la série de terme général

a, défini par
eint
vneN, a,=

- (D.8)
Remarquons tout d’abord que si a,, est une suite de réels positifs, décroissante et admetant 0 comme

limite, alors la série de terme général a,,e'™ est convergente pour tout ¢t € R\ 27Z. Il suffit en effet d’appliquer
ikt .

le lemme [D.6 page précédentel En effet, on a, en posant b, = e

) i(n+1)t _q
it k _ e
« (6 ) - eit — 1

Bn _ Zeikt _

k=0 k

n n
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et donc
Gilnt )t _ 1
et — 1
2
Sl
- 2
- ‘eit/Q‘ |eit/2 — e—it/2|’
- 1
- sin(t/2)[
On déduit donc de cela la convergence de la série de terme général a,, en choisissant a,, = 1/n*.
On peut aussi déduire de tout cela, le comportement des séries réelles de terme général cos(nt)/n® et
sin(nt)/n®. Si t € 27Z, la premiére série diverge et la seconde est nulle. Si t € R\ 27Z, les deux séries sont
convergentes. Plus de détails dans [RDOS8T, section 1.3.2 p.18].

|Bn| =

EXEMPLE D.10. On retrouve ainsi le cas classique des séries réelles alternées. Plus de détails dans [RDOS8T,
section 1.3.3]

ExXEMPLE D.11. En particulier, si on considére la série entiére ) ., 2™ /n, on constate que son rayon vaut
1.Si z = 1, elle diverge. Si z = —1, elle converge (série alternée) et sinon, elle converge (voir exemple[D.8 page précédente]

avec a = 1).

Donnons maintenant un résultat fondamental, le Théoréme d’Abel (4 ne pas confondre avec le lemme

d’Abel ni avec les deux régles d’Abel [D.6 page 195| et [D.7]).

THEOREME D.12 (Théoréme d’Abel).
Soit Y, anz™ une série entiére de rayon de convergence R et zy un nombre complexe de module R tel

n

que la série Y, anzy converge. Alors la série entiére ) an,z" converge uniformément sur le segment [0, zo),

c’est-a-dire, l'ensemble des nombres complexes de la forme tzy avec t € [0, 1].

REMARQUE D.13. Remarquons que cela implique le résultat suivant (puisque la convergence uniforme
entraine la continuité sur [0, zp] et donc en particulier la continuité en zq si ¢ s’approche de zg en restant sur
[0, 20]) : Soit Y, a,z™ une série entiére de rayon de convergence R et zo un nombre complexe de module R tel
que la série ) anz{ converge. Alors

—+oo +oo
1' nyn — n- .
lim Z anzgyt Z anz (D.9)
te[0,1[n=0 n=0

DEMONSTRATION DIRECTE DE (D.9). Remarquons que par changement de variable
2

Z = P (D.10)
on peut supposer sans perte de généralité que
zo = 1. (D.11)
Notons
“+o00
S=Y"an. (D.12)
n=0

Soit donc t € [0,1]. Appliquons de nouveau la transformation d’Abel (.2)) appliquée au couple de suite (o), o
et (bn)neN avec oy, = t" et b, = a, et raisonnons comme dans les premiéres pages concernant la preuve du
Théoréme 2.2 de de http://perso.eleves.ens-rennes.fr/ tuntr932/borddudisque.pdf. En notant

vneN, B,= ian,
k=0


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
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on a
P
Y(n,p) € N?, Za "R =N (Y By — 4 B, 4+ tPTIB,
k=1
et donc
P
V(n,p) € N2, Zan+kt"+k (1=)> "By g — "B, + "B, (D.13)
k=1
Cette égalité est en fait valable aussi pour n = —1 (par convention B_; = 0), ce qui donne :
P P
Vp e N, Zak,lt’“—l =(1-1) Zt’HB,H —t°B_, + "B, 1,
k=1 k=1
ce qui donne en posant k' =k — 1
p—1 p—1
VpeN, Y ath=(1-1)> t*By +1"B, 1. (D.14)
k=0 k=0

Supposons maintenant que ¢ € [0,1]. On sait que Zi;é ayt® tend vers f(t) si p tend vers I'infini. De plus, la
somme B,,_; est bornée (car elle a pour limite >~ ,ax) et donc t*B,_; tend vers zéro quand p tend vers
linfini. De cela et de (D.14) on déduit donc que la série de terme général t* By, converge et a la limite p — oo,
on obtient donc

vte[0,1], f(t)=(1—-1)) t"By. (D.15)
On écrit ’égalité classique
—+o00
1
vt e [0,1 th = —. D.16
€ [0, 1], kz:; — (D.16)

On déduit donc de (DI3) et (D16)
—+o0 —+oo
Velo 1], ft)-S=0-8)Y t"Bi—(1-1)5) ¢
k=0 k=0
et donc
+oo
Velo,1, fit)—S=(1-1) (Z(Bk - S)tk> , (D.17)
k=0
avec la convergence de la série de terme général (B — S)t*. Une fois que I'on a obtenu I'égalité (D.1T7), on
conclut rapidement. Soit € > 0 fixé En effet, puisque par définition

lim B, —S =0,

n—-+o0o

il existe un rang N tel que

Vn>N, |B, —B|§%
et, d’apres (D.17)
—+oo
Velo 1, |f(t) -S| <(1-1)Y |[Bx— Bl
k=0

400 N
g(lft)z B — B|t" + (1) |By — B|t",

k=0

N
(1—1) Ztk (1—1)>_ |Bx - B|t!,
k=0
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On a aussi, grace a (D.16)
+oo +oo
Velo, 1, (- th<a-1)) th=1,
k=N k=0

et finalement (puisque c’est aussi vrai pour ¢t = 1)

N
v e [0,1], |f(t)—5|g§+(1—t)z|3k_3|tk, (D.18)
k=0

L’entier N étant désormais fixé, 'application ¢ — (1 — t) Zszo |Bx — B|t* tendant vers zéro quand t tend vers
1, on a donc

N
377>07 Vte[linal]a (17t)Z|kaB|tk§§
k=0

et de (D.I]) on tire finalement
I >0, vte[l-n1], [f(t)-5|<e

REMARQUE D.14. La convergence de la série de terme t*By, et le résultat (D.15) peuvent étre en fait
obtenus directement via 1’équation (D.4]) qui donne en effet ici

oo

Vee 0,1, Y ath = (t" — ") By,
k=0

k=0

=(1-1)) t*By,
k=0

et la convergence de la série de terme général t* By,
O

DEMONSTRATION DU THEOREME Comme précédemment, on peut supposer sans perte de généralité
que (DI7) a lieu.

Il existe deux types de preuves légérement différentes. La premiére utilise le critére de Cauchy uniforme
et la transformation d’Abel (D.3)). On renvoie a la preuve de [RDOS8S, section 3.1.3.2].

La seconde preuve, n’utilise pas directement le critére de Cauchy uniforme. Elle consiste & montrer que le
reste Ry de la somme ) a,2" tend uniformément vers zéro quand z appartient a [0, 1] quand N tend vers I'in-
fini (une convergence ayant lieu indépendamment de z). C’est la preuve faite dans les premiéres pages concernant
la preuve du Théoréme 1 de de http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~Gerard.Eguether/zARTICLE/DN.pdf
et que nous allons présenter

On cousideére, pour tout ¢ € [0, 1], R,,(t) défini par

e’} +o0o n—1
VneN, Ru(t)=Y at"=> art" =) axt”, (D.19)
k=n n=0 k=0
qui est défini pour £ < 1 comme pour t = 1, compte tenu des hypothéses faites, et R,, défini par
“+o0
VneN, R,=> a. (D.20)
k=n
lim R, =0. (D.21)

n—oo


http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~Gerard.Eguether/zARTICLE/DN.pdf
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(1) Remarquons que si la série ) anzy =), an converge absolument, le résultat est immédiat. En effet,
on a pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout n et Q

Q
Z aktk
k=n

)

Q

< Z ’aktk
k=n
Q

<> laxl [t
k=n
Q

< Z |a’k| )
k=n

on peut faire ensuite faire tendre @ vers I'infini puisque la série de ) a, converge absolument, on
obtient

—+o0
E ant”
k=n

o0
<> anl,
k=n

ce qui donne donc bien
VneN, Vte(0,1], [Ru(t) <> lal, (D.22)
k=n

qui tend uniformément vers zéro quand t appartient a [0, 1] quand N tend vers I'infini (une convergence
ayant lieu indépendamment de t).

Plus rapidement encore, il suffit d’écrire que la série de fonction de terme général a,t™ converge
normalement sur [0, 1] (puisque |ant™| < |a,|) et donc uniformément.

(2) Remarquons que si la série ) a, est une série alternée, la preuve est, dans ce cas, simplifiée. Dans
ce cas, la convergence n’est plus normale mais uniforme. On procéde en effet comme on avait déja fait

dans la section et le résultat (V.I)). On remarque que, pour tout ¢ € [0, 1], la série de
terme général a,t" est aussi alternée puisque (il suffit de faire ’étude pour ¢ # 0)

thrl

An+41 o an+1t
- )

an,tm™ Ay,

et donc a,t" est bien de la forme £|a,t"|(—1)". On a aussi

an+1tn+1

an,tm™

An+41 ¢
Qn

<1,

et donc la suite |a,t™| est décroissante. Comme la suite a,, tend vers zéro, il en est de méme pour
la suite a,t". On peut donc majorer le reste de la série de terme général a,x! par le premier terme
négligé :

Vt e [0,1], VYN €N, < lan41t" T < Jan 1] -

+oo
By (t)] =) ant"
n=N

La série de terme général a,,t™ converge donc uniformément sur [0, 1].

(3) On se place maintenant dans le cas ou la série ) an2y =), a, converge sans hypothése supplémen-
taire. Il va falloir utiliser la transformation d’Abel (D.3]). Donnons ici une preuve un peu plus simple
ou on utilise directement une transformation adaptée. On écrit directement d’aprés (D.I9) pour tout
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€ [0,1] et pour tout (¢,p) € N> avec ¢ < p :

p p
Z aktk = Z (Ri — Ri+1) tk,
k=q k=q
p p
=Y Rut* =) Renth,
k=q k=q

puis on pose dans la seconde somme k' = k + 1

P p+1
_ Z Rtk — Z Rk/tk =
k=q k'=q+1
P p+1
= ZRktk — Z Rktkil,
k=q k=q+1
P P
=Y Rt =Y Rpth T 4 Rttt — Ry t?,

el
I

q k=q

et donc

P
Y(p,q) € N?, tel que ¢ <p, Vte|0,1], Zaktk = ZRktk_l(l — 1) + Rt — Ry t?,

k=q
et donc
P
V(p,q) € N, tel que ¢ <p, Vtel0,1], Zaktk (1—)> Ret"™' + Ryt~ — Ryt (D.23)
k=q
Soit € > 0. D’aprés (D.21)), il existe N tel que
Vn >N, |Ra|< % (D.24)
11 vient donc (puisque ¢ < 1) selon (D.23)) :
p— - P
k k-1
Vp>gq, VY¢>N, Vtelo,1], z_:akt < 1=ty 2. (D.25)

Enfin, on écrit pour tout ¢t < 1 :

p 00
1=ty < @-n) ",
k=q k=0
=1
Puisque cela est aussi valable pour ¢ = 1 (tout est nul), on a donc d’aprés (D.25)

Vp>gq, Yg¢>N, Vtel0,1], Zaktk <e (D.26)

On peut faire tendre p vers I'infini et on obtient
quNa er[o,l], |RQ(t)|§E

soit encore la convergence uniforme.
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L’égalité (D.9) est utile en pratique, quand il est plus facile de voir la limite de f que la somme de la série.
Voir les exemples qui suivent.

EXEMPLE D.15. On peut déduire de 1'égalité (D.9) le résultat suivant :

(o]
-1 n—1
> =0 In(2), (D.27)
n
n=1

résultat qui avait été démontré dans la section [V-2 page 308 et le résultat (V.I). Il suffit de remarquer que

n—1
la série entiere de > 7 | Lz: a un rayon égal & 1 et est égale a In(1 + ) sur [0, 1[ dans R ou égale a
Lu(1 + z) sur le disque de convergence en enlevant ’axe R_. Voir la proposition Par ailleurs, on
sait que la série de terme général (—1)"~! /n converge (série alternée ou voir 'exemple [D-8 page 196). De (D.9)

et a, = (—1)""!/n avec n > 1, on déduit donc

hnri 1n 1+4+¢t) = Z
tel0,1] n=1

dont découle (D:27)) par continuité du logarithme en 2.

EXEMPLE D.16. On peut déduire de 1'égalité (D.9) le résultat suivant :

S o9

La série de terme général 5 - )1 est convergente (série alternée). Pour cela, on considére la fonction arctan dont

le développement en série entlere est
—+o0

(D" 2np1
arctan(x) = E 2t
= 2n+1

)

ce qui peut se vérifier par exemple en utilisant la dérivée de arctan qui est 1/(1+ 22). On raisonne exactement
comme dans exemple [D.15] et en utilisant arctan(1) = 7 /4.

EXEMPLE D.17. On peut déduire de I'égalité (D.9) les résultats suivant :

i ala—1)(a—2)..(a —n+1) _ o0

Vo € NU| — 1, 400, ' , (D.29a)
n.
n=0
Nt —D(a—=2).(la—n+1
VaeNUR:, Y (-1rde=ble )' a=nt+l _, (D.29b)
n.
n=0

(1) Remarquons que si a € N, alors & partir de n = « + 1, tous les termes de la somme de (D.29a)) sont
nuls et il faut donc montrer que

Vo €N, Z afa = 1)( O‘*i),""(o‘*”“):za. (D.30)

Cela vient tout simplement de la fonctlon f définie par
Ve eR, f(z)=(1+=x)" (D.31)
Le développement de la formule du bindéme de Newton donne
Ve eR, f(x)= za: (a)xn,
n=o \""

a—l a—2....a—n—|—1 n
_Z )---( ),

n!

)



D.3. COMPORTEMENT D’UNE SERIE ENTIERE AU BORD DU DISQUE DE CONVERGENCE 203

et on trouve le résultat en prenant z = 1. On fait de méme pour montrer (D.29b) mais en choisissant
= -1

(2) Si a € N, aucun des coefficients des sommes (D.29) n’est nul. On considére de nouveau la fonction f
dont on sait que le développement en série entiére est donné par

(1+x)a:Zoz(oz—1)(afi)!....(a—n+1)xn. (D.32)

n=0

On pose
ala—1)(a=2)..(la—n+1)
n!

vneN, a,=
Or, on a, pour tout n :
ans1 ala—1D(a—2)..(a—n+1)+1)  (ala—1D(a—2)..(a—n+1)\ "
a: (n+1)! X( n! ) ’
ala—1)(a—2)..(a—n+1)(a—n) n!
ala—1)(a=2)..(la—=n+1) (n+1)V

et donc
VneN, dntl_ 270 (D.33)
an n+1
et en particulier
lim M =1.

n—+oo |an|

La formule de d’Alembert donne donc un rayon de convergence égal & R = 1.

(a) Etudions tout d’abord la convergence de la série de terme général a,,. D’aprés (D.33) pour tout n
assez grand (tel que n > ), on a @ —n < 0 et donc

VneN, n>a= apt1a, <0. (D.34)

Enfin, d’apreés (D.33)), on a

VneN, n>a= Antl :n—a, (D.35)
an n+1
et donc, pour n tendant vers l'infini, on a successivement
n—a 1-%
n+1 141’
-1
1
(-3
n n
1 1
(=90l
n n n
1 1
n o n n
et donc
n 1 1
Gnill_q +O‘+O<—2>. (D.36)
an n n

De (D.36), on peut déduire [RDO87, Proposition du cas "douteux" p. 14 de la section 1.2.3] qu’il
existe une constante A > 0 telle que

A

- (D.37)

lan| ~
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On peut aussi déduire de (D.35)

An+41
Gp

VneN, a>—-letn>a= <1 (D.38)

Ainsi, on en déduit :

(i) sia > —1, alors la suite de terme |a,,| tend vers zéro. De plus, d’apres (D.38)), elle est décroissante.
Enfin, d’apres (D.34)), le signe de a,, (pour n > «) est £(—1)" La série de terme général a,, est
donc une série alternée et donc convergente (voir par exemple [RDO87, section 1.3.3]).

(ii) Au contraire, si & < —1, alors la suite a,, ne tend par vers zéro et la série de terme général ne
saurait converger.

Bref, la série de terme général a,, converge ssi & > —1. Dans ce cas, on applique (D.9) avec z =1
et on obtient (D:29al).

(b) Etudions maintenant la convergence de la série de terme général (—1)"a,,. Dans ce cas, (D.33) est
remplacé par
(—D)" a1 n—a

Vn € N, = ,
(=) ay, n+1
et donc
Pour tout n > a, (—1)"a, est signe constant. (D.39)

L’équation (D.37) est toujours valable. Dans ce cas, la série de terme général (—1)"a,, de signe
constant, est donc convergente ssi a > 0. Dans ce cas, si on choisit x = —1, on obtient

[e ]

—1 —2)(a — 1
Z(*l)na(a )(Oé )' (Oé n+ ) _ (1 . 1)a
o n!

et donc (D.29D)).

EXEMPLE D.18. On peut déduire de 1’égalité (]]El) les résultats suivant :

In( = 1
e 3 (D.400)
O :
In(1 e n 1
/ n( +u) Z (D.40b)
O :
Or, on connait les valeurs connues des deux sommes suivantes :
=1 72
— = — D.41
; = (D.41a)
& (_1)n—1 2
> — =13 (D.41b)

n=1

Voir par exemple (V.46) et (VA7) et 'établissement ces formules par exemple la section par les
série de Fourier ou plus subtilement dans la section [V.4] ou encore plus élégant dans la section
On a donc explicité les valeurs des deux intégrales suivantes :

1 _ 2
/ =g, - T (D.42a)
0

u

6
1 2
/ LICE D = (D.42b)
O u
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Pour montrer (D40), on considére la série entiére définie par

n

f@) =3 (D.43)

n=1

dont le rayon de convergence vaut R = 1, ce que I'on détermine en utilisant la formule de d’Alembert. On a

Vel - 1,1, f( Zn —

et donc
1 = z"
/
Vo el - LINOY  f(@) = — ; —. (D.44)
On sait aussi que
"
—1,1], — =—In(1- D4
Yz €] ; - n(l —z). (D.45)
Ainsi, d’apres (D.44)) et (D.43)
1
v E]i]‘ﬂ]‘[\{o}ﬂ f(lx):f;hl(lfl'),

et donc pour tout ¢ €] — 1,1] tel que l'intervalle [¢, 1] ne contienne pas zéro :

“ln(l —w)
u

Ve e~ LINMOY,  f(x) = f(c) - / du.

la fonction @ est en fait prolongeable par continuité en zéro et on peut donc écrire en prenant ¢ = 0 :
“1In(1 —
Vrel —1,1, f(z) = f(0) - / ydu. (D.46)
0
et donc puisque f(0) =0
“In(1 —
Vo€l - 1,1, f(z)= f/ ydu. (D.47)
0

Les séries de terme general et (—1)n ! # sont convergente et on peut déduire de I'égalité (D.9) par passage
a la limite quand x — 1 dans (DA70) ’égalité suivante :

Ooi_ . zln(l—u)u
= rm=- [

et en faisant * — —1 dans (D.47), on obtient 1’égalité suivante :

Z o= [ R,

et on transforme la derniére intégrale en posant v = —u.

REMARQUE D.19. La fonction définie par (D.47) est appelée le dilogarithme. Voir par exemple https://
fr.wikipedia.org/wiki/Dilogarithme.

Nous reprendrons les exemples [D.15] [D.16] et [D.18] plus rapidement plus tard, sans avoir & montrer la
convergence de la série de terme général a,,.

Voici maintenant une version un peu plus forte du théoréme et de (D.I3), le théoréme
d’Abel non-tangentiel, qui est présenté dans le cas zp = 1 et R = 1 mais qui se généralise pour zg et R fini
quelconque en faisant le changement de variable (D.10).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Dilogarithme
https://fr.wikipedia.org/wiki/Dilogarithme
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FiGURE D.1. Ay.

THEOREME D.20 (Théoréme d’Abel non-tangentiel).
Soit une série entiére Y anz™ de rayon 1 et de somme f sur le disque de convergence, D(0,1) Soient

0 € [0,7/2] et Ay (voir figure[D ) défini par
Ag={1—pe'®, p>0, ¢€[-0,0.}nD(0,1) (D.48)

Si la série de terme général a,, converge, alors

+oo
lim f(2) = > an. (D.49)
ZEAQ n=0

DEMONSTRATION. On renvoie aux pages 3 et 4 de http://perso.eleves.ens-rennes.fr/ tuntr932/
borddudisque.pdf, elle-méme inspirées de |[Gou20)] et [ZQ13]. O

REMARQUE D.21. On parle aussi parfois du théoréme de continuité en "bec de canard" en élargissant Ag

Ficure D.2. Aj.


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf

D.3. COMPORTEMENT D’UNE SERIE ENTIERE AU BORD DU DISQUE DE CONVERGENCE 207

en le remplacant par A} pour tout r € [0, 1] défini par
g =Ap U D(O,T),
comme le montre la figure [D.2]

FIGURE D.3. Eg.

De plus, dans ce cas, la fonction f est uniformément continue sur
85 =(Ap\{z€C, |z|>r})UDe0,r).
représenté sur la figure [D.3

Venons-en maintenant au probléme beaucoup plus délicat, la réciproque. En se plagant sans perte de
généralité en zp = 1 et en prenant R = 1, on suppose que la série entiére >, a,z" de somme f a un rayon égal
a R et que la limite de f(¢) quand ¢ tend vers 1 en restant sur [0, 1] existe et vaut I. On se demande alors d’une
part si la série de terme général converge et d’autre part si sa somme vaut [. Si la série converge, sa somme est
nécessairement [, d’aprés tout ce qui précéde.

On donne la définition suivante :

DEFINITION D.22 (Série Abel-sommable).
Soit une série de terme général a,. Elle est dite Abel-sommable si la série entiére ) a,z™ a un rayon de
convergence R supérieur ou égal & un 1 et si la fonction f de la variable réelle ¢ € [0, 1] définie par

[e ]
F&)=>"ant", (D.50)
n=0
admet une limite finie quand ¢ tend vers un par valeurs strictement inférieures.

On pourra supposer R = 1, car le cas R > 1 est immédiat, par convergence uniforme.
On a déja vu précédemment que l'existence de la série de terme général a,, entraine son aspect Abel-
sommable avec

t—1
te[0,1]

Maintenant, on se demande si I’Abel-sommabilité entraine la convergence de la série de terme général a,,.

lim f(t) =) an.
n=0

EXEMPLE D.23. Les séries des exemples [D.15] [D.16] et [D.17, sont Abel-sommables et correspondent & des
cas ou la série de terme général a,, converge.
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Cependant, assurément, sans hypothéses supplémentaires sur les a.,, cette réciproque est fausse, c’est-a-dire
que la série de terme général a,, ne converge pas.

EXEMPLE D.24. Les exemples de la section [D.4] le prouvent. Les séries entiéres ., a,t™, Y., b,t" et
> nt™ (qui peuvent aussi étre définies sur C) données

VneN, a,=(-1)" (D.51a)
by = (=1)"Tn, (D.51b)
Cn = N. (D.51c¢)

ont un rayon de convergence égal a 1. Les sommes A(t) = > ant™, B(t) =, bot™ et C(t) = >_,, but™ sont
données par

1
—-1,1 Alt) = — D.52
vt E] ) [a (t) 1+t, ( 5 a)
t
B(t) = — D.52b
0= e (D.52b)
t
t)= ——. D.52
) = = (D.520)
Les deux premiéres séries sont Abel-sommables mais pas la derniére puisque l'on a
i 1
%EH A(t) = 27 (D.53a)
te[0,1]
lim B(t) = L D.53b
i B() = 7. (D.53b)
te[0,1]
%E}% C(t) = +o0. (D.53c¢)
te[0,1]

Il est clair que les séries de terme général respectivement égal & a,,, b, et ¢, ne convergent pas puisque a,, est
bornée mais ne tend pas vers zéro, b, et ¢, ne sont pas bornées.

Tout d’abord, remarquons que la série de terme général c, est en fait gérée par le théoréme suivant, qui
est un cas trivial de série non Abel-sommable :

THEOREME D.25.
Soit Y, anzn une série entiére de rayon de convergence égal G 1. On suppose que la série de terme général
an diverge et que, pour tout n, a, > 0. On a alors

+oo
lim > ant" = +oc. (D.54)
t€[0,1[ n=0

DEMONSTRATION. Voir Théoréme 2 p. 2 de http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~Gerard.Eguether/
zARTICLE/DN.pdf
Notons

gn(t) = Zaktka
k=0
et
—+o0
viel— 1,1 g(t)=>_ axt".
k=0

Soit A > 0. Puisque la série de terme général a,, diverge, il existe un entier N tel que

N
Zak =gn(l) > A+ 1.
k=0


http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~Gerard.Eguether/zARTICLE/DN.pdf
http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~Gerard.Eguether/zARTICLE/DN.pdf
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Pour ce N fixé, comme la fonction g est continue en 1 et croissante sur R (car les a,, sont positifs) , il existe
7 tel que
vte[l-n1], 0<gn(1)—gn(t) <1,
et donc
vie[l—n1], g(t)>gn(t) =gn1)— (gn(1) —gn(t) = A+1—-1=A,
ce qui montre (D.54)). O

Donnons maintenant enfin un théoréme permettant d’assurer que I’Abel-sommabilité entraine la conver-
gence de la série :

THEOREME D.26 (Tauber, 1897, Théoréme "faible").
Si la série de terme général a,, est Abel-sommable et vérifie

R (%) , (D.55)

alors la série de terme général a,, converge et

+oo +oo
Z an = tlgr% Z ant”. (D.56)
n=0 te[0,1[n=0

DEMONSTRATION. On renvoie a la démonstration du théoréme 3.1 de http://perso.eleves.ens-rennes.
fr/~tuntr932/borddudisque.pdf elle-méme issue de [Gou2d]. O

Finissons enfin un théoréme beaucoup plus fort ou on affaiblit (D.53) :

THEOREME D.27 (Théoréme "fort" de Tauber, dit Théoréme O de Hardy-Littlewood (1911)).
Si la série de terme général a,, est Abel-sommable et vérifie
1
an =0 (—) ) (D.57)
n
alors la série de terme général a,, converge et (D.58) a lieu.
DEMONSTRATION. On renvoie & la démonstration beauoup plus technique du théoréme 3.2 de http://

perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf elle-méme issue de |[Gou20] et surtout de [Tos|.
(]

EXEMPLE D.28. Grace au théoréme[D.27], on peut reprendre les exemples [D.15] [D.16] et [D. I8 sans avoir &
vérifier a priori la convergence de la série de terme général a,, qui est assurée ! Pour I'exemple [D. 17, on laisse au
lecteur vérifier le soin que I'hypothése (D.57) n’est vraie que pour o > 0 donc que pour la preuve de (D.29D)).
Le cas a > —1 et la preuve de (D:29al) n’est plus couvert par ce théoréme [D.27] et il faut raisonner en montrant
a la main la preuve de la série de terme général a,,, comme montré dans ’exemple

D.4. Des faux paradoxes fondés sur I’ Abel-sommabilité

Nous donnons un exercice et son corrigé, illustrant les notions vues précédemment.
Enoncé

(1) On tient le raisonnement suivant.

(a) Posons
A=1-14+1-141-1+....

On écrit
—“A=-14+1-141-1+..


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~tuntr932/borddudisque.pdf
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et en ajoutant 1
1-A=1-1+1-141-1+..=A
Ainsi, 1 — A= A et donc

(b) Posons
B=1-2+4+3-445-6+....

On a d’aprés la définition de A
B-A=(1-1)4+(2+)+CB-1)+(4+1)+B-1)+(-6+1)+..,
=0-142-344—5+..,
= -B.

Ainsi B— A= —B et B= A/2 et donc, d’aprés ce qui précéde
1

B=-.
4

(¢) Enfin, posons
C=1+24+3+44+5+6+....
On a

C—-B=(1-1)+2+2)+B-3)+@+4)+(5-5)+(6+6)+...,
=4(1+2+3+4...),
=4cC.

Ainsi, C — B=4C et C = —B/3 et donc, d’apreés ce qui précéde
1
C=1424+3+4+54+6+....= 1>
Montrer pourquoi ce raisonnement n’est pas correct.

Attention, hormis la propriété les techniques de cet exercice, utilisées pour expliquer un
) ) )
paradoxe, ne doivent pas étre utilisées dans un contexte "académique”.

(2) (a) En adaptant le calcul présenté et sans calculer explicitement les série entiéres suivantes, déterminez-

les :
on pose pour tout z €] — 1, 1], A(x) = Z(—l)”x",
n=0
Blx) = 3(-1)" na”,
n=0

C(x) = i na”,
n=0

et donner un sens aux sommes définies ci-dessus.

(b) Soit (an),cy une série absolument convergente. On considére la fonction f : R — R définie par

Vo, f(z) = Z anx™. (D.58a)
n=0
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Démontrer que le rayon de convergence de la série entiére (a,x™) est supérieur a 1, que f est définie
et continue sur [—1, 1] et en particulier que

i an = ilﬁm1 i anz™. (D.58Db)
n=0

z<1 n=0

Cela revient a adopter la définition

(¢) On suppose maintenant que la série de terme général a,, n’est plus nécessairement convergente,
mais que la fonction f définie par (D.58a]) sur tout l'intervalle [—1, 1] est définie et continue.

La méthode de sommation d’Abel consiste a écrire que la somme ), .\ an est alors formellement
définie grace a ’égalité (D.58N).

Conclure sur les valeurs de sommes A, B et C' données dans le raisonnement problématique de la
question ().

Corrigé

On pourra consulter
https://www.youtube.com/watch?v=xqTWRtNDO3U

(1) On manipule des sommes infinies qui n’existent pas.
En effet, les "petits points" désigne des sommes qui sont nécessairement & nombre de termes infinis.

En effet, si elles désignent des sommes & nombre fini de termes, les termes finaux ne disparaissent
pas et les simplifications annoncées ne se font pas. On pourrait expliciter ces sommes et constater
qu’elles ne valent pas les valeurs données. Par exemple, A vaut 0 ou 1 suivant la parité du nombres de
termes que 1’on prend.

Ainsi, ce sont des sommes & nombre de termes infinis et elles correspondent alors & des sommes
de séries qui divergent donc désignent des quantités qui n’existent pas (au sens habituelﬁ du terme.).
En anticipant sur la suite, A, B et C seraient la somme des séries de termes généraux respectivement
égaux a (—1)", (—1)”+1n et n, qui ne convergent pas, puisque ces trois suites ne tendent pas vers 0, la
derniére tendant méme vers l'infini !

(2) (a) On vérifie que les trois rayons de convergence des séries entiéres introduites sont égaux a 1 et on
peut donc faire tous les calculs souhaités si x appartient & ] — 1, 1[, en remarquant que les sommes
sont absolument convergentes, & = fixé. Reprenons les calculs présentés en introduisant la variable
x, appartenant donc & | — 1, 1] et qui sont donc, cette fois-ci, tout a fait valables!

(i) Posons

1. mais on verra plus bas qu’en étendant la notion de série, on retrouve du vrai dans les valeurs données.


https://www.youtube.com/watch?v=xqTWRtNDO3U

(i)
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On écrit
—+o0
—Ax) ==Y (=1)"a",
n=0
+oo
= (=1t
n=0
+oo
— Sy,
n=1
+oo
=—1+z) (1) 2",
n=1
—+o0
=—1+=z Z(fl)"z",
n=0
= -1+ zA(z),

et en ajoutant 1
1—A(z) =zA(x)

Ainsi, 1 = A(z) + zA(z) et donc

A(z) = . (D.59)

Formellement, si on remplace = par 1, ce qu’on n’a pas le droit de faire en toute rigueur, puisque
la somme n’existe pas, on retrouve donc le 1/2 annoncé.

REMARQUE D.29. On peut aussi se passer du raisonnement incorrect et calculer directement A
en écrivant, pour z dans | — 1, 1],

+oo +oo 1
Aw) = (1" = Yo (—a) =
n=0 n=0

mais ce n’était pas le but de cet exercice!

Posons

—+oo
B(z) = 2 — 22° 4+ 32 — 42 +52° —62° + ... = Z(—l)"“nx”.

n=0
On a d’apres la définition de A(x)
“+o0

~A@) = Y ()"

n=0
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et donc, pour z non nul,

+oo

B(z) — Az) = Z( )" Hpa™ + Z rtign,
n=0
+oo

=S ),

n=0

1R
==y ),

Ainsi B(z) — A(z) = —B(z)/x et B(z) = 2A(x)/(z + 1) et donc, d’aprés ce qui précéde

- (D.60)

Cette égalité est encore valable pour x = 0. Formellement, si on remplace x par 1, ce qu’on n’a
pas le droit de faire en toute rigueur, puisque la somme n’existe pas, on retrouve donc le 1/4

annonce.

REMARQUE D.30. Comme dans la remarque [D.29] on peut aussi se passer du raisonnement

incorrect et calculer directement B en écrivant, pour x dans | — 1, 1]
—+oo
B(x) =Y (-1)""'na",
n=0

_ Z n+1

=z Z(—l)”+1nx”_1,

= -z ”Jrl (n+1
Z )z"

Posons

—+o0

Bla) = 3 (~1)" (n+ 1)a”

n=0
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Par intégration, a une constante additive prés (ce qui est valide pour les séries entiéres sur

l'intervalle de convergence)

/E(z)dz => ()" n+1)

—+o0
:CnJrl

n+1

)

n=0

+oo
— Z(_l)n+1$n+1,
.
= Z(i'r)’r%%lv
n=0
+oo
= Z(_'T)n’
n=1
+oo
n=0

et par dérivation

B(z) =—

1
1+

)

1
T+a)

D’aprés ce qui précéde, on retrouve bien (D.60), puisque

B(z) =x x

1
(1+42)*

mais ce n’était pas le but de cet exercice!

(iii) Enfin, posons

—+oo
C(x) = x4 222 + 323 + 42 4+ 52° +62° + ... = ch”
n=0

On a

C(z) — B(x)

Ainsi, O(x) — B(z) = 4C(2?) et

= 4271902",

n=0

=4C (z2) .

C(x) — 4C(2*) = B(x)

(D.61)

(D.62)
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Formellement, si on remplace = par 1, ce qu’on n’a pas le droit de faire en toute rigueur, puisque
la somme n’existe pas, on aurait donc —3C(1) = C(1) — 4C(1) = B(1) et donc, puisqu’on a
montré formellement que B(1) = 1/4, on aurait donc C(1) = —B(1)/3 = —1/12.

REMARQUE D.31. Comme dans la remarque [D.29] et [D.30, on pourrait aussi se passer du rai-
sonnement incorrect et calculer directement C' en dérivant et en intégrant pour x dans | — 1,1]
et obtenir I'expression explicite de C. Posons en effet

+oo

et donc

et donc

et par dérivation,
x

o ip
On peut aussi écrire, de fagon alternative, d’apres (D.60) :

Clx) = (D.63)

+oo
C(-2) = 3 n(-a)",

—+o0
== (1),
n=1

= —B(,CE),

et donc
T

@1

et on retrouve donc bien (D.63). Ici, on ne peut plus passer a la limite quand x tend vers 1, car

C(z) =

i1—>m1 C(x) = +o0. (D.64)

(iv) Reprenons les calculs pour faire apparaitre le —1/12. Il suffit de considérer l'expression de C
donnée par (D.62) qui donne

C(x) — 4C(2?) = B(z),
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et "en trichant", en oubliant (D.64), on fait tendre z vers 1 ce qui donne si la limite de C(z) en
1 existait, d’apres (D.60) :

. . 1
SO = B =g
ce qui donnerait
. 1
il_}ml C(x) = 13 (D.65)

D’autres auteurs, pour faire apparaitre la valeur donnée par (D.65), suggérent de poser x = e ?,

de considérer t > 0 et de faire tendre ¢ vers zéro par valeurs strictement positives. D’aprés
(D63), on a donc pour tout ¢ > 0 :

—t

_ -ty _ _ ¢
On vérifie aisément que 'on a le développement limité & l’ordre 2 suivant :
t2e! 1
= 1-—¢ t?
(et —1)2 Bt o),
et donc
et 11
- 4 1 D.
(et —1)2 L e +o(1), (D.67)

On retrouve donc en faisant tendre ¢ vers zéro que l'on a a (D.64). De plus, d’aprés (D.66) et
(D67), on retrouve en "oubliant" le terme 5 la valeur donnée par (D.6H).

b) Puisque la série (a,) est absolument convergente, |a,| est bornée et pour tout z € [—1,1], on a
q g ) b » L]y
anz™| < |ay|. D’aprés le lemme d’Abel du cours, le rayon de convergence est donc supérieur ou

égal a 1. Ainsi, la fonction f, comme somme de la série entiére, est C°° sur | — 1, 1[. En revanche, on
ne peut rien dire sur f en 1 et —1, a priori. Soit € € {—1,1}. Puisque, la série (a,,) est absolument
convergente, f(e) existe. De plus, pour tout « € [—1,1], on a |a,z™| < |a,|. La série (a,2™) est donc
normalement convergente et sa somme est donc continue sur [—1, 1]. En particulier, f est définie et
continue sur [—1, 1] et en particulier f(1) = Hmiz% f(z) et donc

—+oo +oo
Z an = ilﬁm1 Z anx”. (D.68)
n=0 <1 n=0

REMARQUE D.32. Cette propriété est aussi vraie si la série (a,) est une série alternée, voire méme

une série convergente. Voir théoréme
(c) (i) D’apres (D.59), on a

= 1
lim g apx” = lim = -,
z—1 z—=114+x 2
<1 n=0 <1

et donc, on peut poser, au sens d’Abel :
00 1
SO
n=0

et on retrouve donc le 1/2 annoncé.

(ii) De méme, d’apréss (D.60), on peut poser, comme dans 1'énoncé, B = 1/4.

(iii) Voir le point [2(a)iv page précédente| et notamment (D.65)).
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REMARQUE D.33. Dans https://www.youtube.com/watch?v=xqTWRtNDO3U, il est annoncé, en
fin de vidéo, que 'on peut montrer que I’on a aussi, au sens de ce que I'on vient de voir

+oo
> nP=0. (D.69)
n=1
On fait comme précédemment : on considére la série entiére définie par
+oo
D(z) = 0%+ 1%z +2%2% +3%% + ... = Z n?a™, (D.70)
n=0

dont on vérifie que le rayon de convergence vaut 1. On peut calculer D de la facon suivante :
On a, pour tout = €] — 1, 1], grace a (D.61))

—+oo
Cl(.’L') — Zn2$n—1,
n=1
et donc
—+o0
xC'(z) = Zan".
n=1

et donc
D(z) = 2C' ().

o-o(5 )

_ z(@+1)
D(z) = 7@7 e

On fait comme précédemment : on remplace x par e~

e teTt+1)
(et —1)°

et, aprés calculs, on obtient le dl suivant en 0

2 1
D(zx)==+0— —t+o(t),
(@) = 5 +0— 55t + o)
et comme précédemment, en "négligeant" le terme t%, il ne subsiste que 0 et on a donc montré

(D.69)!

REMARQUE D.34. Quelques citations extraites de 'Internet sur ces paraxodes.

D’aprés (D.63)), on a donc

et aprés calculs

t.

D(z) =—

(1) On pourra consulter une note de Jérome Germoni, disponible sur http://licence-math.univ-1lyoni.
fr/lib/exe/fetch.php?media=pmi:sommes_infinies_paradoxales.pdf, pour mieux comprendre ce
qui est relatif au calcul de C.

"Le vrai miracle, ce n’est pas tant de pouvoir donner une valeur a une somme infinie qui diverge :
c’est que plusieurs méthodes donnent la méme valeur. L’expliquer et trouver des méthodes systéma-
tiques, c’est un chapitre amusant de I’analyse —que je ne connais pas d’ailleurs. On parle de procédés
de resommation : ils consistent & trouver des valeurs finies cachées sous des infnis que I’on met sous le
tapis. Fantaisie de mathématicien? Pas du tout! La théorie de la renormalisation en physique quan-
tique consiste & appliquer des procédés de ce genre et conduit & la meilleure coincidence de toute la
physique entre une prédiction théorique et une valeur expérimentale pour la constante de structure fine
a=1/137.


https://www.youtube.com/watch?v=xqTWRtNDO3U
http://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=pmi:sommes_infinies_paradoxales.pdf
http://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=pmi:sommes_infinies_paradoxales.pdf
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Voir
https://fr.wikipedia.org/wiki/Renormalisation
https://fr.wikipedia.org/wiki/Constante_de_structure_fine

Sur les somme de séries divergentes, voir aussi
https://fr.wikipedia.org/wiki/Série_divergente#Méthodes_de_sommation_d’Abel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sommation_de_Cesaro"
Donnons, pour conclure, un extrait de http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?5,
983951,986057 ,quote=1

"Jean Lismonde : Le résultat que tu exhibes 1/12 et qui faisait "la une" du New-York Times en
début d’année 2014 provient de la relation fonctionnelle qui existe entre la série de Riemann définie

=3

n=1

pour x > 1:

et celle des entiers naturels alternés a savoir

ca(x>=2(_;#,

()= D

Il s’agit d’une relation qui permet de prolonger pour x < 1 la fonction ¢ sachant que (, est elle définie

soit

sur R. On sait que (,(—1) = 1/4 que l'on obtient directement ou par le théoréme de Cesaro. On en
déduit immédiatement le prolongement de ¢ pour z = 1 soit 1/12."

Extrait de

http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?5,983951,986057,quote=1

"Pour ma part, je I’ai croisée pour la premiére fois lors d’une étude sur leffet Casimir. Cet effet (qui
n’a rien & voir avec I'ile aux Enfants) a été prédit par le physicien hollandais Hendrik Casimir, et prévoit
que deux plaques paralléles conductrices placées dans le vide vont s’attirer & cause des fluctuations de
Pénergie du vide (énergie dont je parlais dans ce billet).

Et pour calculer la force subie par les plaques, on utilise 'égalité 1+2+4+3+4+ ... = —1/12! Et
ca marche, car cette force a été mesurée expérimentalement !

Mais il existe une autre branche de la physique ou cette égalité joue un role essentiel, il s’agit de la
fameuse théorie des cordes. Comme vous le savez peut-étre, cette théorie affirme nous vivons dans un
monde & 26 dimensions (ou 10 ou 11, c’est selon). Les cordistes aiment dire que c’est ce que "prédit"
la théorie, mais la réalité est un peu différente : ce nombre de dimensions n’est pas une prédiction de
la théorie, mais plutot un prérequis pour que la théorie ait mathématiquement un sens.

J’ai déja eu loccasion d’évoquer cette histoire (dans ce billet), mais en gros ce qu'il faut savoir, c’est
que si vous essayez de construire une théorie des cordes en dimension D = 4, ca ne marche pas, car on
trouve plein d’infinis partout. On pourrait étre tentés d’abandonner 'idée, sauf qu’un jour quelqu’un a
remarqué que les infinis disparaissaient si on choisissait D = 26. Et c’est comme ¢a que les théoriciens
des cordes, pour sauver leur belle théorie, ont décidé de se placer en dimension D = 26 et de continuer
I’aventure comme si de rien n’était.

Mais au fait, pourquoi D = 26 est-elle la dimension magique dans laquelle la théorie marche sans
que les infinis apparaissent 7 Si on fait le détail du calcul, on trouve que le terme infini qui fout le bazar
est en fait proportionnel a

D—2
I+ —5—(1+243+445+6+7+..)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Renormalisation
https://fr.wikipedia.org/wiki/Constante_de_structure_fine
https://fr.wikipedia.org/wiki/S�rie_divergente#M�thodes_de_sommation_d'Abel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sommation_de_Ces�ro
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?5,983951,986057,quote=1
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?5,983951,986057,quote=1
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?5,983951,986057,quote=1
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Or si vous observez cette équation deux minutes, et que vous admettez que 1+2+3+4+... = —1/12,

vous remarquez que tout ce terme devient nul pour D = 26, et les infinis disparaissent de la théorie!

Voila d’ou vient le nombre magique, appelé "dimension critique"."



Annexe E

Redéfinitions des fonctions complexes z — /2 et z — 2!/ (sous la
forme d’un exercice corrigé)

1/n

Nous proposons dans cette annexe la redéfinition des fonctions complexes z — /z et z — 2" sous la

forme d’un exercice corrigé donné en examen (Automne 2019) :
Enoncé
Soit n € N, supérieur ou égal a 2.
(1) On rappelle que
Vab = /aV, (E.1a)
et que formellement

i =+v—1. (E.1b)
On écrit donc successivement

I=VIixI=+/(-1)x(-1)=vV-1xvV-1=ixi=i>=-1

et donc
1=-1.

Ou est la faute commise ?

(2) (a) Montrer que lapplication f, : z + 2" est une bijection de la partie ) de C définie par

_ — reif _rr
Q—{ZE(C, z=re"”, r>0, 96} n’n[} (E.2)
sur le plan fendu U = C\ R _.
(b) Montrer que si l'on pose
@z{zGC, z=re?, r>0, }fﬁ,ﬁ}}, (E.3)
n’'n

alors f, est une bijection de @ sur C.

(¢) En déduire qu’il est légitime de noter z — ¥z ou z — 2= la fonction réciproque de f, et que I'on a
VzeQ, VCEU, (=z"+>z=(n (E.4)

et
VzeQ, VCEC, (=z2"<=z=(n. (E.5)

d) Retrouver la définition de o+ z+ pour z € R ..
1% +

(3) (a) (i) Dans le cas ou n = 2, écrire, pour tout ¢ € C, 'ensemble des solutions z de I'équation
22 =C (E.6)
en fonction de ¥C, noté comme dans le cas réel, v/C, et commenter.

(ii) Calculer, de deux fagons différentes, /1 + 1.

220
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(b) Généraliser au cas n > 2 quelconque les résultats de la question (3(a)i) et commenter.

(4) Montrer que z zw , avec la définition de la question 2d coincide avec la fonction z% du cours pour o =

1/n, a condition d’étendre le logarithme complexe & R* (voir remarque [2.35 page 23| et [2.45 page 23})

(5) Lever alors le paradoxe de la question [II

Corrigé

On pourra aussi consulter l'exercice de TD I8, ou on utilise aussi la fonction V- Attention, dans cet
exercice .18 la coupure du logarithme, utilisée, n’est pas R_. Une autre convention, aussi utilisée dans
|AF03], v est utilisée.

On pourra aussi consulter le TP [[L4] en lien avec ces calculs.

(1) La faute commise est l'utilisation de la formule
Vab = \/aVb, (E.7)

qui n’est valable que dans le cas ol a et b sont des réels positifs. On verra plus bas qu’il est légitime
de parler de la racine d’'un complexe, moyennant certaines précaution. Ainsi, ’équation

i=+—1. (E.8)
est correcte. Cependant, nous expliquerons aussi pourquoi le fait d’écrire

V(1) x (=1) = V(=D)V(-1), (E.9)

n’est en revanche pas correct. Nous expliquerons aussi comment rendre ce calcul correct.

(2) (a) Par définition, pour tout z € Q, on a
z=re", r>0, 96}——,—[. (E.10)

On a donc
2= (re'?)" = et
qui appartient bien au plan fendu U = C\ R _, puisque 6 est dans | — 7, 7.

Réciproquement, si z € U, on a

z=Re"®, R>0, ¢cl-mn|. (E.11)
Montrons qu’il existe un unique ¢ € @Q tel que
"=z (E.12)
On a o
C=re® >0, ee]——,—[ (E.13)
n'n

Ainsi, (EI2) est équivalent a
r" =R,
nf = ¢ [2x].
Puisque nf et ¢ appartiennent tous les deux a | — 7, 7|, ils sont égaux et on a donc

r= VR, (E.14a)
6 =", (E.14b)

ce qui définit bien unique ¢ € Q vérifiant (E.I2) Ainsi I'application f, : z — 2™ est une bijection
de la partie @Q de C définie par
T

Q:{zE(C, z=re? >0, 96]*— —B (E.15)

)
nn
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sur le plan fendu U = C\ R _.

L’ensemble @ de I’énoncé est aussi définit par

RQ=QUQ (E.16)
ou
Q:{ZE(C, z=re, >0, 921} (E.17)

n
On remarque que 'ensemble Q est envoyé par la fonction f, sur R_, complémentaire de U dans

C. Ainsi

fn est une bijection de @ sur C. (E.18)
Notons que
0" =0. (E.19)
Il est légitime de noter z — ¥z ou z 2w la fonction réciproque de f,, et par définition de f, !,
notée comme dans le cas réel z'/™, on a donc
VzeQ, YCEU, (=z2"ez=(n (E.20)
et
VzeQ, VCeC, (=2"+<z2=(n. (E.21)
REMARQUE E.1. On peut vérifier que matlab utilise bien la méme définition des fonctions z'/™ en
tracant I'image d’un ensemble de points appartenant & D, défini par
z € D <= Re(z) € [-1,1] et Im(z) € [-1,1].
Voir les figures [Elet On consultera le TP [L4] pour retrouver ces figures.
On retrouve alors une extension a C des fonctions 2™ et 2'/™ qui sont définie par
VreR,, VyeR,, xzy”(z)y:x%. (E.22)
REMARQUE E.2. Montrons que
Vz e Q, (z”)% =z, (E.23)
et que
1 n
veC, z= (z?) , (E.24)
mais que on n’a pas nécessairement :
VzeC, (") =z (E.25)

Les équations (E23) et (E24), proviennent tout simplement de la définition de f, et de f, 1,
comme bijection respectives de @) sur C et de C sur Q.

1
Démontrons (E28) en explicitant (z™)™.

On utilise la définition

(z")7 = en 10", (E.26)
et la difficulté est que 'on n’a pas comme dans le cas réel :
Ln(z") = nLn(z), (E.27)

puisqu’on peut montrer, comme dans le cas de 'équation (2.62) du cours, que
Vz € C*, Ln(z") =nLn(z)+ 2ikm, (E.28)
ou k € {—n,...,n}. Soit donc z € C. Si 2 =0, on a
(z”)% =0=z
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(a) Image d’une partie de D (choix aléatoire)  (b) Image d’une partie de D (choix équiréparti)

08

06

0.4

15

(c) Image de D

FIGURE E.1. Image d’une partie ou de la totalité de D par z'/2.

On a donc z non nul et on peut supposer que
p—
ou # €] — m,m. On a donc, d’apres (E.26)

(zn)% = e% Ln((pew)n) = e% Ln(pneme)’

et donc
(z")" = pein @re(<™)

On peut découper C* de telle sorte que, pour z donné par (E29), on ait

T 2km T 2km
—— 4+ — << —+ —
n n n n

223

(E.29)

(E.30)

(E.31)

ou k est compris entre deux valeurs entiéres. Attention, au voisine de R _, il faut affiner cette

définition en prenant deux-sous cas, non décrits ici. On a donc

einG _ eic/)

ou ¢ = nb et donc
—m < nf —2kw <m,
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(a) Image d’une partie de D (choix

0.8 0.9 1 0 0.1 0.2

aléatoire)

03

0.4

FIGURE E.2.

de sorte que

et donc grace a (E.30),

et donc

g
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B
kel
=
o
©]
=
i}
@
=
-+
B
©]
=
(=g
=
@
=
i}
o
=
=
S
Il

A ne pas écrire ici sous la forme

(c¢) Image de D

arg (eme) =nb — 2k,

(2" = pel(0=27),

2!

05

0.6

Image d’une partie ou de la totalité de D par z

0.7

1/15

(b) Image d’une partie de D (choix équiréparti)

224

(E.32)
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(i)
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D’aprés (E2I) pour tout ¢ € C, il existe un unique 2 € @ tel que ¢ = 22, noté \/C. Ainsi
22=¢ (E.33)

est équivalent a
22 =2, (E.34)

Si ¢ est nul, il en est de méme de zy et de z. Sinon zp est non nul, on peut diviser par zy et

(210)2 ~ 1. (E.35)

Les deux nombres complexes 7 vérifiant
™ =1, (E.36)
sont +1 de sorte que (E33) est équivalent &

z =4/, (E.37)

ce qui est vrai, que (¢ soit nul ou non et ce qui est identique au cas réel.

obtenir

Pour calculer, de deux fagons différentes, v/1 + i, on procéde ainsi :

On donne deux méthodes différentes.

(A) On utilise le calcul habituel de calcul de racine carré d’'un nombre complexe. Rappelons a ce
propos les formules habituelles, par exemple issues de I’annexe [Al : soit un nombre complexe
z (non nul). Il existe une unique paire {z1, 22} de complexes telle que

21 = —zp et 27 =25 = 2. (E.38)
On pose z = a + ib et on cherche les nombres z; et z5 sous la forme
Z =a-+ip.

On a donc
z=a+1ib= 7%= 0o’ — %+ 2iap.

En séparant partie réelle et imaginaire, on a donc

2 _ 52 _
@ —F=a (E.39)
af =b/2.
Puisque |Z|? = |z| = Va2 + b2 est connu, on déduit donc de (E39) ue
2 _ 52 _
o —f=q (E.40)
a? + B% = Va? + b2

Par somme et différence, on en déduit o et 52 :
o? = % (a+\/a2+b2),
B2 =1(-a+Va>+10?).

On vérifie que les deux quantités a++v/a? + b2 et —a++/a? + b? sont nécessairement positives.
On en déduit donc alors o (aux signe preés, deux solutions) et S (aux signe prés, deux

(E.41)

solutions), ce qui fait quatre solutions pour Z. On discrimine grace a ’étude du signe de a3
fourni par la seconde équation de (E39) on obtient donc bien deux solutions opposées pour
Z. Sion prend a =1 et b =1, on obtient donc

{a2 (a+ Va2 +0%) = 5 (1+V?2),
= 1 (cat VETP) = 3 (<142).

N[= N
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et donc

a=+/1(1++2),
8=/ (-1+2).

Puisque af > 0, on a donc les deux racine sous la forme

z:i<\/% (1—1—\/5)—1—2'\/% (—1+\/5)>.

On ne garde que le complexe & partie réelle strictement positive (c’est-a-dire celui qui est

dans Q) :
Z\/%(H\/ﬁ)ﬂ\/é(ux/ﬁ). (E.42)
Le carré du module de ce nombre complexe vaut
%(1—1—\/5)—1-%(—1-1-\/5) =2,
et on admet que 'argument de ce nombre vaut 7/8, de sorte que (E42) est équivalent a

z=2ie¥, (E.43)

(B) La seconde fagon de calculer v/1 + i est d’anticiper sur la question ) On a donc, d’aprés
la définition du cours,

VIti=(1+40)% = e2ln0+) — o3 (3m@+F) — odn@+F _ 9iF
ce qui est bien identique & (E43))
n reprend les calculs de la question pour un entier n quelconque.
b) O dl lculs de 1 ti ti 1
D’apres (E2I) pour tout ¢ € C, il existe un unique z € Q tel que ¢ = 2, noté {/C. Ainsi
M= (E.44)

est équivalent &
2" =z (E.45)

Si ¢ est nul, il en est de méme de zy et de z. Sinon zy est non nul, on peut diviser par zp et obtenir

<Zi0>n ~ 1. (E.46)

=1, (E.A7)

2ikm

sont les n racines n-iéme de 1'unité définie par 7 = e » , pour 0 < k < n — 1, de sorte que (E.44)

Les n complexes 7 vérifiant

est équivalent a
2ik

z=e 7 /¢ avec0<k<n-—1. (E.48)

ce qui est vrai, que ¢ soit nul ou non.

(4) Reprenons les calculs de la question 2al On y a montré que 1'unique ¢ € Q vérifiant (EJI2]) est donné
par (EJI3) avec r et 6 définis par (EI4). On a donc

¢ =re? = \TL/EG%,

soit encore en utilisant les propriétés du logarithme réel et de ’exponentielle complexe :

et donc
¢ = en(n(B)+id) (E.49)
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D’apres la définition (EIT]) de z, R et ¢ et la définition du logarithme complexe du cours,
ona
In(R) +i¢ = Ln(z),
Ainsi, d’apres (E49), n a
VzeU, zn=en() (E.50)

ce qui est exactement la définition de z/™

correspondant & la fonction z* du cours pour o = 1/n,
donnée par ([2.68)). Attention, dans cette définition, z ne peut appartenir & R _. Si c’est le cas, d’aprés
ce qui précede, f,, envoie Q sur R _ et donc f,; ! envoie R _ sur Q. Ainsi, si z est un réel négatif, on a

en reprenant les calculs précédents

S1/n — o2 (n(|z)+in) (E.51)

Si on adopte les conventions des remarques remarque [2.35 page 23| et [2.45 page 28] on a arg(z) = 7 et
Ln(z) = In(|2|) + i7 et donc d’apres (E.5T),

VzeR_, zn=ennllzDtian() — ooln), (E.52)

D’aprés I'équation (272) du cours, cette équation a aussi un sens pour z = 0 et est cohérente avec
D’aprés (E50) et (E5Z), on a donc montré que z — 27w, avec la définition de la question 2d

coincide avec la fonction z® du cours pour @ = 1/n, a condition d’étendre le logarithme complexe a

R*.

Levons alors le paradoxe de la question [[I On peut écrire rigoureusement en utilisant tout ce qui

précéde :

V-1=1i. (E.53)

Car i est dans Q (avec n = 2) et i2 = —1. On a donc rigoureusement

1=vVIx1=+/(-1)x(-1),

et donc
1 = ez In((=1)x(-1)) (E.54)
On aussi
—1==ixi=vV-1x+v-1

soit encore

] 2 AW )  dIa(- D)+ In(-),
et donc
_ 1 = ez(Ln(=1)+Ln(-1)) (E.55)
Dire que "—1 =17, d’aprés (EB4) et (E55), revient a donc écrire que
Ln(—1) + Ln(—1) = Ln((-1) x (=1)), (E.56)

ce qui est tout a fait aussi faux que d’utiliser ([E.7)) avec a et b non réels positifs. D’aprés ’équation
[252) page 241 du cours, on a
Ln((—1) x (=1)) = Ln(—1) + Ln(—1) + 2ikm, (E.57)
ou k € {—1,0,1}. dans la mesure ou le logarithme complexe est étendu a C tout entier. Ainsi, dire que
(EXE8) est faux revient a montrer que k # 0.
Montrons-le : Si on reprend la preuve de équation ([2262]) du cours avec z; = —1 et 2o = —1, on
a : Pour [ € {1,2}, on écrit 2, = p;e? ou 0; €] — m, 7] (et non dans | — 7, 7[) On a donc

Ln(z122) = Ln (p1p2ez‘(61+02)) ,
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et puisque 01 + 03 n’est pas nécessairement dans | — 7w, 7], d’aprés les points [l et [ page 24 du cours

= In(p1p2) +i(61 + 02) + 2ikm,
= ln(pl) + 4601 + ln(pg) + 10y + 2ik,
=Lnz + Lnzg + 2ikm.

De plus, on a aussi
- <O <m,
- < <,
et donc
27 < Oy + 0y < 2.
On a vu dans la preuve du cours que si
=27 < 01 + 0y < —r,
alors k = 1. De méme, si
T <0146 <2m,
on a k= —1. Enfin, si
—T <01 +02<m,
onak=0.Ici,on af; =60 =mx et donc
k=-1, (E.58)
et le paradoxe est levé!! Plus précisément, on a, de plus, d’apres (E.5T),
Ln((—1) x (-=1)) =Ln(-1) + Ln(-1) — 2. (E.59)
Si on reprend le faux calcul paradoxal, d’aprés (E.54) et (E53), on a donc
1=e? Ln((=1)x(=1))
_ e%(Ln(71)+Ln(71)72iﬂ'),
— e%(Ln(*1)+Ln(*1))e%(*2iW)’
_ e% Ln(fl)e% Ln(fl)efiw,
=V-1V-1le ™,
=" x (1),
=1.
la présence du —1 salvateur provient donc de la valeur non nulle de k!!
REMARQUE E.3. Montrons aussi :

VAeR_, VBeR,, VAB=iJ/—AVB, (E.60)

ot & gauche de I'inégalité \/ est la racine complexe que ’on vient de définir et & droite, c’est la racine
réelle usuelle (qui correspondent!). On a en particulier, pour B =1 :

VAcR_, VA=iJ/-A (E.61)
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Par définition, on a donc successivement grace aux résultat (E.52),

S e(% Ln(AB)) |

(% (n|AB| +z’arg(AB)))

= e 5
et puisque AB est un réel négatif, arg(AB) =«

_ e(% (In|ABJ| + z'7r)>

)

1
(— (In|A] +1n|B| + ’L7T))
= e 2

)

1 1 im
<§ln|A| + §1n|B| + ?)

= e y

(ama), (amie), (3)

=iV]AlVIB],
= ivV/—AVB

REMARQUE E.4. Il est important de se rappeler que le logarithme complexe étendu sur C n’est

3

pas continu. Cette absence de continuité peut induire des erreurs comme le montre le raisonnement
faux suivant : Soit € > 0.

On a
(—1+¢i)(—1—ci)=1+¢&% (E.62)
On écrit, fort du raisonnement précédent,
In((—=1+¢ei)(1—¢i)) =Ln(—-1+ei)+Ln(1—ei). (E.63)
En effet, avec les notations utilisées dans la correction de la question [l on a
01 = arg(—1 + i) €]0, [,
0y = arg(—1 — €i) €] — 7, 0],
et donc
01+ 02 €] — 7, 7],
et donc k = 0, ce qui justifie (E.G2)). D’apres (E.62), on a donc
Ln(1+¢?) =Ln(—1+¢i)+Ln(-1—¢i). (E.64)
Ainsi, on a successivement

VIt e? = of In(VIFe)

_ e%(Ln(flJrsi))e%(Ln(*l*Ei))7

V=1l+¢eiv—1—¢i

et donc, pour tout € > 0

V1+e?=v=1+eiv—1—ci. (E.65)
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On passe a la limite ¢ — 0, et on a
1=V-1V-1=i*= -1, (E.66)
et de nouveau un probléme!
Ce paradoxe vient du fait que le logarithme complexe n’est pas continu au voisinage de R _! Si
€ > 0, le complexe —1+¢i est au-dessus de cet axe et son argument est dans |0, 7| et tend vers = quand
¢ tend vers 0. Avec les conventions des remarques [2.35] et 2.45] cours, on a donc

lim Ln (=14 ei) = im. (E.67)
e—0t

En revanche, le complexe —1 — €7 est au-dessous de cet axe et son argument est dans | — 7, 0[ et tend
vers —7 quand ¢ tend vers 0. Avec les conventions des précédentes, on a donc
lim Ln(—1—ei) = —im. (E.68)
e—0+t
On pourra consulter la correction de 'exercice de TD 211 On passe a la limite e — 0 dans (E.65) et
on a donc

imo
2

e

ol

l=e =ix(—=i)=1,

et il n’y a plus de paradoxe!



Annexe F

Définitions des fonctions complexes arcsin et arccos (sous la forme
d’un exercice corrigé)

Nous proposons dans cette annexe la définition et I’étude des des fonctions complexes arcsin et arccos,
sous la forme d’un exercice corrigé donné en examen (Automne 2019) :

Enoncé

On donne les résultats suivants, admis pour cet exercice :

ProrosiTion F.1. Soit n € N, supérieur ou égal a 2. Si l’'on pose
é:{zEC, z=re?, r>0, ]—z,z]}, (F.1)

n n

~ 1
" est une bijection de Q sur C. On note alors z — ¥z ou z +— zn la fonction réciproque de fn et on a

alors fn : 2z 2
V€@, VCEC, (=z"=z=C(n. (F.2)

1
Enfin, z — zn, coincide avec la fonction z% du cours pour a = 1/n (voir équation (2.68)), a condition d’étendre le logarithme

compleze a R* (voir remarque [2.35 page 23 et[2-75 page 28 )

&
L’énoncé de 'exercice est le suivant :

(1) Rappeler la définition du sinus complexe.

(2) (a) Pour z € C donné, montrer que 1’équation (en &)

siné = z. (F.3)
est équivalente & I’équation du second degré suivante (en Z) :
Z? —2iz7 —1=0, (F.4)
ou
Z =e". (F.5)

(b) Montrer que les deux racines de I'équation (.4)) ont données par
Z =izt V1— 22 (F.6)
oil la racine complexe est définie par la proposition [E.]lpour n = 2.

(¢) En déduire que 'on peut poser
Vz € C, arcsin(z) =—iLn (zz +V1- 22) , (F.7)

et que
Vz € C, sin(arcsin(z)) = z. (F.8)

i (7 (++2) (1))
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(3) Calculer
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(4) Montrer que, si pour tout z tel que 1 — 22 et que iz + /1 — 22 ne sont pas des nombres réels négatifs,

alors arcsin est dérivable (au sens de C) en z et que
. / 1
arcsin(z)) = ———. F.9
(arcsin(:)) = ——— (¥9)

Les questions suivantes sont facultatives

(5) (a) Simplifier I'expression de arcsin(z) si z est un réel.
(b) Que retrouve-t-on dans le cas de arcsin(z) si z est un réel dans l'intervalle [—1,1] ?
(6) (a) Comment définiriez-vous arccos(z) pour z complexe ?
(b) En admettant que,
1
Vze C\ (] —o0,—1]U[1,400]), (arccos(z)) = ———— (F.10)

V1—22
montrer que
Vz € C, arcsin(z)+ arccos(z) = g (F.11)

Corrigé
REMARQUE F.2. Les résultats de la proposition [F.I]lde 1’énoncé sont montrés dans 1’annexe [El
Donnons maintenant le corrigé a proprement parler de ’exercice.
On pourra consulter les url suivantes :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_cosinus

https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_sinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonométrie_complexe

(1) La fonction sinus complexe étend la fonction réelle & C tout entier et est donnée par la proposi-

tion du cours et est rappelée ici :

Vz € C, ﬁnz:f—Tf——. (F.12)
1

(2) (a) Pour z € C donné, on cherche donc un complexe & vérifiant
siné = z. (F.13)

Compte tenu de la définition du sinus, cela est équivalent a

soit encore a
et — e = 2z,

et puisque €* est non nul, c’est équivalent a

(ei5)2 — e % = 2izei5,
soit encore a

(€€)” = 2ize —1 =0,
En posant

Z = e, (F.14)

on obtient donc ’équation du second degré suivante (en Z2) :

Z? —2i27 —1 =0, (F.15)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_cosinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_sinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonom�trie_complexe
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(b) Pour résoudre (.I5) on calcule le discriminant réduit donné par
8 =(iz)*  +1=1-2%

On sait que ce nombre complexe admet deux racines carrées. On a vu précedemment (voir propo-
sition rappelée en début d’énoncé avec n = 2) que la fonction /- est définie sur C et est la fonction
réciproque de z — z2. On peut considérer I'une des des racines de 1 — 22 définie par v/1 — 22. Les
deux racines Z de (E13) sont données par

Z =1iz4+1—22 (F.16)

(¢) Ces deux racines sont non nulles, car leur produit vaut :

2 2
a= (iz—|— 1—z2) (iz—vl—zQ) = (iz)* — (\/1—22) = 22— (\/1—22) )
soit encore, d’aprés la formule (E24) de 'annexe du cours, avec n = 2 :
a=-22—1+22=-1#0.

On choisit arbitrairement 'une des deux racines, donnée par iz ++/1 — 22. D’aprés ([E14), on sait
que & vérifie donc

e =iz + 11— 22,
et donc, d’aprés ce qu’on a vu sur le logarithme complexe, défini sur C*, on peut donc choisir £
vérifiant

iszn(iz—i— 1—2:2),
qui est défini puisque
iz+V1—22#£0. (F.17)

On pose donc conventionnellement
Vz€C, arcsin(z) = —iLn (zz +V/1- 22) . (F.18)

Par construction, on a
Vz € C, sin(arcsin(z)) = z. (F.19)

REMARQUE F.3. On aurait pu considérer 'autre racine et poser conventionnellement

VzeC, aresin(z) = —iLn (zz —V1- 22) . (F.20)

wein (S (1) (o= 1)), (Fn)

on utilise (EI8). On a successivement, en posant

(D) (1))
(o) () ) (D)

1

1/, 1 , 1 (., 1
§<€ +;+2€;+2+2Z<66—2 y
1

4

(3) Pour calculer
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et donc

et donc

122%<2’i<62€i2>). (F.23)

Pour chercher ¢ = /1 — 22, on utilise la méthode de l'annexe de l’annexe [Al du cours : On pose

u=1-—2%2=a+1ibou
1
a—§,
b= (- 3)

et on cherche le nombre ( sous la forme

(=a+1if.
On a donc
QQ*%(anL\/m),
B2 =1(—a+Va>+b?).
On a

et donc

soit encore

On a donc

On discrimine grace a I’étude du signe de af fourni par
af=b/2<0
et donc on a les deux racines suivantes :

()

Conformément au choix de 'annexe [E], on choisit la racine & partie réelle positive :

() D)
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Il nous reste donc & calculer

({24 (-99) 2 (41 (1)

1
iLn RO
. \/§1+z>
= —iLn | —

2 e

Or on a
1+i=12e7,

et donc

. (1 z‘_w)
n=—iLln|—e4
e

et par définition du logarithme complexe

n=—i <ln (é) + %) =i <fln(e) + z%) ,
arcsin <§ <<e + %) + <e - %) z>> = % +i. (F.24)

(4) On a vu en cours (proposition que la fonction z'/2 est dérivable de dérivée 1/2z71/2,
Cela est vrai sur C\ R_. Compte tenu des résultats précédents sur la racine, on en déduit que

1

et donc, finalement :

Vze C\R_ "= . F.25
seC\R-, (V3 =5~ (.25)
De méme, le logarithme complexe est dérivable sur C\ R _ de dérivée 1/z :
1
Vze C\R_, (an)':;. (F.26)

Grace a la propostion du cours, on peut donc dériver successivement en utilisant (28] et
(F26), si1— 22 n’est pas un réel négatif ou nul, on a

( /—1722)’77 2z _ z
21— 22 J1-22

et si 1 — 22 n’est pas un réel négatif ou nul, on a donc

z

/ i
iz + 1—z2) i - (iz—i— 1—z2).
( V1—22 1 -—22

Ainsi, si 1 — 22 et iz + v/1 — 22 ne sont pas des nombres réels négatifs, alors

/ (iz+\/1fz2)l i 1 i
Ln (iz+ 1—22)) = = (iz+ 1—22) X = .
( iz+ V1 — 22 V1—2z2 iz+V1—22 1-—22
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. r 1
(arcsin(z)) = it
ient ivé — 00, —1]U[1, +o0.

On peut montrer que 1 — 22 n'est pas un réel négatifs ssi z appartient & C privé de ]
L’étude des z tels que iz + V1 — 22 n’est pas un réel négatif est plus difficile et, en fait, inutile. On
— 00, —1] U [1, +0o0[) et que

Ainsi, grace & (EI8), on a si 1 — 22 et iz + v/1 — 22 ne sont pas des nombres réels négatifs, alors
(F.27)

admet en utilisant (E.27), que arcsin est dérivable sur C \ (]
Wz e C\ (| =00, —1]U[1, +00), (arcsin(z)) = ﬁ (F.28)
(5) (a) Supposons z réel. On a alors
2| >1+=1-2*<0. (F.29)
— Dans le cas
|z| > 1, (F.30)
le réel 1 — 2% est négatif et d’apres le résultat (E.GT))
V1—22=iy22 1. (F.31)
et par définition
arcsin(z) = —iLn (zz +vz2-1 z)
et donc
arcsin(z) = —iLn ((z + \/,22——1) z) . (F.32)
On a
Vz>1, z+ —1>0, (F.33a)
Vz< =1, z+ -1<0. (F.33b)

En effet, si z > 1, c’est immédiat. Sinon, c’est équivalent a

V22 —1< —2z,

et donc a
22-1< z2,

ce qui est vrai. Compte tenu de (E.33]), on a donc

Vz > 1, (er\/ )z*
Vz < —1, (z—i—\/ )z—‘z—i—\/ }7”,

Dans le premier cas, d’aprés ([£32]), on a donc, d’apres la définition du logarithme
}z +/22 - 1‘ )

arcsin(z) = (1n ‘z +Vz ‘ m) = g —iln

Dans le second cas, on a
arcsin(z) = —i (hﬁ‘z—i— V22— 1‘ — ﬂ) = —g —iln‘z—i— V22— 1‘ .

Bref, on a donc, pour tout z réel dans

mr

2

—1[U]1, 400,
(F.34a)

—zln‘z—i—\/ ‘
-3 —iln’z—i— V22— 1‘ (F.34b)

|-
Vz > 1, arcsin(z) = g

Vz < —1, arcsin(z) =
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ce qui peut se condenser en
Vz €] — 0o, —1[U]1,4+00[, arcsin(z) = signe(z)g —iln ‘z +Vz22— 1‘ . (F.35)
— Dans le cas
|z] < 1, (F.36)
la nombre /1 — 22 est un réel positif sa racine est sa racine réelle habituelle et en posant
n=1iz+V1-— 22
on a alors
n=vz2+1-22=1.
De plus, Pargument de 7 est dans | — 7/2,7/2[. On a donc
n=e
ou
. z .
0 = arcsin (ﬂ) = arcsin(z),
n

ol ici arcsin est la fonction réelle (de [—1,1] dans [r/2,7/2]). D’aprés (EI8), on a donc

arcsin(z) = —i (i0) = arcsin(z)

On a donc

la fonction arcsin définie sur C coincide avec l'arcsin réel habituel sur | — 1, 1]. (F.37)

— Enfin, dans le cas
|z| =1, (F.38)
onaz=+1et dapres (FIJ),
arcsin(z) = —i Ln (£i) = —i <j:%) - ig — arcsin(z),

ou ici arcsin est la fonction réelle (de [—1,1] dans [7/2,7/2]). On peut donc prolonger (E-37),
par

la fonction arcsin définie sur C coincide avec l'arcsin réel habituel sur [—1, 1]. (F.39)

Dans ce cas, on remarque que ([£35]), peut se prolonger en
Vz €] — 0o, —1]U[1,+00[, arcsin(z) = signe(z)g —iln ‘z +vz22— 1‘ . (F.40)

(b) On retrouve l'arcsin réel (voir (E.39)).

(6) (a) On raisonne comme dans les questions [ et [2al La fonction cosinus complexe étend la fonction
réelle & C tout entier et est donnée par la proposition [2.28 page 20| du cours et est rappelée ici :
eiz + e*iz
2

Pour z € C donné, on cherche donc un complexe & vérifiant

Vze C, cosz=

cosé = z.

On procéderait comme précédemment.
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(b) On admet que
1

Vze C\ (] — oo, —1]U[1,400]), (arccos(z)) = R gt (F.41)
Si on compare & (28], on a donc
VzeC\ (] — oo, —1]U[L,4+00[), (arcsin(z)) + (arccos(z)) =0,
et il existe donc C' telle que
Vz e C\ (] —oo,—1JU 1, +0o0[), arcsin(z) + arccos(z) = C.
Pour z =0, on a donc

Vze C\ (] —oo,—1] UL, +00[), arcsin(z)+ arccos(z) = (F.42)

7r
5"
Les fonctions arcos et arcsin sont continues au voisinage de (] — oo, —1] U [1, +o0][) par dessus et il

vient donc en faisant tendre z vers un point de (] — oo, —1] U [1, +o0])

Vz € C, arcsin(z) + arccos(z) = g (F.43)

REMARQUE F.4. L’équation (E.43) est aussi valable naturellement pour les fonctions réelles (sur
[—1,1]) et la preuve se fait de la méme fagon, dans R!

REMARQUE F.5. L’équation (E.43) nous fournit 'expression suivante

arccos(z) = g +iLln (zz V1o 22) : (F.44)



Annexe G

Racines multiples d’un polyndéme et calcul d’un résidu pour un poéle
d’ordre m > 1 (Preuve du lemme [3.53))

Nous proposons dans cette annexe, deux calculs trés proches I'un de 'autre : les racines multiples d’une
fonction holomorphe et le calcul d’un résidu pour un pdle d’ordre m > 1 (Preuve du lemme 3.53).

G.1. Rappels sur les racines multiples d’'un polynéme et racines multiples d’'une fonction holo-
morphe

Rappelons tout d’abord les résultat suivants :
DEFINITION G.1 (Ordre de multiplicité, racine simple, racine multiple). Soit P un polynome, a coefficients
réels ou complexes et a un nombre réel ou complexe. Alors,

(1) le plus grand entier m € N* tel que P soit divisible par (X — a)™ est appelé 'ordre, ou la multiplicité,
de la racine a relativement & P

(2) cet entier m est caractérisé par 'existence d’un polynéme @Q tel que P = (X — a)™Q et Q(a) #0;
(3) cet entier m est caractérisé par
P(a) = P'(a) = ... = P Y(a) = 0, (G.1a)
P (a) #£ 0. (G.1b)
(4) on dit que a est racine simple de P si m = 1 et racine multiple si m > 1.

LEMME G.2. Le nombre a est racine simple de P ssi P(a) =0 et P'(a) # 0.

Voir la preuve dans [RDO93, section 6.4.3 2) Théoréme II et définition et théoréme III] ou [DB22, Annexe
intitulée "Racines multiples", section "Racines multiples d’un polynome"|.

Donnons maintenant le résulats suivants qui généralise les notions de racines de polynoémes ainsi que le
résultats [DB22, Annexe intitulée "Racines multiples", section "Racines multiples d’une fonction quelconque"|

PROPOSITION G.3. Soient a un complexe, U un ouvert contenant a, ¢ une fonction holomorphe sur U et
m € N*. Alors, les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe une fonction holomorphe F sur U telle que

VzeU, ¢(z)=(z—a)"F(2), (G.2a)
F(a) #0. (G.2b)
(2) On a
¢(a) = ¢'(a) = ... = ¢! D(a) =0, (G.3a)
" (a) # 0. (G.3Db)

Dans ce cas, on dit que « est racine simple de ¢ si m =1 et racine multiple st m > 1.

DEMONSTRATION.
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G.1. RAPPELS SUR LES RACINES MULTIPLES D’UN POLYNOME ET RACINES MULTIPLES D’UNE FONCTION HOLOMORPHE

(1) Montrons que [Il =
On raisonne exactement comme dans le cas réel de [DB22, Annexe "Racines multiples"].

Soit p < m — 1. Pour dériver p fois (G.2al), il suffit d’appliquer la formule de Leibniz pour des
fonctions complexes holomorphes :

(p) zp:( ) o=k (G.4)

k=0

Cette formule, tout a fait identique a la formule du binéme de Newton, est démontrée (dans le cas réel,
ce qui ne change rien a la preuve) dans le corrigé de lexercice de TD On applique cette formule
a (G2a) avec u = (z — a)™ et v = F. Chacune des dérivées k-iéme pour k < p < m — 1 de u est donc
nulle en « et on a donc

) () =0. (G.5)

Si on prend p = m, alors toutes les dérivées en « sont nulles sauf la m-iéme dérivée (qui corespond
a k =m dans (G4)) qui vaut m!. On a donc

¢ (o) = mlF(a),
qui est non nul puisque F(«) # 0.
(2) Montrons que 2l =1

On procéde comme pour la démonstration du lemme B.50 et au début de la démonstration du
théoréme [3.30] pour m quelconque. On pose

(k)
Vk>m, ap= ¢T@‘)_ (G.6)
Grace a 'holomorphie de ¢ au voisinage de «, il vient donc
m—1 Qb(k) 00
z—oz)k + Z ar(z — a)*. (G.7)
k=0
On a donc d’apres (G.3a))
m) (o I
p(z)=(z—-a)™ <¢ Jrza,ﬁlzfoz )
et donc
¢(2) = (z — )" F(2), (G-8)
ou F(z) = QML)(O‘ + 302 ags1(z — a)F avec donc, d’aprés ([(L3H),
_9"(a)

F est développable en série entiére donc dérivable en . On a aussi F' = ¢(z)/(z — &)™, holomorphe
sur U \ {a}, comme ¢. Ainsi F est holomorphe sur U.

O
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G.2. Preuve du lemme 3.53] (calcul d’un résidu pour un péle d’ordre m > 1)

Nous proposons dans cette section la preuve compléte du calcul d’un résidu pour un péle d’ordre m > 1.
On utilise le résultat du lemme appliqué a la fonction ¢, qui vérifie (3.64). Il existe donc une fonction
holomorphe F' sur U vérifiant (G.2]). Ainsi, par hypotheése

ol m9(z) _ g(2)
(z—a)"f(z) =(z— ) oG) " F()’ (G.10)

La fonction g/F est holomorphe au voisinage de a (puisque (g/F)(«) # 0). Ainsi (z — @)™ f Pest aussi. On
déduit aussi de (G.I0)

avec g(a)/F(a) # 0. Ainsi,
lim |(2 — )" £(2)] = +oo

et donc (z — a)™ ™! f ne peut étre prolongée par continuité en a. Ainsi, d’aprés le théoréme 336 (cas B), a est
bien un péle d’ordre m de f. D’aprés le cas 2l du théoréme [3.36] on a

m +oo
flz)= Z (Za_;];)k +I;)ak(z —a)*

k=1

(avec a_; = Rés(f, a)) et donc

=Y (—k +6(2),

o (-0

ot G est holomorphe au voisinage de «. Si, on multiple par (z — a)™, on obtient
(z—a)"f(2) = > ak(z—a)"F + (2 — )"G(2),
k=1

soit encore, en posant &' = m — k dans la premiére somme

(2 = )" f(2) = Hi(2) + Ha(2), (G.11a)

Hi(z) = mz_: ap—m(z —a)*, (G.11b)
k=0

Ha(z) = (2 — @)™ G(2). (G.11c)

Dans la preuve du lemme 350 il suffisait de faire tendre z vers «. Ici, c’est un tout petit plus compliqué. Le
terme recherché a_; correspond au dernier terme la somme intervenant dans ;. Pour le faire apparaitre, il
faut donc dériver m — 1 fois. En effet, si on dérivee m — 1 fois (G111, seul subsiste le dernier terme car les
autres termes ((z — a)*, pour & < m — 1) ont des puissances strictement inférieures & m — 1. La dérivée m — 1
de ce terme vaut (m —1)(m —2)..2 x 1 x a_; et donc

dmfl
o=t (Ha(z) = (m —1lay. (G.12)
Enfin, pour dériver m — 1 fois (GI1d), il suffit d’utiliser le lemme [G.3] qui donne
dm—l
Tom 1 (Ha(a)) = 0. (G.13)
De (GI1), (G12) et (GI3), on déduit
dmfl

dzm—l
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dont on déduit ([B.65al), puis (3.650), grace a (GI0).



Annexe H

Calcul d’une intégrale impropre (sous la forme d’un exercice corrigé)

Nous proposons dans cette annexe le calcul d’'intégrale suivante sous la forme d’un exercice corrigé donné

“+o0 T
I = —d H.1
/0 T (H.1)

Une généralisation de ce calcul sera proposé en annexe

en examen (& 'automne 2020) :

P

Enoncé
(1) On considére la fonction f définie par

VzeC, f(z)

oz
1424
Déterminez les poles de f et représentez-les dans le plan complexe.

(2) Pourquoi ne peut-on pas appliquer directement la proposition du cours pour calculer I'in-

tégrale donnée par
o0 T
1= —dx 7 H.3

/0 T+t (H.3)

(H.2)

YR

FIGURE H.1. Le chemin I' considéré.

Pour R > 0, on considére le chemin fermé I" constitué de I'arc de cercle de centre 'origine O et de
rayon R (noté yr) et des deux segments inclus respectivement sur ’axe des = et axe des y comme le
montre la figure [l

(a) Que donne la formule des résidus appliquée a la fonction f sur le chemin I' &4 R > 0 fixé ?

243
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(b) Conclure sur la valeur de I'intégrale donnée par (H.3)), en faisant tendre R vers l'infini. On admettra
que

lim / f(z)dz = 0. (H.4)

R—+o00

(4) Question facultative

Pourriez-vous déterminer la valeur de I'intégrale donnée par (H.3)) & la main?

Corrigé
(1) On considére la fonction f définie par
z
Les poles de f sont les zéros du dénominateur ; on cherche donc les z complexes tels que
14zt =0. (H.6)

Pour cela, on détermine une solution particuliere de (HL.6), en posant par exemple

o

zZp = €4,
puisque
T 4 .
zé = (67) = = —1.

On cherche alors classiquement les solutions z de ([H.6]) sous la forme

7 = zzy,
ce qui donne
Zh = (220)* = 2%25 = —1,
et donc, puisque zé =—1,ona
2t = 1,

ce qui nous montre que z est une racine quatriéme de 'unité, donc dans ’ensemble {1,i, —1, —i}, ce
qui nous donne :

) . . im
les poles de f sont les nombres complexes {zg, 21 = 920,22 = —20,23 = —i20} OU 290 =€ %, (H.7)

ce qui est encore équivalent &

les poles de f sont les nombres complexes zy = e%"’igﬂ, pour k € {0,1,2,3}. (H.8)
Dans le plan complexe, ce sont donc les images du point
20 = e%a
sur le cercle trigonométrique, de module 7/4, par Uidentité et les trois rotations, d’angles 7/2, 7 et
3m/2 de centre 0.
Voir la figure [L2l

(2) Si on applique la proposition du cours & la fonction f donnée par (ELH), on aura

R
. T
lim —

Amo )T x4dz = QiW;RéS(R, Zk),s

ou la somme est étendue aux poles de f situés au dessus de I’axe des x. Or, la fonction ﬁ est impaire
et 'intégrale ci-dessus est toujours nulle, par symétrie. On a donc

0= 22’772 Reés(R, z1),
k
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21
20

L
N

Q

29 Z3

FIGURE H.2. Les péles zg, 21, 22 et 23 de f.

ce qui ne nous fournit pas la valeur de l'intégrale donnée par

+oo T
I = —dx. H.
| s (1.9)

(3) La technique utilisée ci-dessous est proche de celle de 'annexe du cours.
(a)

TR

20

F1GURE H.3. Le chemin I" considéré et I'unique pole zy de f a l'intérieur de T.

Pour R > 0 assez grand, le seul pole de f & I'intérieur de I est zg, comme le montre la figure [L3
Le théoréme du cours appliquée a la fonction f sur le chemin I' & R > 0 donne :

/ f(z)dz = 2im Y " Rés(f, zk), (H.10)
r k

ol la somme est étendue aux poles de f situés a I'intérieur de ~. Ici, le seul pole est zy d’ordre un, car

le polynome 2% +1 est égal & (z—z0)(2 —21)(2—22)(2 — 23). On a donc, d’aprés le lemme
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du cours :
QiﬂZRés(f, ar) = 2ir Rés(f, zo),
k

20

et donc
/f(z)dz =z (H.11)
r‘ 2

Décomposons maintenant I'intégrale de gauche de (H.IT)) en deux trois terme, chacun correspondant
a a l’arc de cercles de centre 'origine O et de rayon et des deux segments inclus respectivement

sur I’axe des x et 'axe des y comme le montre la figure [H.3 page précédente] Le premier segment,

inclus dans 'axe des z, est paramétré par

z="(t), ouv(t) =t avec t € [0, R], (H.12)
le second, inclus dans ’axe des y est paramétré par

z=(t), ouy(t) =it avec t € [R,0]. (H.13)

On a donc
R

/ f(2)dz =
I 0
L Bt
= ——dt—i ——dt 2)dz
/0 ﬁ4+1 /O (’iﬁ)4—‘,—1 + FRf(> )
R t R t
:/ —dt+/ ——dt + f(2)dz,
0 0 I'r

t*+1 it 41
et donc, d’apres (H.I),

0
f(t)dtJr/Rf(z‘t)idtJr g f(z)dz,

R
t 1 T
L P dz =" H.14
/0t4+1 *3 FRf(Z)Z 1 (H.14)

(b) Démontrons la formule suivante, donnée dans I’énoncé :

lim / f(z)dz=0. (H.15)

R—4o0
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Elle provient du lemme de Jordan[5.6 page 57 du cours, appliqué a zo = 0,61 =0, 02 = 7/2, 20 =0
et Ry = +oo. L'égalité (513) page BT du cours a lieu, puisque, quand |z| tend vers l'infini :

22 22 1
|2f(2)] = AT A —W,
tend vers zéro. On en déduit (HIH). De (H.I4), on déduit donc en faisant tendre R vers infini :
+oo
T T
——dr = —. H.16
/0 A1 T ( )

(4) De fagon générale, pour intégrer ce type de fonctions, il faut décomposer en éléments simples et ap-
pliquer les techniques présentées par exemple dans |[Bas22, I'annexe intitulée "Quelques calculs de
primitives"]. Mais, ici, il est trés rapide de procéder ainsi : Faisons le changement de variable u = 2

qui donne du = 2xdz et donc
x xdx 1 du 1 1 9
[ et = [ =3 ) g — geretant) = garctante)

+oo
L 1
/0 gc‘li—f—ldx =3 (arctan(+o00) — arctan(0)) = 5%’

ce qui permet de retrouver ([H.IG]).

et donc



Annexe 1

Calcul d’une intégrale impropre (sous la forme d’un exercice corrigé)

Nous proposons dans cette annexe le calcul de I'intégrale suivante sous la forme d’un exercice corrigé donné
en examen (& 'automne 2020) :

+oo q
x
J = —d U t t définis plus bas. I.1
/0 1 5 dx, ot p et g sont définis plus bas ( )

Ce calcul est une généralisation du calcul de ’annexe

P

Enoncé

(1) Soient p et ¢ deux entiers vérifiant

P=q+2, (I.2a)
qg>0. (I.2b)
On consideére la fonction f définie par
24
VzeC, f(z)= T (1.3)

Déterminez les poles de f et représentez-les si possible dans le plan complexe.

(2) Pourquoi, de fagon générale, ne peut-on pas appliquer directement la proposition du cours
pour calculer I'intégrale donnée par

+oo 2
J:/ dx 7 (1.4)
0 1+ 2P
(3)
A
T
,/"’/ YR
////71' p
2 3
o R

FIGURE I.1. Le chemin I' considéré.

248



CORRIGE 249

Pour R > 0, on considére le chemin fermé I' constitué de I’arc de cercle de centre 'origine O et
de rayon R (noté vg) et des deux segments, le premier est [O, R], inclus sur l'axe des z, le second est
[AO], ou A est le point de module R est d’argument 27’7, comme montre la figure [[.1 page précédentel

(a) Que donne la formule des résidus appliquée a la fonction f sur le chemin I' &4 R > 0 fixé ?

(b) Conclure sur la valeur de l'intégrale .J donnée par (L4), en faisant tendre R vers U'infini. On admettra

que

RLITOO . f(z)dz = 0. (I.5)

(¢) Quelle est la valeur de J pour g =0et p =37
(d) Quelle est la valeur de J pour g =1et p =47
(4) Question facultative
Pourriez-vous déterminer la valeur de I'intégrale donnée par ([4) a la main?
(5) Question facultative
(a) Les calculs de cet exercice sont-ils encore valables si on remplace p et ¢ deux entiers vérifiant ([2),
par p entier et ¢ réel vérifiant
p>q+1, (L.6a)
qg>0. (I.6b)

(b) Quelle est la valeur de

(6) Question facultative

(a) Les calculs de cet exercice sont-ils encore valables si on remplace p et ¢ deux entiers vérifiant ([2)),
par p entier et ¢ réel vérifiant

p>q+1, (I.7a)
g>-1 7 (L7b)

(b) Quelle est la valeur de

+oo 1
J = / ?
o Va(l+ar)
Corrigé
(1) On consideére la fonction f définie par
VzeC 2 I
e C, = . .8
seC ()= (L8)
Les poles de f sont les zéros du dénominateur ; on cherche donc les z complexes tels que

1+2P=0. (1.9)

Pour cela, on détermine une solution particuliere de ([L9)), en posant par exemple
i
20 =¢€r,

puisque
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On cherche alors classiquement les solutions z de (L9), sous la forme

Z = zzy,
ce qui donne
ZP = (z29)P = 2P28 = —1,
et donc, puisque zg =—1,on a
2P =1

ce qui nous montre que z est une racinep-iéme de I'unité, donc dans ’ensemble

U, = {e ke {0,..p— 1}} (1.10)
et donc
les péles de f sont les nombres complexes {z; fo<k<p—1 OU 25 = eZ%ﬂe%, (I.11)
ce qui est encore équivalent &
les poles de f sont les nombres complexes zp = e(lﬁpk)m, pour k € {0,....p— 1}. (1.12)

Dans le plan complexe, ce sont donc les images du point

i
20 =€r,

sur le cercle trigonométrique, d’argument 7 /p, par l'identité et les p — 1 rotations, d’angles %,

pour k € {1,....p—1}.
Voir la figure [2l

(2) Avant de répondre a la question, déterminons les poles réels de f, avec deux cas, selon la parité de p.
— Premier cas : p est pair. On a alors, pour tout x réel, P > 0 et donc, zP+1 > 1 > 0. Le dénominateur
de f n’est donc jamais nul pour x réel et f n’a donc pas de pole réel.
— Second cas : p est impair. Puisque p > 2, on a donc p = 2q + 1 avec ¢ > 1. Parmi les poles de f,
donnés par ([I2), considérons k = q. Il est clair que k¥ > 1 et que k < p — 1, ce qui est équivalent
a q < 2¢q, ce qui est vrai. Pour ce £k =¢q, on a

(1+2q)im

Zg=e 2+ = e =1,
et donc z; = —1 est un unique pole réel de f. On vérifie que c’est 'unique pole réel de f.
Bref,
Si p est pair, f n’a aucun pole réel. (I.13a)
Si p est impair, f a un unique pole réel (égal & —1). (I.13Db)

(I.13¢)

Ainsi, si p est impair, on ne peut appliquer la proposition a la fonction f.
Examinons, ce qui se passe si p est pair. Si ¢ est impair, et si on applique la proposition [5.9 page 53|
du cours & la fonction f donnée par (LJ), on aura

R

q
}%i_r}r;o _Rd:c, 1_T_—gcpd:v = Qiﬂ;Rés(’R, k),

_z?

T3 o7 est impaire

ou la somme est étendue aux poles de f situés au dessus de I’axe des z. Or, la fonction
et l'intégrale ci-dessus est toujours nulle, par symétrie. On a donc

0=2im Z Rés(R, ag),
k
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22

FIGURE 1.2. Les poles {2 }o<k<p—1 de f.

ce qui ne nous fournit pas la valeur de I'intégrale donnée par

+o0 ol
J:/ dx. (I.14)
0 1 + xP

Si g est pair, I'application de la proposition [5.9 page 58 a la fonction f est techniquement possible,
mais nous verrons ici que la variante présenté sera plus rapide.

La suite de cette correction est partiellement rédigée. Voir rédaction provisoire sur http: //utbmjb.
chez-alice. fr/Polytech/0MI3/ complementmanuscrits/01. pdf

(3)

(a) Le choix du chemin est proche de celui utilisé dans annexe [Kl
(b) On obtient

J—— (L15)
psin (W(Q-‘rl))
p

REMARQUE 1.1. Cela est confirmé par matlab : si on tape
syms p q X;

f=x"q/(1+x"p);

int (f,x)


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/complementmanuscrits/01.pdf
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/OMI3/complementmanuscrits/01.pdf

CORRIGE 252

simple (int (f,x,0,inf))

On obtient

-1
/f(:v)dz = :vq+1hypergeom ([17 % +p71}, 1+ % +p71}, 7:1:1]) p L (Z +p71) ,

/0%0 f@)de == (sin (@))71})71.

Attention, cela ne fonctionne que sous Matlab 2007 ! Pour la version 2019, on ne pourra obtenir par exemple que

et

syms X;

f=x"2/(1+x"9);

int (f,x)
simplify (int (f,x,0,inf))

On obtient
/f(x)da: =1/91In(1+ xS) —1/18 In (xﬁ —2 4+ 1) +1/9 v/3arctan (1/3 (2x3 —1) \/3) ,

et

+oo 2
/ f(x)dx = Prad V3.

0
ou bien

syms X;
f=sqrt(x)/(1+x"°9);

int (f,x)

simplify (int (f,x,0,inf))

On obtient
/f(z)d:v = 2/9 arctan <z3/2>+1/18 V31In (:1:3 +/32%/2 + 1>+1/9 arctan (2 232 4 \/§>71/18 V31In (13 — V3232 4 1>+1/9 arctan (2 z3/% —
et
+oo
/ flx)de =2/9.
0
<&

(¢) La valeur de J pour ¢ =0 et p = 3 est donnée par

™

E

~ 3sin(Z) 3

m@

soit
J= 2?”.

(d) La valeur de J pour ¢ = 1 et p = 4 est donnée par

J— m - T o ™
 4sin (&) 4sin(r/2) 4

et on retrouve donc le résultat (E.I6).

(4) 11 faudrait utiliser les techniques d’intégration des fractions rationnelles, présentées par exemple dans
|[Bas22, 'annexe intitulée "Quelques calculs de primitives"].

REMARQUE 1.2. D’aprés la remarque [[1] matlab sait d’une certaine fagon intégrer f.

¢
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Le choix du chemin est proche de ceux utilisés & la fois dans I'annexe [J et dans ’annexe [Kl

p>q+1, (I.16a)
q>0. (I1.16b)

Et donc, les calculs de cet exercice sont encore valables si par p est un entier et ¢ réel vérifient

REMARQUE 1.3. D’aprés la remarque [[Il matlab connait ces résultats pour tout p et q.

&

La valeur de

+oo
J:/ \/de
0

14 2P
est donné par ([I5) avec g = 1/2, c’est-a-dire :

™

J = .
7T(Q-i-l))
P

psin (
soit encore
s

. 3 ’
psin (%)

REMARQUE L.4. Cela est confirmé par matlab (2007) : On obtient

+oo ﬁ
0 14 z9

J:

dxr = 7 csc (3/2 3) p L,
p
ot csc(y) = 1/sin(y).

&

p>q+1, (I.17a)
q>—1. (L17b)

Et donc, les calculs de cet exercice sont encore valables si par p est un entier et ¢ réel vérifient
Remarquons que la condition nécessaire et suffisante constitue aussi une condition nécessaire pour
que l'intégrale

—+oo
J = / f(z)dz, (I.18)
0
converge. En effet, sur R, f(x) est strictement positive et on a
quand x tend vers zéro : f(x) ~ a7, (I.19a)
quand « tend vers 400 : f(z) ~ 2?7P, (I.19Db)

Pour l'intégrabilité de f en zéro, d’aprés le critére de Rieman, il faut et il suffit que ¢ +1 > 0 ce
qui donne (LI7H). Pour I'intégrabilité de f en +oo, d’aprés le critére de Rieman, il faut et il suffit
que ¢ —p+1 <0 ce qui donne p > g+ 1 et donc ([IZal).
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(b) La valeur de
+oo 1
J= — 4
o VEltar)

est donnée par ([I5) avec ¢ = —1/2, c’est-a-dire :

J— ™
T (m@rD
psm( P )

soit encore
s

psin (%)

REMARQUE L.5. Cela est confirmé par matlab (2007) : On obtient

—+oo
/ Ve dxr = T csc (1/23)1;717
o l+4+a1 P

J:

ou csc(y) = 1/ sin(y).

&



Annexe J

Calcul de l’intégrale de Dirichlet (sous la forme d’un exercice corrigé)

Nous proposons dans cette annexe le calcul de l'intégrale de Dirichlet sous la forme d’un exercice corrigé

+oo s
/ L - g (J.1)
0 X

donné en examen :

On utilise la méthode des résidus et on pourra consulter par exemple [Buc92, p. 118-119] (qui a inspiré
directement cette annexe) ou une méthode trés légérement différente sur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Intégrale_de_Dirichlet

Enoncé

R
TR
r
5 Ve
\
(¢]

FIGURE J.1. Le chemin I' considéré.

Pour € et R deux réels tels que 0 < € < R, on considére le chemin fermé I' constitué des deux arcs de
cercles de centre l'origine O et de rayons respectifs € et R (notés respectivement . et vg) et des deux segments
inclus respectivement sur I'axe des x et 'axe des y comme le montre la figure [Tl On considére la fonction f
définie par

fz) = < (1.2)

(1) Paramétrer correctement les deux cercles et les deux segments constituant I' et montrer que

Af(z)dngf(z)dz+AR f(z)dz+/ER e?itdt/j eT_tdt. (7.3)

T2
/ f(2)dz =1 / efe dp (J.4)
YR 0

255

(2) (a) Montrer que


http://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Dirichlet
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(b) Justifier rapidement pourquoi on a

Vo € [0,7/2], sing> %9. (7.5)
(¢) En déduire que
lR (1.6)
puis que
Rlirilm . f(z)dz = 0. (J.7)

(3) On admet (comme (L4)) que

T2
de — —i cie’” 19 J.8
/% f(2)dz / e (1.8)

(a) A 0 € [0,7/2] fixé, quelle est la limite de s’ quand ¢ tend vers zéro par valeur strictement
positive.

(b) Est-ce une condition suffisante pour assurer que

/2 » .
lim fi/ e’ dp = — 9 (1.9)
= o 2
On admettra néanmoins ce résultat.
(4) Que vaut [, f(z)dz?
(5) Conclure et montrer que
+oo —t
t —
/ Cos%dt =0, (J.10a)
0
+oo
t
/ %dt = g (7.10b)
0

Corrigé

(1) On choisit les paramétrages successifs suivants des deux arcs de cercles de centre lorigine O et des
deux segments constituant I :

Ye : z = ee? pour 6 € [1/2,0]; (J.11a)
vr : z = Re pour § € [0,7/2]; (J.11b)
[e,R] : z=tpourt€ [, R|; (J.11c)
[iR,ic] : z =it pour t € [R, €. (J.11d)

On a aussi
/f(z)dz :/ f(z)dz+ f(z)dz + f(z)dz+/ f(z)dz.
T T, T'r le,R] [iR,i€]

Ainsi, grace aux deux paramétrages (L11d) et (IIId), il vient pour chacun d’eux dz = dt et dz = idt
de sorte que :

R €
/Ff(z)dz: . f(z)dz+ . f(z)d,an/E f(t)dtJrz/Rf(zt)dt

R eit R et
f(z)dz + f(z)dz+/ —dtfi/ —dt
. T'r € t € it
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et donc

/Ff(z)dz/%f(z)dzwL/m f(z)dz+/€R %“dt/f e%dt. (1.12)

(2) (a) D’aprés la définition (IIID), on a dz = Rie®?df et
/2 ) )
/ f(z)dz = / f(Re®)Rie®dd,
TR 0

/2 ei(Reie)
_ . 6
= Rz/o Toeil e do,

et donc
/2 e
/ f(z)dz:i/ e dp (J.13)
YR 0

(b) La fonction sinus, dont la dérivée seconde est égale a son opposée, est donc concave sur [0, 7/2], ce
dont on déduit que la courbe est au-dessus de sa corde, d’équation y = 20/, soit

2
VO € [0,7/2], sinf > —6. (J.14)
7r

(c) D’apres (I13), on a

— e—RSin9d9

et on déduit de (L14) que

IN

e—Rsin 9d9,

AR f(z)dz

_ 2R
e~ =040,

2RX™
().

IN

/2
/

/2
/
_T

IN

et donc

(J.15)

dont on déduit immédiatement que

R—4o0

lim / f(z)dz=0. (J.16)
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(3) De la méme fagon que I'on a établi (I13), on a dz = cie?df et

0
(z)dz = f(ee)eiet?dp,
Ye /2

: 6
. /2 ez(se ) 0
— —&i € it
o cett

/2 e
st [
0

/2 L
/ f(2)dz = —i/o e’ do (J.17)
’YE

et donc

(a) A 6 €[0,7/2) fixé, on a v
lim e =1. (J.18)

e—0
e>0

(b) On a donc la convergence simple de la fonction 6 — e vers 1 sur [0,7/2]. Si la convergence était
uniforme, on pourrait écrire donc que

/2 » /2 » /2
lim e’ o = / lim e’ dg = / ="
0 0 2

e—0 0 e—=0
e>0 e>0

et en déduire, selon (I17) que
i
hm/ f(z)dz = ——. (J.19)
e—0 2
e>0 €
Malheureusement, cette convergence n’est pas a priori uniforme. Cependant, le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue [Q.3] du cours est aussi valable pour une fonction a valeurs dans C. II
suffit donc, pour pouvoir 'appliquer de majorer chaque fonction 6 +— esie” de fagon indépendante
de € par une fonction intégrable sur [0, 7/2], ce qui est aisé car
cie'®

e _ e—asiné < 1.

REMARQUE J.1. Puisque, a 6 € [0,7/2] fixé, on a

’eRieie < efRsine

on déduit d’une part que a 6 €]0,7/2] fixé, on a

lim e
R—+00

- 10
Rie'” _ 0

et d’autre part que, que pour tout R > 0, on a

. 16
}eRze

<1.

Ainsi, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue assure encore que

li dz=0
Rl [ Sz

et cela pouvait nous permettre d’éviter de passer par la question 21!

(4) La fonction f : z + e*/z est holomorphe sur C*. Ainsi, elle n’a aucune singularité a lintérieur du
chemin T'. Ainsi, d’aprés la formule du résidus (formule B47) du cours, on a

/ f(z)dz = 0. (J.20)
r

Ici, on n’a méme pas de résidu a calculer !
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(5) Synthétisons tous les résultats : d’apres (L12) et (L20)), il vient, pour tout € et R

R it Rt
/ f(z)dz+ (2)dz +/ —dt — / —dt =0.
. R e 1 e t

ce qui donne, en séparant partie réelle et imaginaire

R ot
/ C()St%dt + Re ( (2)dz +/ f(z)dz> =0,
€ Ve TR

R sin
/E %dt—i—lm(/%f(z)dz—i— VRf(z:)clz:zO).

Enfin, d’aprés (I16) et (I.19), il vient en passant a la limite quand ¢ — 0 et R — +oo
R

cost —et
lir% fdt =0,
RE—T-}FOO €
R .
sint s
li —dt = —.
vl 2
R—+o00

ce que 'on peut noter sous la forme finale puisque les intégrandes sont continues en zéro (a vérifier par

le lecteur vigilant) :

+oo _ -t
/ COSt%dt —0, (J.21a)
0
+oo i
/ %ntdt - g (J.21b)
0

REMARQUE J.2. Les intégrandes de (I2I)) sont prolongeables par continuité en zéro donc la
convergence en zéro était acquise dés le début. Attention cependant, ces intégrales ne sont que semi-
convergentes au sens de 'intégration de Riemann : on peut montrer que

R

t — —t
lim PP 1t = +oo, (J.22a)
R—+o00 /g
R .
t
lim STt = +oo. (7.22b)
R—+oc0 0

Au sens de I'intégration de Lebesgue, les fonctions intégrandes ne sont donc pas dans L!(R ).

(a) Pour démontrer (I22H)), on renvoie & la question ci-dessous.
(b) Pour démontrer ([I22al), on procéde comme dans le cas [Fal On écrit tout d’abord pour tout ¢ € R :

t

|costfe_t| > |cost| —e”
et donc, pour tout X > 1 :

X X X -t
cost e
/ dtZ/ udt—/ —dt.
1 1 t 1 t

La seconde intégrale est absolument convergente 4 cause de e~t. Pour la premiére, on procéde comme dans le cas [5al

cost —et

puisque | cos(t)| <1, on a
1
Vt>1, |cos(t)| > cos?(t) = E(cos(Qt) +1).
et on conclut comme dans le cas [Gal

¢

Nous donnons ci-dessous, sous la forme d’un probléme corrigé, la preuve de la semi-convergence de l'intégrale donnée dans
(LI) ainsi que le calcul de la valeur exacte, sans la méthode des résidus et donc plus fastidieuse!
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Enoncé (calcul "manuel")

Stermi it +oo +oo | s
(1) Déterminer la nature des intégrales [;"™° sint/tdt et [;"°° |sint|/tdt.
2) Soit F' définie sur R* par
+

t
Montrer que F' est dérivable et déterminer sa dérivée. En déduire qu’il existe C' € R tel que F(xz) = C' — arctan(z), pour
tout =z > 0.

+oo int
F(x) :/ et 00 gy
0

(3) Quelle est la limite de F' en Dinfini ? Conclure sur la valeur de C.
On pourra passer directement a la limite avec le bon théoréme ou utiliser la méthode suivante :
Soit (zn) une suite de réels tendant vers +o0o quand n tend vers l'infini. En considérant la fonction f, définie sur R 4 par

fult) =7t

sint
—dt,

montrer que

lim Fn(t)dt = 0.

n—+oo Jo
(4) Que peut-on dire a priori sur la continuité de F' en zéro ?
(5) Montrer que F est continue en zéro et conclure.
On pourra montrer en faisant une intégration par partie que, pour tout = € [0,1] et pour tout A, B > 0, avec A < B,

B .
t 6
/ emte S gyl < 2
A t A

et faire tendre B vers ’'infini.

Corrigé (calcul "manuel")

(1) (a) Définissons la fonction f de R4 dans R par

sin(t) it>0
VE>0, f(t)= { e ® : (3.23)
1, sit=0.

f est continue sur R 4, puisque la limite de sin(t)/t en zéro vaut 1.

Nous proposons deux méthodes :

(i) Tout d’abord, on fait un calcul direct. Par intégration par partie, on a pour tout X > 1, en dérivant 1/t et

/1X sin(t) [_ cost(t)r N /1X cos(t) . (1.24)

t 1 2

intégrant sint :

Puisque

cos(t)' < 1
2|7

et que 1/t2 est intégrable sur [1,4+oo[, la limite de flx %Z(t)dt existe quand X tend vers 'infini. Par ailleurs, on

a
t
fim |25 o,
X —+4oc0 t
Ainsi, d’aprés ([I24)) et la continuité de f sur R4, on a
X .
t
I= lim sin®) g e R, (3.25)
X—=+oc0 Jq t

On déduit aussi de (L24) que

Foo t L sin(t
I = cos(1) +/ cos( )dt +/ wdt.
1 t2 o ¢t

(ii) On peut aussi, autrement, utiliser une série alternée (de Riemann). Posons tout d’abord, pour tout n € N,
(D)7 gin¢
In = / sint (3.26)
nm t
Faisons le changement de variable u = ¢ — nw. On a donc

I _/” sin(u+n7r)dt
" 0 u+nm '
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Si n est pair, on a sin(u + n7) = sin(u) et donc

S
si n pair, Ip :/ sin(u) dt, (J.27a)
0o u-+nm
et, de méme
S
si n impair, I, = f/ Mdt. (J.27b)
0 u-+nm

On vérifie que, pour n nul, Iy est définie puisque sinu/u est continue en zéro. On déduit ensuite que la série de
terme général I, est alternée. En effet, sin est positif sur [0, 7] et donc I, est positif si n est pair et négatif sinon.

On a donc
vn eN, I,=(—1)"|In], (J.28a)
In| = /0 %du. (J.28b)

Pour tout n € N* et pour tout u € [0, 7], on a
u+ (n+ )7 >u+nmr >0,

et donc puisque 0 < sin(u)
sin(u) sin(u)
“u4+ M+ T utnr

et donc, par intégration,

Vn €N, |Int1| < |Inl (J.29)
On a aussi, pour n > 1, puisque 0 <sin(u) <let0<nr <u+nr < (n+ )7
sin(u) sin(u) < sin(u)
(n+1)r ~u+nr = nrw
et donc
sin(u) sin(u) < 1

(n+ )7 ~ u+nr ~ nrw

et par intégration, puisque i sin(u)du = 2

vn €N, Lg\mgl. (J.30)
(n+ )7 n
et en particulier
VneN, |In] < % (1.31)
ce qui implique que
lim |In]|=0. (J.32)

n——+oo

De (IL28al), (I29) et (I32), on déduit que la série de terme général I, converge et il existe donc [ € R tel que
n
1i =
n+1£>noo Z In t
k=0

autrement dit

lim

n+—o00 Jq t

Or, pour tout X € R4, en posant n = E(X/n), on a nt < X < (n+ 1)m et donc

X & ™ G X
/ sin(t) dt:/ sin(t) di+ sin(t) dt
0 0 t t

dt=1. (J.33)

t nm
et donc
/X sin(t) dtf/ﬂn sin(t) dt‘ < /X sin(t) dt‘,
0 t 0 t nr U
S/X sin(t) dt.
nm t
S/(nﬂ)ﬂ sin(t)'dt’
nm t
= |In|.
On a donc

X o ™ o
Vn €N, / sin®) 4, 7/ wdt‘ < |Inl. (3.34)
0 t 0 t
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Quand X tend vers ’infini, n aussi et de (I33) et (L34]), on déduit donc que
X .
sin(?
lim Jclt =1. (J.35)
X—+o00 Jg t

(b) Comme pour la convergence de 'intégrale, on peut utiliser deux méthodes (qui sont proches des deux méthodes vues

ci-dessus pour la convergence).

(i) Puisque |sin(t)] <1, on a

vt > 1, |sin(t)] > sin?(z),

et donc, on écrit successivement : pour tout X > 1 :

X | a3 X qin2
/ sin(t) ' &t > / sin®(¢) dt,
1 t 1 t

_/X 1—cos(2t)dt
=/, - ,

1 Xdt 1 X 2t
_ 7/‘ dt 7/ cos( )dt,
21t 2 )1 t

par intégration par partie sur la seconde intégrale, en dérivant 1/t et intégrant cos(2t) : il existe des constantes

a, b et ¢ toutes non nulles, telles que

1 X dt in(2X X sin(2t
:_/ —+a+bm+0/ Smg ) at.
1 X 1

2 t t
On a (2%
Jim M‘ —0.
X —>+o00 X
On a aussi (o )
sin( t)' <1
2| T 2’

et que 1/t2 est intégrable sur [1,4o0[, la limite de flx Si[;@dt existe quand X tend vers 'infini. Enfin, la limite

de flx %dt est égale & +00. De tout cela, il résulte que

X .
sin(t
lim J‘ dt = 400,
X =400 Jq t
ce qui implique
X .
sin(t
lim J dt = 400,
X—=+o00 Jg t

(ii) On peut aussi passer par les séries. On pose, pour tout n € N

in(t
Jn=[ (+1)r #dt‘ dt.

nm

11 est clair, que puisque sin(¢) est du signe de (—1)™, on a

(n4+1)7 t
Jn = (—1)"/ S gyt
nm t
et autrement dit, en utilisant la définition (I26]) et (IZ28H]), on a
On a plus qu’a utiliser (I30) qui fournit
2
vneN, ——— < Jy, J.37
" (n+m =" ( )

ce qui implique que la série de terme général J,, est divergente, puisque minorée par le terme général d’une série
de Riemann divergente. On en déduit comme (I33]) que

@‘dt = 400 (3.38)

nm
lim
n+—o00 0

sin(t)

Enfin, exactement comme (I.34)), on montre que
sin(t)

X ™
Iy
0 t 0

dont on déduit alors, en utilisant (I38) comme pour la preuve de (I35

X | sin(t)

t

Vn € N, dt| < |In|.

lim

dt = +oo. (J.39)
X—+o00 Jo
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REMARQUE J.3. On a donc une intégrale semi-convergente.
(2) — Pour f définie par (I23)), considérons g, la fonction de R% X R4 dans R définie par
gla,t) = f(t)e .
Puisque pour tout y > 0, |sin(y)| < y, pour tout (z,t) ERY xR, ona
lg(z, )] < e '
Soit a > 0, fixé. On a donc aussi
Y(z,t) € [a, +oo[xR 4, |g(z,t)] < e, (J.40)

g est continue en ¢ en z. D’aprés (I.40), puisque e~ est intégrable sur R 1, g vérifie donc I’hypothése de domination
et I est donc définie et continue sur R* (puisqu’elle I’est pour tout a > 0, sur [a, +00]).

REMARQUE J.4. Naturellement, pour a = 0, cela n’est plus vrai et donc, F', défini en z = 0, d’aprés ([L25) n’est pas

nécessairement continue en zéro.
— De méme, g est dérivable par rapport a z sur [a, +0o[xR 4 et
0
V(z,t) € [a, +oo[xR 7, a—g(x,t) = —sin(t)e™ ¢,
z

dont on déduit

V(z,t) € [a, +oo[xRY, ‘agg(x,t) < et
x

L’hypothése de domination est donc vérifiée et ' est dérivable sur R avec
—+oo
Ve >0, Fl'(z)= —/ sin(t)e” *tdt. (J.41)
0
— Posons, & £ > 0, u = zt de telle sorte que

+oo 1 [t 1 [T
/ sin(t)e”“tdt = —/ sin(u/z)e™“du = —/ sin(t/z)e”tdt. (J.42)
0 T Jo x Jo

On a, pour z > 0,
—+oo +oo |
/ sin(zt)etdt = Im (/ emte_tdt) ,
0 0

(1+iz)
Im s
1+ 22

x
1422
Ainsi, d’aprés ([I42)), on a
Foo 1 1 1
/ sin(t)e”®tdt = —LQ =—.
0 r1+1/z° 1+a?
On a donc finalement, d’apres (L) :
1
Ve >0, F'(z)=-———, J.43
z @) =17 (3.43)
et par intégration, il existe C' € R tel que
Vx >0, F(z)= —arctan(z)+ C. (J.44)
(3) D’aprés (L44), on a
. T
xlgnoo F(z)=C— 5 (J.45)
Pour trouver la valeur de C, on utilise 'indication de I’énoncé. On consideére la fonction f, définie sur R par
int
fa(t) = et L,

ol (zr) une suite de réels tendant vers +oco quand n tend vers 'infini. On vérifie que pour tout ¢t > 0,
|fn(t)] < e7®nt,
et donc fn tend simplement vers zéro sur R% . Puisque z, tend vers U'infini, il existe IV tel que Vn > N, zn > o et donc

vn> N, |fa(@®)| < et
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La encore, ’hypothése de convergence dominée est vérifiée et on a donc
—+oo
lim fn(t)dt = 0.

n——+oo 0

Or, pour tout n,
—+oo
/ fn()dt = F(xn).
0

Ainsi, pour toute suite () une suite de réels tendant vers +o0o0 quand n tend vers I'infini, on a F'(z,) — 0, ce qui signifie
que
lim F =0. 4
Jim (z)=0 (J.46)

De (I44), [(I45) et ([(I46), on déduit donc

Vx >0, F(x)= —arctan(z)+ g (J.47)
(4) A priori sur la continuité de F en zéro n’est pas assurée. Voir remarque [L.4}
(5) — La fonction F n’est définie que sur R?% . Néanmoins, on peut la définir en zéro en utilisant les résultats de la question
[ en définissant
+00 gin(t
F(0) =/ sin( )dt, (J.48)
0 t
au sens de
X .
t
F(0)= lim sin®) . (3.49)
X—=+o00 Jg t
Formellement, on a
+0° gin(t +0° gin(t
lim F(z) = lim sin(®) —ta 44 =/ sin(t) o, (3.50)
z—0 z—0 Jo t 0 t
et donc, d’aprés (L.47)
+0° gin(t
/ sin() j, _ ™ (3.51)
o t 2

Le probléme de cet raisonnement est que cela revient a écrire que F' est continue en zéro, ce que 1’on n’a pas!
— Montrons ([I5])) maintenant cela rigoureusement ! Le probléme de ce passage & la limite est que, pour z > 0, F(z)

convergente. Voir remarque [L3}
— Montrons que

existe comme intégrale absolument convergente, mais que pour x = 0, F(0) n’existe que comme intégrale semi-
6
< — (J.52)

B .
t
/ ot sin a| < 8
A t A

Cette correction est issue et adaptée de @, Tome 2, p. 442] a vos connaissances. La notion de critére de Cauchy,

vz €[0,1], VA,B, 0<A<B,

utilisée originellement pour cette preuve, ne figure plus au programme !
En reprenant les calculs déja fait ci-dessus ou en utilisant matlab, on peut montrer que
cos(t)e™*t  sin (t) xe Tt et (cos(t) + xsin(t))

Vz € RY, / t)e~*tdt = - = : J.53
v + sin(t)e 2 +1 2 +1 14 22 ( )

Soient A, B tels que 0 < A < B. A x > 0 fixé, faisons une intégration par partie en posant v’ = e~*tsin(t) et v = 1/t.
On a donc en posant

B .
G = / sin®) —at gy (3.54)
A t

B
G = / uv'dt + [uv]ﬁif,
A

)

_ /B et (cos(t) + xsin(t))

e~ (cos(t) + x sin(t) :| t=8
A 1+ 2

1
L
p ™t [ (1 + 22t

t=A

et donc

B4z 1 142z |1 1
G| < —dt - — =
| ‘_/:4 14 22 2 +1+:1:2 B A”

1+x B 1 1 1
< -—1= —dt+ — + —
_1+$2([4 2 +A+B)7
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et puisque 1/B < 1/A

Si maintenant = 0, on a

/sin(t)dt = —cos(t),

265

et (I53) est encore vrai avec z = 0 et donc le calcul précédent est encore vrai pour z = 0. On a donc finalement
(IL52). Cette intégrale est définie pour > 0 et pour z = 0, au sens de (I25)). Enfin, on peut donc dans (I52) faire

tendre B — 00, ce qui donne

Foo int 6
vz €[0,1], VA >0, / emte Mty < 2
A t A
Par ailleurs, pour tout > 0, on a, pour tout A > 0,
t T° sin(t
|F(z) — F(0)] < ’/ —mfsm() tf/ —SH;( )dt’,
0

et donc
—+o0 in(t A in(t
Vz >0, VYA>0, |F(z)-F(0)< ‘/ efztﬁdt‘ + / (et — 1) %dt‘ .
A 0
et d’aprés (L55)), il vient

Vre[0,1], VA>0, |F(z)- (|<f+‘/+°°sm(t ‘ ‘/ (et

/+°° sin(t )dt‘ N
t

A

sm(t) t‘ _

Soit € > 0. D’aprés la convergence de f() sin(t)/t, on peut choisir A1 tel que VA > Ay :

+00 gin(t
/ wdt‘ <c
A t 3
On peut choisir Az tel que VA > Ag :
6 ¢
A~ 3

Fixons alors A = max(Az1, A2). Il vient donc d’aprés (LE6), (I57) et (I58)

2 A
Vo >0, |F(z)-FO) < = + / (==t — 1) 500 |
3 0 t
Enfin, la fonction ¢ — (e‘mt - 1) &t(t) tend simplement vers zéro quand = — 0. De plus, pour tout t € [0, A],
(e—zt_l) %‘ <2 @’7

et le théoréme de convergence dominée nous donne

[y 0] o

et il existe donc 1 > 0 tel que Vz € [0, 7],

lim
z—0

et donc, d’aprés (I59),
vz €[0,7], |F(z)— F(0) <e.

Bref, la fonction F est continue et ([I5I]) est donc prouvé rigoureusement !

(3.55)

(1.56)

(3.57)

(1.58)

(3.59)



Annexe K

Calcul de l'intégrale de Fresnel (sous la forme d’un exercice corrigé)

Nous proposons dans cette annexe le calcul des intégrales de Fresnel sous la forme d’un exercice corrigé

+o0 /9
/ cos® xdx = Tﬂ-, (K.1a)
0

+o0 /9
/ sin zde = Y=L, (K.1b)
0

donné en examen :

4

On utilise la méthode des résidus. et on pourra consulter par exemple [Buc92, p. 118-119] (qui a inspiré
directement cette annexe) ou
http://fr.wikipedia.org/wiki/Intégrale_de_Fresnel
L’utilisation de l'intégrale de Fresnel pour la longueur de la spirale de Cornu et dans les Clothoides est
illustrée dans
— http://fr.wikipedia.org/wiki/Clothoide
— ou dans 'exercice 2 de I'’examen médian de MT25 donné au Printemps 2006, disponible sur
— http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/medianMT25_P06.zip
— http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/source_matlab_medianP06.zip
— http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/mediancorrigeMT25_P06.zip

Enoncé

| 7
INH

o R

FIGURE K.1. Le chemin I't considéré.

PourR un réel strictement positif, on considére le chemin fermé I' constitué de ’arc de cercle de centre
lorigine O et d’angle 7/4 , noté I'p et de deux segments comme le montre la figure [KIl On considére la
fonction f définie par

F(z) = e (&), (K.2)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Fresnel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Clotho�de
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/medianMT25_P06.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/source_matlab_medianP06.zip
http://utbmjb.chez-alice.fr/UTBM/mt25/mediancorrigeMT25_P06.zip
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z

2 . .
notée e~ * pour simplifier.

(1) Paramétrer correctement l’arc de cercle I'y et les deux segments constituant I et montrer que

L. E i2 —R?cos ¢—iR? sin ¢ f —t2 i i —it?
f(z)dz = §Rz e'ze do + e ' dt—e' e " dt. (K.3)
r 0 0

0

(2) (a) Justifier rapidement pourquoi on a
2
Vi € 10,7/2], siny > ;1/} (K.4)
(b) En déduire que

T s 2
61567]% cos p—iR” sin ¢d < .
/ < 2

(3) On admet que
/0 e dt = ? (K.6)

En déduire que 1'on a

+oo
V2
/ cos® zdx = —W, (K.7a)
0 4
+oo /9
/ sin? wdy = Y. (K.7b)
O 4
Corrigé
(1) On choisit les paramétrages successifs suivants de l'arc de cercle I'g et les deux segments constituant
I':
Yr : 2z = Re® pour 0 € [0,7/4]; (K.8a)
segment horizontal I; : z =t pour t € [0, R] ; (K.8b)
segment oblique I : z = te'T pour t € [R, 0]. (K.8¢c)
On a aussi

/Ff(z)dz: g f(z)dz + . f(z)dz+ ’ f(z)dz.

Ainsi, grace aux paramétrages (K.8), il vient pour chacun d’eux, dz = Rie'df, dz = dt et dz = €7 dt,
de sorte que

. T 0 _ R2e2i0 R 2 o R 42
/ f(z)dz = Rz/ eYe™ Ve do —|—/ e~ dt—e't / e~ dt,
r 0 0 0
T i ,—R? cos(20) —iR? sin(20 g P
— R’L/ el e—R cos(260)—iR” sin( )d9+/ et dt — ezz/ et dt,
0 0 0
soit, en posant ¢ = 26 dans la premiére intégrale :

1 . % b R? iR2 si R +2 - R it2
= iRZ/ elz g It cos¢—iRsing g Jr/ et dt—e's / e " dt,
0 0 0

et donc

1 3T o R . B
/f(z)dz = —Ri/ ¢'% ¢~ 1 cosb—ilt? sind gy +/ e dt — % / e~ dt. (K.9)
r 2 Jo 0 0
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(2) (a) La fonction sinus, dont la dérivée seconde est égale a son opposée, est donc concave sur [0, 7/2],

dont on déduit que la courbe est au dessus de sa corde, d’équation y = 2¢ /7, soit
. 2
V’l/) € [Oaﬂ-/2]a SlIl’l/) Z _’l/)-
T

(b) On en déduit donc

™

2 4 _p2 _ip2 b P2 2
/ etz e R* cos p—iR sm¢d¢ ez e R* cos p—iR sm¢d¢ ,
0

z

<)
0

— /E €_R2C05¢d¢,

[}

soit, en posant ) = 7/2 — ¢

— /E €7R2 sinwdw,

0

= [T emivay,
0

™ _R2
=g (1),
i _R2
= om (1-¢7)
o T

_2R25

et donc que

2 e 2 -2 s
i5 —R%cosp—iR” sin ¢
eze do| £ —.
/0 Y= 2R

(3) Posons

I:/ eftzdt.
0

- VT,
5

On admet que

(K.10)

(K.11)

(K.12)

(K.13)

REMARQUE K.1. Formellement (mais ce calcul est totalement justifié a posteriori), on écrit suc-

cessivement
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ce que l'on écrit en polaire sous la forme (puisque daxdy = dS = rdrdf) :

/ / e~ rdrdd,

96071'/2 ,ZrER 4
—+oo
[rof
r=-4o00
= ——e T
|: 2 :|7‘—O

= YT
>

IQ

d’ott 'on déduit

La fonction f est holomorphe sur C et la formule des résidus et (K9) impliquent donc, pour tout
R,

1 E 5 R iz R ;
§Ri/ ¢! eI coso—iR? S dg +/ Pt — ¢'% / e~ dt =0. (K.14)
0 0 0

Si on fait tendre R vers l'infini dans (K14), les résultats (K1) et (K13) impliquent donc que fOR e~ dt
admet une limite quand R tend vers 'infini qui vérifie

ﬁ — ' / e_it2dt =0
2 0

On en déduit donc
© - 2 V2
/ =iV _VIV2 Gy Vg )
o 2 2 2 4

et en séparant partie réelle et imaginaire, on en déduit finalement

/+°° 5 V27
cos” xdx = ,
0

+oo
/ sin® zdr =
0

~[3) -]
3



Annexe L

Calcul d’une intégrale (sous la forme d’un exercice et d’un probléme
corrigés)

Nous proposons dans cette annexe le calcul de I'intégrale suivante sous la forme d’un probléme corrigé

> In (1 + bt?
J(a,b) :/ %dt,
0 a + t

donné en examen :

pour tout (a,b) € R 2.

Ceci constitue un contre exemple ou le calcul par les résidus, habituellement plus rapide, est presque plus
long que le calcul habituel ; de plus, le calcul par résidu est moins général que le calcul habituel !

Ce probléme nécessitait au préalable le traitement du petit exercice suivant préliminaire, lui aussi donné

€n examen :

Enoncé de I'exercice
(1) A partir de Uinégalité triangulaire rappelée ici :
Vi €C, |zt <2l + 12
montrer que
Vz,2' €C, |z—=2|>|z| - |¢]]. (L.1)
(2) Pour toute la suite, ¢ est un réel strictement positif. Déduire de ce qui précéde que

lim ‘1 + czQ‘ = 4-00. (L.2)

|z| =400
(3) (a) Montrer que, pour tout z € C, tel que Ln(1 + cz?) est défini
’Ln(l—l—czQ)‘ < ‘ln’l—l—czQH + . (L.3)
(b) Déduire de ce qui précéde que
Ln (14 ¢2?
o +e)

|z| =400 |Z|
Ln(1 + cz?) défini

—0. (L.4)

Corrigé de I'exercice

(1) Soient z,z" € C. Appliquons I'inégalité triangulaire rappelée ici :

VZ,Z' € C, |Z+Z'|<|Z|+1Z'], (L.5)
aZ=z—2 et Z =2, ce qui donne
|2l < |z = 2"+ 2], (L.6)
et donc
|| = || < |z = 2/]. (L.7)

270
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On peut intervertir les roles de z et de 2’ ce qui donne dans ([.6)

2| <z = 2" + 2],

et donc
2]~ J2l < |5 — (L)
De (1) et (L8) on déduit donc
Vz,2' € C, |z2—2|>|z| - ||| (L.9)
(2) Pour toute la suite, ¢ est un réel strictement positif. On peut écrire d’apres ([.9)
‘1 + 022‘ = ‘cz2 - (—1)‘ > chﬂ — |(—1)|’ =lc|z]* - 1}
et puisque |z| — 400, pour |z| assez grand, ¢|z|* > 1 et donc
|14 cz?| > clz]? =1
qui tend +o0 si |z| = +o00. On a donc
lim |1+ 022‘ = +o0. (L.10)
|z] =400

(3) (a) Par définition, pour tout z € C, tel que Ln(1 + cz?) est défini, on a
Ln(1 4 cz?) =1In |1+ c22| +iarg (1+cz?),
et donc, de nouveau grace a (L.0)
‘Ln(l + 022)’ < ’hl ‘1 + czQH + ’arg (1+ czQ)‘ ,
et puisque 'argument est dans | — 7, 7], on a donc
’Ln(l—l—czQ)‘ < ‘ln’l—l—czQH + . (L.11)

(b) Supposons que |z| tende vers 'infini. On a donc, d’apres (L.10) ‘1 + czQ‘ qui tend vers l'infini, et
pour |z| assez grand,
1< |1 + czQ|
et puisque le logarithme (réel) est croissant
0<In(l) <In |1 + cz2| <In (1 + c|2:2|) = |1n (1 + c|z|2)| ,
Ainsi, pour |z| assez grand,
0 <In|l+cz? <In(1+clz?) (L.12)
et donc, d’apres (L.11)
|Ln(1 + cz%)| <In (14 cf2z?]) +,
On en déduit que, pour tout z tel que Ln(1 + cz?) est défini, on a
0< |Ln(1 + c2?)| - In (1 + ¢[2?]) LT In (1 + c[z]?) LT (L.13)

E - || E || E

Puisque, quand R tend vers l'infini

In (1 +cR2) T

R R
tend vers zéro, on déduit donc de ([L13)) que
Ln (1 2
T e 0 Y (L.14)
|z|—+o0 |Z|

Ln(1 4 cz?) deéfini
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REMARQUE L.1. On verra plus loin que Ln(1 + cz?) est défini et holomorphe sur I'ouvert de C défini par

([L.31) et [L32).

Enoncé du probleme

On cherche a déterminer la valeur de

* In (1 + bt2)

pour tout (a,b) € R 2.
(1) Montrer que J est définie pour tout a > 0 et b > 0. On admettra pour toute la suite que J est définie
et continue pour a >0 et b > 0.

(2) En faisant un changement de variable, montrer que si a # 0,
1
Vb >0, VYa>0, J(a,b)=—I(ba?), (L.16)
a

ol ( 2)
®In(l+ct

> I = - 7
Ve > 0, (c) /0 T

(3) On veut maintenant calculer U'intégrale I(c) de (L.17) grace au théoréme des résidus.

dt. (L.17)

(a) Soit ¢ > 0. On pose pour tout z € C

Ln (1 + cz?
f(z) = %2) (L.18)
(i) Quels sont les zéros de z + 1 + 22 ?
(ii) Montrer que
lim |zf(z)] = 0. (L.19)

|z|—00
avec Ln(1 4 cz?) défini

On pourra utiliser I'exercice page 270
(iii) On tient le raisonnement suivant : puisque (L.I9) est vérifiée, la proposition du
cours implique que
+oo
/ F(#)dt = 2im Rés(f, ). (L.20)
— 00

(A) Déterminer la valeur de Rés(f, i), puis déduire la valeur de fjoo f(t)dt puis celle de fOJrOO f(®)dt

o0
(B) La valeur obtenue est absurde et ce raisonnement est erroné! Pourquoi ?
(iv) Le raisonnement de la questz’on n’étant pas valable, on calcule maintenant proprement la
valeur de l'intégrale recherchée!

(A) Montrer que f est holomorphe sur Pouvert

W =C\ (VU{i—i}), (L.21)
ou
V={zeC, 3tell/Ve +ool z=kit}. (L.22)
(B)
Pour toute la suite, on suppose que
0<ec<l, (L.23)

et on considére, & € > 0, assez petit, et R > 0, assez grand, le chemin ~, r défini sur la
figure |L.1 page suivante} Montrer que ce chemin est inclus dans 'ouvert W.
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FIGURE L.1. Le chemin v, g utilisé.

(C) Quel est le résultat de la proposition [3.47 page 45| du cours ici ?

(D) Qu’entraine-t-il si on fait tendre € vers zéro et R vers 'infini ?

(b) Est-ce que les résultats établis sont valides pour ¢ = 0 et ¢ = 1?7 Quelle sont les valeurs de 1(0) et
I1(1)?
(c) Quelle est la valeur de J(a,b) pour a,b > 0 vérifiant 0 < ba? < 17?

Corrigé du probléeme

(1) 11 est clair que lintégrale est bien définie puisque l'intégrande est continue pour ¢ — 0 et est un

O(1/t3/2) pour t — +oo.

REMARQUE L.2. Pour montrer la définition et la continuité de J sur R,?, on raisonne comme
suit :

Soient A, B € R* . Pour tout (a,b) € [A,00[x[0, B], on a par croissance du logarithme et puisque
a?+t2>0
In (1 + bt2) < In (1 + BtQ)

VteRY, 0<

a2 + t2 — A2 + t2
R . . 1n(1+Bt2) . . . .
A A et B fixé, la fonction ¢t — ¢(t) = —p = est continue et intégrable sur R 4 puisque continue en

1 bt?
zéro et en O(1/t3/2) en +o00. La fonction (t,a,b) % est continue sur R 4 x [A, co[x [0, B]. Ainsi,
d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégrale, J est définie et continuue sur [A, co[% [0, B].

Puisque c’est vrai pour tout A, B € R%, J est continue sur R} x R .
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Si a b >0 fixé, a tend vers zéro, on a pour tout t > 0,

In (1 + bt?) o (1+bt2)

a? +t2 t2 ’
qui est équivalent quand t tend vers zéro a
bt?
— =b,
t2
In(1+bt%)

et donc continue en zéro. La fonction ¢ — est intégrable en +oo. On peut aussi écrire, pour

tout a > 0,

12

In (1 + bt?) _In (1+0bt2)
a? + t2 - t2
qui est intégrable sur R, d’aprés ce qui précéde. Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe

)

intégrale, J est définie et contiue sur R x R ;.

(2) Sia # 0, on considére la nouvelle variable u et le changement de variable « = ¢/a. On a donc dt = adu

et
*° In (1 4 ba*u? 1 £ 1n(1+ cu?
J(a,b):a/ %du:_/ m(ter),
0 a? + a?u a Jo 1+ u?

ot ¢ = ba? > 0. On a donc,

1
Vb >0, VYa>0, J(a,b)==I(ba?), (L.24)
a
ou
> In (1 + ct2)
> I(c) = - 7/ L.2
Ve 0 I(e) /O T (L.25)
(3) (a) Soit ¢ > 0. On pose pour tout z € C
Ln (1 + cz?)
e — L.2
f) = (1.26)

(i) Les zéros de z — 1 + 22 sont =i.

(ii) On a, tant que le logarithme complexe Ln(1 + cz?) est défini et que z est non nul,

Ln (1 + c2?
21 =

B ’Ln (1—|—cz2)’
I ERE]

)

)

De nouveau, en utilisant (L9), on a |+ + z| > 2| — 1/|z] > |z| — 1, si |z est assez grand. On a
donc, pour |z| assez grand,

Ln (14 cz?
2f(2)] < ||(|71)|
Lo (1+c2)| o
- || 2| -1
Puisque |Z‘|Z_‘1 tend vers 1 quand |z| tend vers I'infini, I'équation ([.14)) implique donc que
lim |zf(z)] = 0. (L.27)
|z| o0

avec Ln(1 + cz?) défini
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(B)
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Puisque 7 est un péle simple de f, le lemme du cours implique que

e 90)
Reés(f,i) = ¢ (i)
ot g(z) = Ln (1 + cz?) et ¢(z) =1+ 2% On a donc
Res(/,i) = 2029,
et donc
Rés(f,i) = %;c) (L.28)

D’aprés la proposition du cours, on a donc
+oo
/ f(@®)dt = 2im Rés(f,i) = 7w Ln (1 —¢),

et donc

/+00 f@®)dt =7wLn(1l-c), (L.29)

— 00

Puisque f est paire, on a donc
o0 T
/ f@®)dt = B In(l-¢), (L.30)
0

La valeur donnée par ([L30) est absurde car I'intégrale existe pour toute valeur de c. Or,
Ln (1 — ¢) n’est pas défini si 1 — ¢ < 0. De plus, méme si 1 — ¢ > 0, la valeur de l'intégrale
n’est pas conforme a celle donnée par ([L.59).

(iv) Le raisonnement de la questz’on n’étant pas valable, on calcule maintenant proprement la
valeur de l'intégrale recherchée !

(A)

Le dénominateur de f s’annule pour z = 4i. Son numérateur Ln (1 + 022) n’est défini et
holomorhphe que si 1 + ¢22 n’est pas un réel négatif ou nul (s’il est dans le plan fendu
habituel). Or 1+ c2? est un réel négatif ou nul est équivalent a

1+4e¢2? = -,

our € R, soit encore

o —=H < —1/c <0 et donc
z = +iT,
ou T € [1/4/¢,+00]. et donc f est holomorphe sur 'ouvert
W =C\ (VU {5, —il}), (L31)
ou
V={zeC, 3Ftell/Ve, +oof z==it}. (L.32)

Le chemin évite +: et la partie interdite définie par V' et est donc inclus dans 'ouvert W,
qui n’est pas convexe ici!

On admettra que, malgré 'absence de convexité de 'ouvert W, la proposition
du cours s’applique ici; 'unique résidu de f a 'intérieur du chemin est ¢ et elle donne donc
2irReés(f,1) = f(z)dz. (L.33)

Ye,R

On découpe le chemin 7, g en :
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e le segment horizontal [- R, R] ou z = t;

e le premier segment vertical 6. g ol z = ¢ + it avec t € [Ry,1/y/c— €] ot R; est "proche"
de R (quand e tend vers zéro) ;

e le second segment vertical 6 p ot z = —e+it avec t € [L/\/c—¢, R1] out Iy est "proche"
de R (quand e tend vers zéro) ;

e un autre segment horizontal d. o z = i(1/y/c —€) + t avec t € [¢, —¢];

e les deux arcs de cercle de centre 0 et de rayon R, de réunion notée C. g.

FIGURE L.2. Le chemin v, r utilisé.

Voir figure [.21 On a donc

2irReés(f,1) = /5 ) f(z)dz = /[R,R] f(z)der/&E’R f(z)dz+ (2)dz + (2)dz + . f(z)dz. (L.34)

Ve, R SL,R CE,R
Le résidu de f en 4 est toujours donné par ([.28)).
(D) On admet[] que,

lim /d fepdz =0 (L.35)

1. Ce qui provient du fait que l'intégrande est bornée indépendamment de e au voisinage de 1/+/c.
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On admet3 que, grace a 'hypothese ([L.27),

&11_% - f(z)dz = 0. (L.36)
On sait que
lim f(z)dz = 2/ f(t)dt. (L.37)
R—o0 [—R,R] 0

Enfin, sur le premier segment vertical §. g, on a z = € + it avec t € [R1,1/+/c — €] et sur le
second segment vertical 0. p, z = —& + it avec t € [1/y/c — &, R1] On a donc, sur chacun de
ces deux segments, dz = idt et

1/y/c—e Ry
/ f(z)dz + f(z)dz =1 </ fle+it)dt + / fl—e+ z't)dt) ,
0e,R 8. R Ry 1/y/c—e

Rl Rl
=1 — it)d — it)dt | .
z( /1/\/5—ef(5+lt) t+/1/\/5—gf( e +it) t)

et donc
Rl Rl
/ f(2)dz + (2)dz =1 f/ fle+it)dt + / f(—e+it)dt | . (L.38)
Se,R o r 1/+/c—e 1/+/c—e
Or, pour tout ¢ € [1/4/c — ¢, R1], on a, pour z = ¢ + it
2=t 4 2iet,
et donc
Ln (1 + ce? — ct? + 2icet)

Vte[1/ve—¢e, R, fle+it)= SR S e T (L.39)
et de méme
Vi [L/Ve— e Rl floetit) = Ln (1 4 ce? — ct? — 2icet) (L40)
Y 1+4¢e2 — 12 — 24et
On a
lim 1+¢&? — % —2iet =11 <0, (L.41)
e—0t
car t? > 1/c > 1, d’aprés ’hypothése faite sur c :
0<e<1. (L.42)
Notons
2o = 14 ce? — ct? + 2iect, (L.43)
qui vérifie
lim 2. =1— ct?. (L.44)

e—0t
En revanche, on ne peut pas plus écrire

lim Ln(z.) = Ln(1 — ct?),
e—0*t
puisque 1 —ct?> € R* et n’a pas de logarithme complexe. Cependant, la partie imaginaire de

2. est strictement positive et sa partie réelle tend vers 1 — ct? < 0. Ainsi, pour € > 0 assez
petit, la partie imaginaire de z. est strictement positive. On a donc, pour € > 0,

Ln(z:) = In|ze| +targ (z) .

2. provient du lemme du cours.
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La partie réelle de z. tend vers un nombre strictement négatif et sa partie imaginaire tend
vers zéro par valeur positive. Ainsi, z. tend vers un point de ’axe réel négatif, en en étant
"au-dessus". Ainsi, a la limite ¢ tendant vers zéro, ’argument de z. tend donc vers 7. D’aprés

(L.44), on a donc finalement

lim Ln(z.) =In|1- ct2| + i,

e—0t
et donc

lim Ln(z) =1In (ct2 —1) +im. (L.45)

e—0+t

D’aprés ([.39), on a donc finalement

In (ct2 — 1) +

VvVt e[l ,R], L e+it) = L.46
[VER),  Tim fe+it) = (L.46)
Si on fait le méme raisonnement sur z. = 1 + ce? — ct? — 2icet dont la partie la partie

imaginaire de z. est strictement négative et sa partie réelle tend vers 1 —ct? < 0. Ainsi, pour
£ > 0 assez petit, on a,c comme ([.45])

lim Ln (z:) =1In (ct® — 1) —im, (L.47)

e—=0t
et donc

In (ct? — 1) —im

tel li —e+it) = L4
vt e [1/Ve, ], lim f(—e+it) T (L.48)
On admetﬁ que (L.39), (L.40), (L.45), (L.48), impliquent
B oIn(ct? —1) +i B oIn(et? —1) —i
im [ sz [ gea=i(- [ :i;_%_ﬂﬁﬁ/ (et =1)—im ).
e—0t Ser & n 1//e 1—1 1/:/c 1-—¢
et donc
L
lim / f(z)dz + f(z)dz = 727‘(/ ——dt. (L.49)
e20" Joen 5.1 1/vet? =1

Pour tout ¢ € [1/4/c, R1], on a t? > 1/c d’ot1, d’aprés (L42), onat? —1>1/c—1>0 et la
fonction 1/(t? — 1) est continue et intégrable sur [1/1/c, R1]. Puisque

3. conséquence de la limite simple et du théoréme du cours.
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on a donc, si R > 1,

R R
1 1 1
[ ([ ).
1y t2—1 2\ Jyyet-1 t+1
1 R
= 5 (I(te =11z = Il + DI} ve )+
1
:5(1D|R—1| In|R+1|—In[l/ve—1]+In[1/ve+1]),
O S VYRS
=—|(In
> R+1 TN
1 1 1/\/_+1
= — n
2 R+1 1/\[f1
1 ) 1+\/_
~ 2 HR+1 =7

Enfin, si on passe a la limite R tendant vers l'infini, on a donc

1+/c
1— /e

Passons finalement & la limite € — 0 et R — oo, et ([.34)), (L.35), (L.36), et ([.37) donnent

donc
inRés(f,i):Q/ FO)dt — 71n 1*\?
; -

ou le résidu de f en i est toujours donné par ([L.28)). Ainsi, on obtient
1 — 1
% ) _y / £(t) + \[

et donc, grace a (]IEZD

(L.50)

e—=0t,R—o0 J§

lim / f(z)dz+ f(z)dz = —7mln
<R o R

g

/f =2 (lc)JrElniJrﬁ,
f(o(o-0iz))
:%m(@—ﬁ)(uﬁ)ﬁﬁ),
- S(037).
:ﬂln(lJr\/E),
et donc finalement
/OOO m(ll_i_;;ﬁ)dt =7ln(1++c), (L.51)

qui est différent de la valeur donnée par ([L30). De plus, la valeur de I'intégrale est maintenant
conforme & celle donnée par ([L59).

(b) Cette preuve s’appuie sur I'inégalité ([L42). Cependant, on a admis que la fonction J est continue
(voir preuve dans la remarque[[L2]) ; il en est de méme pour I. Puisque ¢ — In (1 + /c) est continue
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en ¢ =0 et c =1, on peut donc passer a la limite ¢ — 0 ou ¢ — 1 dans ([L51]) et obtenir
© In (1 + ct?
Vee 0,1, I(c) = / () o (1+7). (L.52)
0 1+¢2
En particulier 7(0) =0 et
© In (1 + ¢
(1) = / ) ).
0 1+ ¢2
(c) Enfin, d’aprés les premiéres questions, si a > 0 et si
0<ba® <1, (L.53)
onac=ba®€[0,1] et
1 1 1
¥b >0, Ya>0, J(a,b)=—I(ba®)=—-mln (1 + \/baQ) =—wln (1 + a\/l;) .
a a a

Par continuité de J par rapport a a et b et le fait que

lim = In (1 + a\/l;) = lim Ea\/l; = 7T\/l_7,

a—0 @ a—0

impliquent donc
V(a,b) € R %, vérifant (L53), J(a,b) = T (1 + a\/g) , (L.54)
a

ol par convention,

[g In (1 + a\/g)} = 7r\/5,

a=0
ce qui est bien la valeur annoncée dans la remarque [.4]

REMARQUE L.3. Ici, contrairement & la méthode classique de la remarque ([.4]), on ne peut pas calculer
l'intégrale I(c) si 'hypotheése ([.42) n’est pas vérifiée. En effet, si ¢ > 1, on peut toujours écrire comme dans
le point [3(a)ivC page 275| la proposition du cours et cette fois les résidus de f sont a l'extérieur
du chemin et elle donne donc

0= / f(z)dz. (L.55)

Cependant, puisque si 1/y/c < 1, on peut plus écrire ([.49) qui donnerait

R
1
lim / f(z)dz+ f(z)dz = —271'/ dt,
dc,R 6;,R 1

e—0t

jvett—1
qui divergerait au point ¢ = 1 qui est cette fois-ci inclus dans [1/+/c, R].
REMARQUE L.4. Classiquement, mais plus longuement, on peut aussi parvenir au méme résultat sans

utiliser les résidus, en dérivant sous le signe somme, en décomposant en éléments simples et en intégrant
chacune des fonctions obtenues, comme le montre la suite.

n 2
(1) Soit C' > 0. La fonction définie sur [C, 00] xR 1, qui & (¢, t) associe lar%t) est, comme précédemment,
continue par rapport & t, dérivable par rapport a ¢ avec
0 In (1 + ct?) 2
Y(c, t) € [C, xRy, = =
(et) €00l xRe 5 (1+ ct?)(1 + t2)
En particulier, pour (c,t) € [C,00] x R4, on a
0 In(1+ ct?) t2
< -

<
~dc 1+t2 T (1+C)(A+1¢2)
qui est intégrable sur R ;. On peut donc écrire d’apreés le théoréme de dérivation sous le signe somme :

00 t2
Ve>0, I'(c) :/
o (

Trara® (L.56)
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(2) On cherche a déterminer la valeur de
fe%e] t2
I(c) = — _dt L.57
(c) /0 1 +e)1+e2)" (L.57)

pour ¢ €]0, 1{U]1, +o0[. On décompose en éléments simples dans C

t2 at+pB  At+4

(I4ct2)(1+12)  14ct2 1427

ol o, 3, v et & sont a priori dans C. Les deux zéros des dénominateurs des éléments simples 1 + ct? et
1+t2 sont t = +i/+/c et i, qui sont distincts puisque ¢ # 1. On multiplie par ¢ + ct? et on fait tendre
t vers t = i/+/c, ce qui donne

% —1/c

Al S Vi

Ve 1-1/c

et doncy=0et § =1/(1 —c¢). De méme,onaa=0et 8 =1/(c—1). On a donc

t2 1 1 1
(T4+ct2)(1+12) 1—c\1+ct2 1+t2)°

Chacune des deux intégrales existe et donc,

1 © ©
I(c) = dt— [ ——at).
(c) 1C(A 1+ ct? A 1112 )

Remarquons que pour tout n > 0, on a, en posant u = \/ﬁt

Sdt = ———5 — = — (arctan(4o00) — arctan(0)) = )

On a donc
™ 1

1 n /1 m
0= 155 () “ s T e

(1-ve),

soit
Ve €]0,1[Ul1, +oof,  Z(c) = m (L.58)

(3) Déduisons maintenant de ce qui précéde la valeur de I(c) pour tout ¢ > 0. D’aprés ce qui précéde, on
a, sur |0, 1{U]1, +o0].

o= [ 211 vo™

Déterminons une primitive de - (If\”/z) sur un intervalle inclus dans ]0, 1{U]1, 400[. On pose X = /c et
donc ¢ = X2 et dec = 2XdX et
i
I(c) = | ——————=2XdX
(<) /2XG+A3 ’
7r
- [ T __ax
/ (1+X)

1
—r [ ——dx
7T/(1+X)
=K+ rln(1+ X),
:K+7r1n(1+\/5),

ot K est une constante. Par continuité de I(c) par rapport a ¢, cela est aussi vrai pour ¢ = 0. On a
donc

Ve>0, I(c)=K+7ln(14++c). (L.59)
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(4) Concluons maitenant sur la valeur de J(a,b) sur R+2. Si a > 0, on a donc, d’aprés ce qui précede,
1 1 1
J(a,b) = ~I(ba*) = - (K+7rln (1 + vba2)) = - (K+7T1n (1 + a\/l;))
a a a

A a > 0, faisons tendre b vers zéro. Puisque J est continue, on a donc
K

J(a,O) = ;

J(a,0) = /OOO ) o,

a2 + t2
et donc K = 0. Ainsi, pour tout a > 0 et pour tout b > 0

J(ab) = "m (1+avh).

On a aussi par définition

Enfin, puisque J est continue sur R % et que
lim = In (1 + a\/l;) = lim Ea\/l; = 7T\/l_7,
a—0 a a—0 a
On a donc -
V(a,b) € R42, J(a,b) = Lln (1 + a\/E) : (L.60)
a

ou par convention,

[g In (1 + a\/g)} = 7r\/5,



Annexe M

Transformations conformes

On pourra consulter |Buc92, p. 119-125|, [Rud92, chap. 14|, [Pab95, chap. 11], JAF03, chap. 5] ou
http://fr.wikipedia.org/wiki/Transformation_conforme (avec de jolies images)

ou de fagon plus compléte
|[Kar13] disponible sur http://karczmarczuk.users.greyc.fr/TEACH/InfoGeo/Work/conform.pdf.

Ce bref chapitre s’appuie sur des résultats théoriques et sera surtout l’occasion d’une part de formaliser
les observations faites sur les fonctions holomorphes en remarque ou lors des exercices de TD [L.I1]
et et d’autre part de justifier certaines notions utilisées de fagon pratique (voir section [5.2)).

Nous nous conterons de 1’énoncé de brefs résultats théoriques.

Géneéralisons la conservation de ’angle droit vu dans 'exercice de TD [Tl

DEFINITION M.1. On dit qu'une fonction f de C dans C, définie localement en zy conserve les angles en

zo Sl et seulement si _
_ip f(20+ re’?) — f(z0)

lim e - M.1
e TP & re®) = o) (AM.1)
existe et est indépendante de 6.
f
L )
2o+ re?
e
20 L

FIGURE M.1. Les deux rayons L’ et L” et leurs images par f : ¢ tend vers zéro indépendam-
ment de 6 quand r tend vers zéro.

De facon moins rigoureuse, cela signifie que f envoie deux rayons L’ et L” issus de zp sur deux rayons
dont I'angle (orienté) est égal & 'angle entre les deux rayons L’ et L (voir figure [M.T).
Comme dans ’exercice de TD [LLT1] on a

LEMME M.2. Si f est dérivable en zy et si f'(z0) # 0, alors f conserve les angles en zy. Réciproquement,
si la (R?)-différenticlle de f existe en 2y et est non nulle et si f conserve les angles en zg, alors f est dérivable

en zg et f'(z0) # 0.
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DEMONSTRATION. Seule la condition nécessaire est montrée.
Puisque f est dérivable en zg, on a
f(z0 + 7€) = f(z0) +re” f'(20) + re(r),
d’out
o—if f(z0+ rezj‘g) — f(20) _ i rezj‘gf’(zo) + re(r)
|f(z0 + re®®) — f(z0)] |ret f/(zo) + re(r)|’
rf'(20) + e Pre(r)
IS (zo) + e re(r)]”
_ f'(z0) + e Pe(r)
1 f(20) + e Pe(r)]
Quand r tend vers zéro, f'(z9) +e~?e(r) tend vers f’(z) (puisque le module de la différence est égal & |(r)|)
et donc

lim e~ % f(z0 + 7€) — f(z0) _ f'(20)
r20 [f(z0+re) = f(z0)] £ (20)]
qui est bien indépendante de 6. [l

Si f est dérivable en un point et de dérivée nulle, elle ne conserve pas les angles a priori (voir exercice de
TD [3).

Un certains nombres de fonctions simples envoient des ensembles simples du plan sur eux méme. Voir
[Rud92, chap. 14].

Les deux théoréme fondamentaux (admis sans preuves, données dans [Buc92, p. 119-125] et |[Rud92, chap.
14]) sont les suivants :

THEOREME M.3. Soit U un ouvert de C et f une fonction holomorphe et injective sur U. On a alors, pour
tout z € U, f'(z) # 0 et f est une bijection de U sur V = f(U). De plus, f conserve les angles. On dit que f
est une transformation conforme.

Notons que la seule difficulté de ce théoréme est de montrer que pour tout z € U, f/(z) # 0 (ce qui provient
du principe du zéro isolé (voir [Buc92] ou [Sko91]).
Une conséquence simple du théoréme est le corollaire suivant

COROLLAIRE M.4. Soit f = P +iQ une fonction holomorphe et injective sur un ouvert U de C. Alors les
courbes d’équation P(x,y) = a =constante et Q(x,y) = B =constante sont localement perpendiculaires.

Cette propriété sera trés utile pour la section 211

DEMONSTRATION.
Les droites d’équations x = « et y = [ sont perpendiculaires et sont envoyées par f sur les courbes
d’équations P(z,y) = a et Q(z,y) = 8 (voir figure [M.2)), qui sont donc elle-méme perpendiculaires. O

THEOREME M.5. Tout ouvert simplement conneweﬁ de plan (autre que le point lui-méme) est l'image par
une bijection holomporphe du disque unité vers U.

DEMONSTRATION. Voir références de la preuve |[AF03, Théoréme 5.5.4 p. 344]. O

1. Pour la définition de connexité, voir la note de bas de page[8l page[IIl Un ensemble simplement connexe est de plus « sans
trou » ni « poignée ». On formalise cela en disant que tout lacet tracé dans un espace simplement connexe doit pouvoir étre réduit
contintiment (c’est-a-dire par homotopie) & un point. Voir http://fr.wikipedia.org/wiki/Connexité_simple.
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Pz,y) =«

Qz,y) =p

FIGURE M.2. Les droites d’équations X = a et Y = 3 et leurs images par f.



Annexe N
Topographie et courbes de niveau

N.1. Un exercice de rappel
Donnons un petit exercice de rappel, sur les courbes de niveau et le gradient.
Enoncé

On donne sur la figure suivante quelques lignes de niveau issues d’une carte topographique.

On supposera que A est le plus haut point (altitude 1235 m.) et que le terrain «descent vers la droite» de
la carte. De plus, entre deux lignes de niveau différentes (une pleine et une pointillée), on supposera qu’il y a
une différence d’altitude §; = 5 m et qu’entre deux lignes de niveau du méme type (pleine ou pointillée), il y
a une différence d’altitude d, = 10 m. L’échelle est de 1 cm. sur la carte pour 10 m. sur le terrain.

Nous considérons que ces lignes de niveau représentent les isovaleurs de la fonction ¢ : R? — R qui a
chaque point (x,y) du plan associe z = g(z,y), la hauteur en ce point.

(1) Tracer en B, C, ..., G la direction et le sens du gradient de g.

(2) Comment peut on définir le gradient approché en ces points (on utilisera les deux réseaux d’équipo-
tentielles définis par do puis 1) 7

(3) En déduire que la pente (approchée) est la plus forte 1a ot les lignes de niveau se resserrent.

(4) (a) En utilisant les questions précédentes, Tracer en B, C, ..., G le gradient approché de g. (on utilisera
les deux réseaux d’équipotentielles définis par d2 puis 7).

(b) Le résultat annoncé en question Blest il vérifié ?
(¢) Que remarquez vous au point G ?

(5) Que se passe-t-il si on donne des lignes de niveau séparées par des différences d’altitude de plus en plus
faibles 7 Est-ce raisonnable ?

(6) Peut on calculer le gradient en A? Que pensez vous de sa valeur ?

(7) Que se passe-t-il sur le gradient approché si le terrain est «presque platy» ? Que se passe-t-il sur le
gradient approché si le terrain rigoureusement plat ?

(8) Que se passe-t-il pour les gradients précédemment calculés si on suppose que le point D est le point le
plus bas de la carte ?

(9) Essayez d’imaginez les allures des cartes représentant le sommet du ballon d’Alsace et du pic du midi.
Quelle serait I'allure de la carte pour un sommet se trouvant dans une situation intermédiaire entre
celle d’'un sommet de type ballon et celle d’'un sommet de type pic ?
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Corrigé

Exercice issu de [BC04|, non corrigé.

N.2. Liens entre potentiels, équipotentielles, altitude et lignes de plus grande pente

On considére S, la surface d’équation z = ¢(x,y) ou ¢ est le potentiel scalaire, que l'on peut tracer
dans 'espace. z peut étre considérée comme l'altitude. Ainsi, dans le plan, les équipotentielles, d’équations
¢(x,y) =Constante, correspondent aux courbes définies comme l'intersection de S et des plans d’équation
z =Constante, qui sont donc les courbes d’altitudes constantes. De plus, en tout point de cette surface, les
projections sur un plan horizontal fixé des lignes de plus grandes pentes, correspondent aux lignes de courant !
Ainsi, si on fait partir une goutte d’eau d’un point quelconque de la surface S, la projection de son trajet sur
un plan horizontal fixé est une ligne de courant.

Pour montrer que les projections sur un plan horizontal fixé des lignes de plus grandes pentes correspondent
aux lignes de courant. Il suffit de remarquer que si M'(2' = z + dx,y’ = y + dy, z’) est un point proche de
M(z,y, z), tous les deux appartenant a la surface S, on a

Z/ — 2z = d)(x/,y/) - ¢($,y>,

09 09
~ G:deJr 3y

~ Vo(r,y) <Zz> :

Pour que la différence d’altitude 2z’ — z soit la plus grande possible (autrement dit, que le point M’ soit le plus

dy,

d
bas possible), il suffit que Vo(z,y) et ( dx) soit perpendiculaires entre eux. Le premier vecteur, porté par le
Y

gradient, est perpendiculaire aux équipotentielles. Ainsi, le résultat est prouvé.

Par exemmple, si on dessine dans 'espace le potentiel utilisé dans celui de la figure défini par
(E350f), on obtient I'image de la figure [N.I page suivante}

Par exemmple, si on dessine dans I’espace le potentiel utilisé dans celui de la figure défini par

(E500), on obtient I'image de la figure [N.2 page 289
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FIGURE N.1. Le potentiel ¢ dans 'espace, associé au potentiel défini par (G.501).
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Annexe O

Rappels sur une poutre droite en flexion

Dans cette annexe, on rappelle quelques résultats de RDM relatifs & une poutre droite en flexion. Ces
résultats sont classiques et peuvent étre trouvés par exemple dans
|Basl1d| disponible sur http://cel.archives-ouvertes.fr/docs/00/55/55/15/PDF/coursMQ41_A04.pdf
notamment dans le chapitre 1 (propositions 1.9 et 1.12 p. 17 ou 1.15 p.18) ou dans 'annexe C, section C.2, p.
159.

Nous supposons donc connues les notions de bases de RDM (effort normal, moment fléchissant, fléche ...)
pour lesquels on renvoie a |[Baslld|.

0.1. Equation d’équilibre local

Pour simplifier, on suppose que la poutre est droite et n’est soumise a
& une densité linéaire verticale p. (0.1)
On supposera donc que la poutre est soumise a
une densité linéaire horizontale ¢ nulle, (0.2a)
une densité linéaire de couple m nulle. (0.2Db)

On supposera que la fonction p est continue.

Ces hypothéses simplifiée permettent de faire des calculs plus simples mais peuvent tout a fait étre étendues
a des situations plus complétes.

Sous ces hypothéses, la proposition 1.9 p. 17 de [Baslld| s’écrit

ProposiTION O.1. Nous avons les deux équations d’équilibre local suivantes :
dT(x)

—— +p(x) =0, (0.3a)
—dﬂﬁz) +T(x) = 0. (0.3b)

REMARQUE O.2. En toute rigueur, les équations (O.3]) ne sont valables qu’aux endroits ot aucune force
ni couple ponctuel ne sont appliquées. Selon 'hypothése de Saint-Venant, c’est loin des points d’application
des ces forces et couples ponctuels qu’on peut utiliser les relations (O.3). En pratique, on pourra les utiliser
entre ces points d’application. Mais la proposition proposition 1.12 p. 17 de [Baslld] fournit un résultat de
discontinuité aux points d’applications de forces ponctuelles :

PROPOSITION O.3. On suppose que la portion de poutre comprise entre les abscisses curvilignes x1 et o
n’est soumise qu’a une force ponctuelle = Toj au point d’abscisse xg avec x1 < To < Ty ainst qu’ad une
densité linéaire verticale p. Alors,

T(SCO + 0) — T(SCO — 0) = —Ty, (043)
M(xo +0) — M(zo — 0) = 0. (0.4b)
La preuve de cette proposition (faite en annexe C, section C.2; p. 159, de |Baslld|) peut se faire de

fagon mécanique élémentaire ou alors en utilisant la « fonction » Dirac qui permet de dériver formellement une
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fonction discontinue. Nous reviendrons la-dessus au cours de la section Cette propriété est vraie en fait a
tous les endroits de la poutre ot est appliquée une force ponctuelle verticale. On peut donc écrire les résultats
des propositions [O.1] et [0.3 sous la forme condensée suivante :

PROPOSITION O.4. Nous avons les deux équations d’équilibre local suivantes :

dT (x)

7 + p(x) =0, en tout point x sans force verticale ponctuelle, (0.5a)

T

dM

# +T(z) =0, en tout point x, (O.5b)
x

auzquelles on rajoute

T(x+0)—T(x—0)=—Tp, en tout point x ou est appliquée une force verticale ponctuelle Toj. (0.5¢)

Avec ces équations, on constate donc que

M est continue en tout point, (0.6a)
T est continue en tout point sauf aux points d’application de forces verticales ponctuelle, (0.6Db)
M est dérivable en tout point sauf aux points d’application de forces verticales ponctuelle. (0.6¢)

L’application des équations ([O.5al) et (O.5h]) ne peut se faire proche des endroits ot s’appliquent des forces
verticales ponctuelles pour des raisons mécaniques (voir remarque [0.2)), mais les fonctions donnant les efforts
et la déformée de la poutre sont définies partout et le mécanicien voudrait bien écrire les équations (O.5) et
(O.6) partout, par soucis d’uniformité et de généralité.

Dans Pexemple 1.16 p. 19 de [Baslld|, on montre comment calculer M et T en intégrant les équations
(O5al) et ([O5D) séparément. On aimerait pouvoir le faire globalement, ce qui va étre possible grace a 'usage
des distributions!

0.2. Equations donnant la déformée

Les équations (1.58), (1.59) et (1.60) de |Baslld] donnent I'équation différentielle donnant la déformée v
de la poutre, en négligeant les effets dus aux efforts tranchants et qui donnent, compte tenu de (O.6)) :

d? M

dl;(f) () = E(}E>, en tout point z, (0.7a)
a3 T
%(m) = —#, en tout point x | (0.7b)
d4

dvx(f) (x) = pE(i), en tout point x sans force verticale ponctuelle. (0.7¢)

L’inconvénient de ces équations est manifeste : il nous faut traiter séparément les différentes partions de poutres,
comme dans exemple 1.16 p. 19 de [Baslld], pour intégrer ces équations et trouver la déformée v de la poutre.

0.3. Poutre encastrée libre

On suppose maintenant que la poutre de longueur L est encastrée a gauche et libre & droite, qu’elle est
soumise & une & une densité linéaire verticale p et & des forces ponctuelles verticales Fj, = F;J aux points
d’abscisses x,.
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Les équations précédentes deviennent donc

d? M
dz;(;:) (x) = E(f)’ en tout point z, (0.8a)
d3 T
%(z) = f%, en tout point x , (0.8Db)
d4
dl;(f) () = %, en tout point = # xy, (0.8¢c)
auquelles on rajoute les conditions aux limites : ’encastrement a gauche implique
v(0) =0, (0.9a)
v'(0) =0, (0.9b)

tandis que la nullité des efforts appliqués a droite donnent

v (L) =0, (0.9¢)
v®(L) =0. (0.94)
Constatons que compte tenu de (O.8)), si la densité p est continue et si les forces verticales appliquées sont
nulles :
v est de classe C* sur [0, T, (0.10a)
T est de classe C® sur [0, 7], (0.10b)
M est de classe C? sur [0, 7). (0.10¢)
Si les forces verticales ponctuelles sont non nulles et que p est continue, on a alors une perte de régularité aux
points xg
v est de classe C* par morceaux sur [0, T], mais pas C? aux xj, (0.11a)
T est de classe C® par morceaux sur [0, T], mais pas C' aux zy (0.11b)
M est de classe C* par morceaux sur [0, 7], mais pas C? aux xy, (0.11¢)
mais que néanmoins
v est de classe C? sur [0, T, (0.12a)
T est de classe C* sur [0, 7], (0.12b)
M est de classe C° sur [0, 7). (0.12¢)
REMARQUE O.5. Si la fonction p est discontinue (par exemple en escalier), alors il faudra remplacer (O.5al)
par
dT(x) . . N .
In + p(x) =0, en tout point = sans force verticale ponctuelle et ou p est continue, (0.13)
et (O7d) par
détiz;)r(f) (x) = %, en tout point = sans force verticale ponctuelle et ou p est continue. (0.14)

On aura alors encore une perte de régularité par rapport a ([O.11) et (O.I2) aux points de discontinuité de p.

0.4. Retour sur les équations au sens des distributions

Voir section



Annexe P

Rappels sur les différents modes de convergence de fonctions

On pourra consulter, pour plus de détail, [RDO87, chapitre 2].
On se donne un intervalle I quelconque de R, (f,),, une suite d’applications de I dans R et f une application
de I dans R. Pour les définitions et [P3] on peut considérer des fonctions.

DEFINITION P.1. On dit que la suite d’applications (f,), tend simplement vers f si et seulement si, pour
tout x € I, f,(x) tend vers f(x) quand n tend vers I'infini.

DEFINITION P.2. On dit que la suite de fonctions (f,, ), tend presque partout vers f et on note f,,(z) — f(z)
p.p. sur I si et seulement si 'ensemble des points ou f,(x) tend vers f(z) quand n tend vers l'infini a un

complémentaire négligeable (voir définition [Q.2 page suivante]).

DEFINITION P.3. On dit que la suite de fonctions (f,,), tend vers la fonction f dans L(Q) si et seulement
si [o|f(x) — fn(2)|dz (au sens de Lebesgue, voir annexe [R]) tend vers zéro quand n tend vers Pinfini.

Notons que [, |f(x) — fn(z)|dz — 0 implique [, fn(x)dz tend [, f(2)dz quand n tend vers I'infini.

DEFINITION P.4. On dit que la suite d’applications (f,), tend uniformément vers 'application f de I
dans R si et seulement si, max,es |fn(z) — f(z)] tend vers zéro quand n tend vers linfini.

Notons que la convergence uniforme entraine (si 2 est borné), la convergence dans L*(£2). La convergence
uniforme entraine convergence simple. La convergence presque partout adjointe a la convergence dominée (voir
théoréme [Q.3 page suivante) entraine la convergence dans L'().

THEOREME P.5. On suppose que les fonctions f, sont de classe C* et que la suite des fonctions (f}),
converge uniformément vers une application g (qui est nécessairement continue). S’il existe to € I tel que la
suite (fn(to)), admette une limite I, alors la suite (f,), converge simplement vers Uapplication f définie par

fit)y=1+ ftto g(u)du.

293



Annexe Q

Rappels sur l'intégration

Pour toute la suite, on suppose que 2 est un ouvert de R et que toutes les fonctions sont définies de €2
vers R. Les notions présentées dans cette annexe peuvent étre étendues au cas ou 2 est un ouvert de R™ et/ou
au cas les fonctions sont définies de 2 vers RP.

Q.1. Intégration de Riemann

En cours de rédaction pour l’année 2019-2020

Q.2. Intégration de Lebesgue

En cours de rédaction pour lannée 2019-2020

La notion d’intégrale que vous avez probablement d’abord apprise est celle de Riemann. On renvoie par
exemple & [RDOTY]. La notion d’intégrale de Lebesgue est plus richeﬁ puisqu’elle exige moins de régularité sur
les fonctions & intégrer. On consultera les références données au début de cette annexe pour plus de détails.

Rappelons seulement qu’une fonction f est intégrable, au sens de Lebesgue, si et seulement si elle est
mesurablel] et si | f| est intégrable (soit [, |f(z)|dz < +o0).

DEFINITION Q.1. On appelle L!(Q) 'ensemble des fonctions intégrables sur €.

DEFINITION Q.2. Une propriété P(t) est dite avoir lieu presque partout sur € si ’ensemble des éléments
de Q ou elle est vraie a un complémentaire « négligeable », c’est-a-dire, de mesure nulle (voir la section 4 de
[Mal82]). On notera

P(t), p.p.sur Q.

En particulier, deux fonctions seront dites presque partout égales. On peut donc modifier la valeur d’une
fonction sur un ensemble négligeable de points, par exemple sur un ensemble au plus dénombrable de points.
Rappelons le résultat essentiel de 'intégrale de Lebesgue :

THEOREME Q.3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (voir Théoréme IV.2 de [Bre83])). Soit
(fu)n une suite de fonctions de L'(Q2). On suppose que

(1) fulz) = f(2) p-p.,
(2) il existe une fonction g € L'(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p. sur of.
Alors f € LY(Q) et [, |fn(z) — f(2)|dz — 0, ce qui implique que [ frn(x)de — [, f(z)dz.

. . " . . . oo .
1. Sauf pour certaines intégrales impropres de Riemann convergentes, mais non absolument convergentes, comme fo sinz/xdr

qui n’est pas Lebesgue intégrable!
2. C’est-a-dire, « assez réguliére » ; par exemple la limite d’une suite de fonctions en escalier est mesurable; une fonction

continue, sauf en sur un ensemble au plus dénombrable est mesurable.
3. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions fr.
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Annexe R

Rappels les espaces de fonctions

On consultera par exemple [BBL12, annexe A]. [Bre83, chap. IV et VII]|, [RT92, sections 1.1, 1.2, 1.3, 1.4
et 1.6] [GWO03, lecons 13 a 15] ou [Bal91, chapitre 6].

Pour toute la suite, on suppose que §2 est un ouvert de R et que toutes les fonctions sont définies de €2
vers R. Les notions présentées dans cette annexe peuvent étre étendues au cas ou 2 est un ouvert de R™ et/ou
au cas les fonctions sont définies de €2 vers RP.

R.1. Espaces de fonctions
On généralise la définition :

DEFINITION R.1. Soit p € R avec 1 < p < +00; on pose

LP(Q) = {f : @ = R; f mesurable et [f|” € L'(Q)}.

Il = | [ 15 as] "

On note

qui définit une norme.
DEFINITION R.2. On pose
L>®(Q) ={f : Q = R; f mesurable et il existe une constante C' telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}.

On note
[ fllpee = nf{C; |f(z)| < C p.p. sur Q}.

qui définit une norme.

On utilisera trés souvent le cas p = 2.
On considére aussi la définition suivante (utile quand 2 = R seulement) :

DEFINITION R.3. On dit que f appartient & L] () si et seulement si pour tout ouvert borné w de , f|,,
appartient & L!(w).

R.2. Espaces de Sobolev
Une fonction de L%(§) peut étre considérée comme une distribution. On a donc la définition suivante :
DEFINITION R.4. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur §2 ’espace
HY Q) ={veL*Q),v e L*(Q)}. (R.1)
Notons aussi que 'on a
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THEOREME R.5 (Théoréme VIIL.2 de [Bre83|). Soit Q un intervalle ouvert de R. Pour toute fonction
u € HY(), il existe it € C°(Q) telle que

u=1u, p.p. sur(Q, (R.2a)
y

Ve,y € Q,  a(y) —a(z) = / u'(s)ds (R.2b)

On parle alors de représentant continu : on note alors u & la place de u et les égalités p.p. deviennent
vraies partout. On en déduit donc que

H'(Q) cC’(Q). (R.3)
On définit de méme H™ () Pespace des fonctions dont toutes les dérivées jusqu’a lordre m sont dans
L?(Q).
Grace au théoréme [R.5, on peut donc aussi donner la définitions suivante :
DEFINITION R.6. Dans le cas ou Q =Ja, b[, avec —0o < a < b < 400, on note
Hy(Q) = {ve H(Q), v(a) =v(b) =0.}. (R.4)
Rappelons que si E est un espace vectoriel normé notée ||.|| et muni d’un produit scalaire noté (.,.) (voir
par exmple |[BBL12, annexe A]), on a
THEOREME R.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout (u,v) € E?, on a

[(w, v)| < [Jull[lv]l- (R.5)



Annexe S

Formulation variationnelle abstraite

Donnons dans cette annexe, quelques résultats théoriques utilisés, entre autres, dans la section On
pourra consulter pour plus de détails [RT'92, section 2.2 ou 3.1].
Toutes les formulations variationnelles de la section rentrent en fait dans le cadre du théoréme suivant

LEMME S.1 (Lemme de Lax-Milgram). Soit V un espace de Hilbertfl muni de la norme . On se donne :
— une forme bilinéaire (u,v) — a(u,v) continue sur V. x V, c’est-a-dire il existe une constante M telle
que

Vu,v €V, |a(u,v)] < M |ul |v] . (S.2)
On suppose de plus que a est-V elliptique (ou coercive) : il existe une constante « telle que
VueV, la(u,u)| > olul’ (S.3)
— Une forme linéaire v — L(v) continue sur V', c’est-a-dire il existe une constante m telle que

YoeV, |L)| <mlv]. (S.4)

1l existe une unique solution u du probléme variationnel général suivant : trouver u € V tel que
YoeV, a(u,v)= L(v). (S.5)

Enfin, la solution de (S.35) est continue par rapport & la donnée L, c’est-a-dire,

Uapplication L — u est continue de V' dans V. (S.6)

DEMONSTRATION. Voir [RT92, Théoréme 2.2.1, p. 37| ou [Bre83, Corollaire V.8|. O

Il est intéressant de constater que ce probléme revient aussi & minimiser une fonctionnelle, qui, dans le
cadre mécanique, n’est rien d’autre que ’énergie totale du systéme! En effet, une autre vision du lemme
est la suivante :

LEMME S.2 (Minimisation d’énergie). Sous les hypothéses du lemmelSl et si on suppose de plus que a est
symétrique, 'unique solution u de (SH) est aussi l'unique solution de

D(u) = min D (v), (S.7)
ou
1
YoeV, @)= §a(v,v) — L(v). (S.8)
DEMONSTRATION. Voir [Bre83, Corollaire V.8§|. O

1. C’est-a-dire un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qui est complet. La complétude signifie que toute suite de
Cauchy, c’est-a-dire, vérifiant

Ve >0, INEN, Vn,p>N, |un—up| <e, (S.1)

admet une limite.
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Notons aussi qu’une approximation peut étre obtenue de facon suivante : on se donne un sous-espace
de dimension finie V;, de V, dépendant d'un paramétre h tendant vers zéro. La dimension de cet espace Vp,,
approximation de ’espace V', de dimension infinie, tend vers 'infini quand A tend vers zéro.

Au probléme (S.3), on associe le probléme approché suivant : trouver v, € V}, solution de

Yy, € Vh, a(uh, ’Uh) = L(Uh), (89)

qui admet une unique solution, comme cas particulier du probléme (S.H). En fait (voir preuve de |RT92,
Théoréme 3.1.1, p. 59]), ce probléme est équivalent & un systéme linéaire dont la matrice est symétrique définie
positive. Dans le cas ot a est bilinéaire, on peut munir V' du produit scalaire

VueV, (u,v),=alu,v), (S.10)
qui définit aussi une structure Hilbertienne. De (S3) et (89), on déduit que
Yo € Vi,  a(u,vp) —alup,vp) =0

soit encore
Vo, € Vi, (u—up,vp), = 0. (S.11)

Ainsi, u—wuy, est perpendiculaire a tout élément de V}, et donc uj, apparait donc comme la projection orthogonale
(pour le produit scalaire (.,.),) de u sur uy. Qaund h tend vers 0, cette projection tend vers u et donc wy, tend

bien vers u. Voir la figure

Donnons un petit lemme qui sera utilisé en TD :

LEMME S.3. On se place sous les hypothéses du lemme [S ] et on suppose que l'on se donne une suite
d’applications linéaires continues (L,) vérifiant donc

VneN, 3Im, >0, YveV, |L,(v)] <myu]|v|. (S5.12)

On suppose que cette suite vérifie : il existe L une application linéaire continue et une suite de réel positifs
(bn)n tendant vers zéro telle que

VneN, 3Tm, >0, YveV, |L,(v)— L) <b,luv]. (S.13)
On définit la suite des solutions (uy,), des problémes : trouver u, € V tel que
Yo eV, a(up,v) = Ly(v). (S.14)
Alors la suite (up)n converge vers un élément u de V vérifiant (S.5).

DEMONSTRATION. On peut successivement écrire : pour tout couple d’entiers (n, p)

IN

2
Hun*upH —|a(un7up,un—up)|,
[(a(tn, un — up) — alup, un — up)||,

| L (un, — up) - Lp(un - Up)| )

n(tn = up) = L(un — up)| + [L(un — up) = Lp(un — up)|)

IN

(bn Hun - up” + by Hun - up”) )

I I
S e N L R =
=

(max(by, by) [|un — up)l) ,
et donc

1
llwn — Up” < o maX(bp, bn).
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Comme la suite (by,), tend vers zéro, on sait que pour tout ¢, il existe N tel que Vn,p > N, max(by, b,) < ¢,
ce qui implique que la suite (uy), vérifie le critére de Cauchy (S.1)) et donc qu’elle converge vers u € V.
Soit v € V D’apres ’aspect continue de a, on a

ngrilooa(un, v) = a(u,v). (S.15)
D’autre part, d’aprés (S.13),
ll}r_‘r_l L,(v) = L(v). (S.16)

D’apres (815) et (SI6]), on peut donc passer a la limite n — +oo dans (S14)), a v fixé, ce qui montre que u
est solution de (S.5). O



Annexe T

Rappel sur les hyperplans

ProrosITION T.1. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On a I’équivalence entre
les trois assertions suivantes :

i) Il existe une droite vectorielle D telle que F & D = E.
ii) F est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

11) En dimension finie, dim(F) = dim(FE) — 1.

DEMONSTRATION. On pourra retrouver cette preuve dans [RDO93, p. 304-305].
— Montrons que i) implique ii).
Supposons qu’il existe donc z € E'\ {0} tel que

FeoRz=F.
Soit p, un réel non nul. On définit 'unique forme linéaire ¢ sur E telle que
¢|F = 05

¢ est non nulle car ¢(z) = p # 0.
Montrons que F' = ker ¢. il est clair que par définition, si y est dans F', ¢(y) est nul. Réciproquement,
soit y tel que ¢(y) = 0. On sait par hypothése qu’il existe (un unique) couple (z,A) € F' x R tel que

Yy =z+ \z.
On a donc
0=0(y) = ¢(2) + Ap(x) = 0+ A = Ap,

puisque ¢ est nulle sur /. On a donc, A =0 et donc y € F.
— Montrons que ii) implique i). Soit donc ¢ une forme linéaire non nulle telle que F = ker ¢. Puisque ¢
est non nulle, il existe z € E tel que ¢(x) # 0.

REMARQUE T.2. Cette preuve est en fait vraie pour tout = € E \ ker ¢.

Montrons que
FeoRz=F,
c’est-a-dire que

Vye E, 3(z,\)eF xR, y=z+ .

— Unicité (ou analyse).
Si ’équation est vérifiée, on a alors, puisque z € F = ker ¢,

o(y) = 0(2) + Ao(x) = Ao(x),
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et donc nécessairement, puisque ¢(x) # 0,

P(y)

o)

— Existence (ou synthése)
Considérons, pour y donné, A\ et z définis par les deux équations ci-dessus, qui ont un sens car

¢(x) #0. On a bien z + Az =y et

et donc z € F' = ker ¢.

— L’équivalence entre iii) et (i) et (ii)) est laissée au lecteur.
(I

REMARQUE T.3. Il existe aussi une caractérisation par la codimension, égale & 1, non évoquée ici, puis-
qu’hors programme. Voir [RDO93, p. 304-305].

On adopte alors la définition suivante :

DEFINITION T.4. Soit E un espace vectoriel sur R et F' un sous-espace vectoriel de E. Si F verifie 'une

des trois conditions de la proposition ci-dessus, on ’appelle un hyperplan.



Annexe U

Intégration de distributions

Cette annexe est issue de [Lam08, Section 6.4.1 : Primitive d’une distribution].
Pour toute la suite,  =]a, b[ est un intervalle ouvert de R, ot

— o0 <a<b< +oo. (U.1)

Pour toute fonction ¢ de D (£2), puisque ¢ est a support compact, il existe un intervalle [A, B] Cla, b] tel
que
¢ est nulle sur Ja, A] et sur [B,b], (U.2)

et les intégrales suivantes existent

b T
/ #(t)dt et, pour tout x € Q, / o(t)dt. (U.3)

DEFINITION U.1. On dit que S € D’ (Q) est une primitive de T € D’ (Q) si et seulement si S’ = T dans
D' (Q).

ExeEmMpPLE U.2. Si I = R, une primitive de la distribution § est H, la fonction de Heaviside, puisque
H’ = §. Nous montrerons plus loin que toutes les primitives différent & une constante additive prés.

EXEMPLE U.3. SiI = R, une primitive de la distribution-fonction signe est la fonction |.|. Nous montrerons
plus loin que toutes les primitives différent & une constante additive prés.

EXEMPLE Ud4. Si f e L (), une primitive de la distribution-fonction f est donnée par g ou, pour tout
o € R et pour tout ¢ € I,

g(t) = | [flz)dw.

Nous montrerons plus loin que toutes les primitives dig;[?érent A une constante additive preés.
On pourrait, de fagon générale, penser a la définition suivante : si T € D’ (), on pose
Yo e D(Q), (S,¢) =—(T,¢), ot ¢ est une primitive de ¢, (U.4)
de telle sorte que S’ = T puisque
(8, ¢) = =(S,¢') = —(5,¢) = (T, ¥). (U.5)

Le probléme est qu’une primitive ¥ de ¢ est bien de classe C°° mais son support n’est pas nécessairement
borné. En effet, d’apres (IL2), il existe C' € R tel que

Va €la, 4], (x) = C. (U.6)
On écrit ensuite
B B
B)=v¢(A "t)dt =C d
w(B) =)+ [ woa=c+ [ o,
et donc

6(B) = C + /A o(t)d,
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et donc, de nouveau d’apres ((.2)),
B
Vo € [B,b], w(x) = C+/ S(t)dt, (U.7)
A

Quel que soit la valeur de C, si f 4 @(t)dt # 0, ce qui est possible, il n’est pas possible, d’apres ([L6) et (1),
que ¢ simultanément nulle sur |a, A[ et [B, b[. Donc, le support de 1) n’est pas borné.
On a tout d’abord

THEOREME U.5.
Soit T € D' (). Alors

(1) T admet une primitive Sy dans D' (Q) ;
(2) T admet une infinité de primitives et deux primitives quelconques U et V de T wvérifient U —V = ¢,

ol ¢ est une constante.
La preuve se fait en plusieurs étapes.
(1)

LeMmME U.6.
On définit l’ensemble H par

H={¢eD(Q), WeD®), ¢ =¢}. (U.8)

Alors H est un sous-espace vectoriel de D () caractérisé par

bEH s pcD) e /bqb(t)dt(). (U.9)

DEMONSTRATION.
Démontrons tout d’abord I’équivalence de (U8) et de ((I9). Si ¢ € H donné par (S) on a

b b
/ o(t)dt = / ()t = b (b) — (a) = 0,

et donc (L) est vérifie. Réciproquement, si [(I.9) est vérifié, on considére la fonction ¢ définie par

VEeQ, b(t) /qs

qui est bien définie, clairement de classe C*°. On a bien ¢’ = ¢. Enfin, ¢ appartient & D () ; effet, le
support de 9 est borné comme le montre ((L6) et (L), on par construction C' = 0 et donc v est nulle
sur |a, A[ et 9 est constante sur |B, b, cette constante valant, par construction :

[ oo [ s

Enfin, Papplication F' qui a ¢ de D () associe F(¢) défini par

b
¢) = / ?, (U.10)

est une forme linéaire, dont le noyau H est bien un sous-espace vectoriel de D (Q). O

Rappelons aussi que, grace a 'exemple on peut définir une fonction ¢g € D () telle

/b po(t)dt = 1. (U.11)

que
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LemMmE U.7.
Pour tout ¢ € D (), il existe un unique (Ap,uy) € R x H tel que
¢ = Apdo + g, (U.12)
ce qui revient G écrire que
D(Q) = Rey @ H. (U.13)

DEMONSTRATION.

Deux méthodes sont possibles pour démontrer ce lemme. La premiére se fait a4 la main, la seconde
est une simple réutilisation de la généralisation de ce lemme en utilisant ’annexe

(a) On raisonne de facon classique en montrant l'unicité puis l'existence du couple (Mg, uy) € R x H
vérifiant (U12).

Supposons donc tout d’abord qu’il existe un couple (Mg, uy) € R x H vérifiant ((I12). On a donc,

par intégration
b b b
[o=x [ o0t [ ue
a a a

et puisque u¢ appartient & H on a f; ug = 0. D’aprés (UII), on a donc nécessairement

b
r=[ (U.14)
puis
Ug = ¢ — Apo. (U.15)
Le couple (Ag, uy) € R x H est donc unique.
Réciproquement, soit ¢ € D (). Définissons le couple (A, uy) € R x H par (IL14) et (UI5). Par

définition, ((UI2)) est vérifié. Il ne reste plus qu’a montrer que uy est dans H. Il est clair que uy est
de classe C*°. Enfin, u, est dans H puisque d’apres ((L11]), on a

[o=[o-x [ o= [ 02 [ n=[ 62

qui est nul par définition.

(b) On considére I'espace vectoriel E = D (). D’aprés la fin de la preuve du lemme [(L6] I’application
F de F dans R, définie par ((LI0), est une forme linéaire dont le noyau est H. F est non nulle
d’apreés (UI1). Ainsi, le résultat ((UI3) est une simple application de I'annexe [T] dont la preuve
fournit I'expression de A donnée par (U.14).

O
(2) On donne enfin la définition suivante :
DEFINITION U.8. Pour toute fonction ¢ € D (), on définit ¢, par
Ve e Q, ¢y(z)= /r ug(t)dt, (U.16)

ol ug est donnée par le lemme [U.7l Puisque ug est dans H, on a

/ab ug(t) = 0.

On a dong, cette fois-ci, contrairement & ce qui se passait dans 'essai de définition (4],

g est nulle sur |a, A] U [B, b[.
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et donc dans la définition [.8]
Vg €D (Q) et ¥y = uy. (U.17)

(3) On est donc en mesure, maintenant de démontrer le théoréme [

PREUVE DU THEOREME [0 (a) Soit 7" € D’ (2). On définit Sy par

Vo €D(Q), (So,d) =—(T,9), (U.18)
ou g € D () est donnée par la définition (.8 Puisque 1y € D (), le nombre (T',1)4) existe
bien. Par linéarité de ¢ — )y, il est clair que ¢ — —(T, 1) est linéaire. On admet la condi-
tion de continuité Voir preuve par exemple |[Lam08, Section 6.4.1 : Primitive d’une
distribution].

Il reste a vérifier que, dans D’ (), Sj = T ce qui est vrai car, pour tout fonction ¢ € D (Q2), on a
<S(/)7 ¢> = 7<S07 ¢/>7

et donc par définition

D’aprés la définition (ZI6)), on a, pour tout z :

V@) = [ uwo
_ / (¢/() — Aoy do(t)) dt

~ o) - | " po(t)it / oy

- / " go(t)dt (B(0) — 9(a)

et donc, d’apres ((Z19)
<S(/)7 ¢> = <T7 ¢>7
et donc Sy est une primitive de T'.

(b) Soit S une autre primitive de T et ¢ € D (2). On a successivement

(S,0) = (S, Asdo + ug),

= As(S, do) + (S, ug),
= Ag(S; ¢o) + <S 1/’¢>
= Ag(S, d0) — (5", ¥g),
= Ao (S, ¢0) — (T, ¢g),
= Ap(S, d0) — (S0, V),

D’ou

<S - SO)¢> = )‘¢<S’ ¢0>a
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ou la constante c est définie par
c= (S, o).
Bref, on a
(S = So,¢) = (c,9).
et donc
S —5Sy=c, dans D' ().

O

REMARQUE U.9. Sion change de fonction ¢g, le lecteur vérifiera que Sy est modifiée & une constante
additive prés, ce qui est conforme au deuxiéme point du théoréme

ExeEMPLE U.10. Si Q = R, grace au théoréme [LH et notamment la définition (UI8]), de Sy, on peut
retrouver I'exemple ((I.2)). En effet, si ¢ € D(Q), on a

<S(), ¢> = _<5a wqﬁ) )

-/ OOO us(t)dt,

+oo
— [ uettyat
0
+oo +oo
- / G(t)dt — Ay / do(t)dt,
0 0

_ /0 o o(t)dt — / o o(t)dt /0 o do(t)dt,

et puisque ug € H :

— 00

et en notant la constante indépendante de ¢ :

+oo
c= /0 ¢0(t)dta

on a donc
+oo +oo
Soo) = [ ottt —c [ oltyar
0 —00
—+o0 —+o0
— [ Hwewi-c [ o
= <H — G, ¢>a
et donc les primitives de § sont
SO =H —c.

Grace au corollaire suivant, on peut retrouver les exemples [.3] et [T.4] .

COROLLAIRE U.11. Si f € L} (), les primitives de la distribution-fonction f sont les primitives de la

loc
fonction f.

DEMONSTRATION. En effet, on sait qu’une primitive F' de f est donnée par

Pla) = / " f(tyar.
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On a F’' = f au sens des fonctions et des distributions. Les autres primitives différent de celle-1a & une constante

pres.
O

COROLLAIRE U.12. Si T une distribution de D' () dont la dérivée est nulle, alors T est une fonction

constante.

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le théoréme [[(ILHl et le corollaire [(T111 O



Annexe V

Quelques calculs explicites de sommes de Séries

Cette anneze est totalement hors programme. La section [ est une application directe de la théorie des
fonctions holomorphes et pourra étre lue, indépendamment des autres sections.

La conclusion que 'on pourra retenir de cette annexe est la supériorité du calcul par la méthode du
théoréme des résidus sur les autres méthodes!

V.1l. Introduction

On cherche a calculer de fagon explicite quelques sommes de séries du type

=P S e P
2o ™ 2V Gay

ou P et @ sont des polynoémes, de différentes facons :
— par un calcul direct, en utilisant les séries entiéres (section [.2)) ;
— en utilisant les nombres et les polyndomes de Bernoulli (section [V.3)) ;
— en utilisant les distributions périodiques (section [V.4]) ;
— grace au théoréme des résidus (section [.5)) ;
— grace a des logiciels de calcul formel (section [V.6)).

V.2. Calcul par les séries entieres

Donnons un exemple de calcul de somme de série en utilisant les séries entiéres.

On a:

+oo 1
> (=)' = =(2). (V.1)

n

n=1

Ce résultat est en fait un cas particulier donné par (D.9)).

DEMONSTRATION DE (V). Pour démontrer ce résultat, on utilise la série entiére

too n—1
S(x) = Z (1_71 "

dont on vérifie que le rayon de convergence est égal & un. Par dérivation, on a, a 'intérieur du disque unité (ou
S est de classe C™ et dérivable terme a terme)

—+oo —+o0

S/(ZL') _ Z(il)nflznfl _ Z(il)nzn

n=1 n=0
Cette derniére série est égale a la série géométrique, de raison —z ; ainsi

1
r+1

VzeR, |z]<1= S5(z)=
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Par intégration, il vient donc, compte tenu de S(0) = 0,

Ve eR, |z|]<1= S(z)=1In(z+1). (V.2)
D’aprés le cours, on a aussi
Vze C\R_, |z|<1= S5(z)=Ln(z+1). (V.3)
On en déduit donc
VeeR, |z|]<]l= f ﬂx" =In(x +1). (V.4)
P

Formellement, on a donc, en choisissant z = 1,

+oo

3 (_1)"—1% — In(2). (V.5)

Cette égalité n’est pas justifiée a priori car (V.4) n’est pas valable pour = 1, puisque le rayon de convergence
est égal a 1.

Pour démontrer rigoureusement (V.1]), nous ne pouvons utiliser la propriété de convergence normale de la
(=p"—*
n
de méme pouvoir majorer uniformément son reste en zx.

série de terme général 2™ qui n’est pas absolument convergente en x = 1. Néanmons, nous allons tout

n—1
Pour z € [0, 1], on sait qu’on peut majorer le reste a ordre N de série alternée de (717)1 " par la valeur
absolue du premier terme dominé :

VN eN*, Vzelo1] io St A
b ‘T b b n ‘T - N + 1’
n=N
ce que 'on peut majorer de fagon uniforme en x :
YN € N*, Vze[o1] f b L P (V.6)
T . )
B 2 R =N+1
De méme, pour la série de terme général %, on a
+oo —1
(—1)" 1
< . V.7
T;V n “ N+1 (V.7)

On peut conclure de deux fagons différentes.

1) De fagon manuelle, on écrit, pour tout N € N* et pour tout = € [0, 1] (auquel on peut appliquer
G
par inégalité triangulaire

“+o0

11
Y ()" = —n(2)
n=1 n
+00 +00 n—1 +00 n—1
w1 -1 1
I I e LI SeEEE]
n=1 n=1 n=1
N o 1 N (_1)7171 +oo o 1 +oo ( 1)7171
<D -y SN VRt 2" + |In(z + 1) — In(2)],
n=1 n n=1 n n=N+1 n n=N+1
N 1 +oo 11 +oo ( 1)7171
< - _an _ 1\t n _
Sy Cla-aH | Y (e Y 2|+ In(ar +1) ~ ()]
n=1 n=N+1 n=N+1
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et donc

N 1 . —+00 _— 1 —+00 ( )n—l .
gzﬁm—x N+ Y (-1 |+ > 2+ |In(z + 1) = In(2)[. (V.8)
n=1 n=N+1 n=N+1

Majorons chacun des quatre termes de I'inégalité (V.8)). Soit ¢ > 0. Par continuité de z — In(z + 1) au
voisinage de 1 & gauche

Im >0, Vee[l—n,l1, |In(l-—2)—In2)|<=. (V.9)

Wl ™

Si x appartient a [0, 1], les deux restes de I'inégalité (.8)) sont majorés en utilisant (V.6)) et (V.7)) : on
choisit IV tel que

2 5
< —. .
N+4+176 (V.10)
et donc
vz e [0,1] io St (V.11)
X , , r = 6, .
n=N
et
400 -1
-1\
3> =D" %. (V.12)

n=N

1
Cet entier N étant choisi, on constate que les fonctions =+ — |1 — (z)"| pour n € {1,..., N} sont
n
continues au voisinage de 1 a gauche; d’oil
N

1
e >0, Vaell—ne,ll ZE|1—($)H| <

n=1

Ainsi, compte tenu de (V.9), (V.11)), (V.12) et de (V.I3)), (on 'on prend N défini par (V.10Q) et = €

[1 — min(ny,n2), 1[ ot 71 et 72 sont définis par (V.9) et (V.13)), il vient :

: (V.13)

Wl M

= 1
> (_1)”*1E ~In(2)| <e.

Cette égalité, vraie pour tout € > 0, implique (.1)).
De fagon beaucoup plus rapide, on écrit (V.6)) et (V.7)) sous la forme suivante :

\% vx E xT . V.
) EE B < n =N 1

Ainsi, le reste de la série de terme général (Gl i

—1
-—a" tend vers zéro uniformément sur I'intervalle [0, 1].
La convergence uniforme entraine donc la continuité de la somme. Par passage a la la limite z — 1
dans (V4), on obtient donc le résultat escompté, d’aprés la continuité du logarithme au voisinage de

2:

+oo -1
=
=In(l+1
2, n(l+1),
et donc finalement
& (-
— =1In2. (V.15)
n=1 n
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V.3. Calcul par les nombres et les polyndmes de Bernoulli

Cette section correspond a la correction de l'exercice 26 de la page 146 de |AF89, section IV. 3|. Dans
la section [V.3.1] nous donnons les définitions des nombres et des polynémes de Bernoulli et leurs propriétés
élémentaires. Aprés avoir donné quelques propriétés sur ces polyndmes dans la section [.3.2] nous constate-
rons, dans la section [V.3.3] que les polynémes de Bernoulli admettent des développements en série de Fourier
particuliérement simples. On appliquera cela, dans la section [V.3.4] au calcul des séries harmoniques d’ordre
pair.

V.3.1. Définition des nombres et des polynémes de Bernoulli

DEFINITION V.1. Pour tout ¢t € C\ 2inZ et pour tout z € C, on pose

tetz
et —1’

[t z) =

et par convention
f(0,2)=1.
Ainsi, la fonction f est correctement définie et on a la

PROPOSITION V.2. [l existe une unique suite de polynomes (By,), oy et 7> 0 tels que
o0 tn
VteC, VzeC, |t|§r:>f(t,z)zzﬁ

n=0 "

B (2). (V.16)

De plus, pour tout n € N, B, est a coefficients rationnels et vérifie la relation de récurrence :

By =1,

n—1
1 (V.17)
B,=X"—- —— L Bg.
VneN, B, e ;;:o Cpny1Bk

DEFINITION V.3. Le polynéme B,, est appelé le n-iéme polynéme de Bernoulli.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [.2]1 Compte tenu du développement en série entiére de 1'expo-
nentielle a Porigine, on a, pour tout ¢t € C\ 2inZ,
t 1
et—1 o yn—1’
1+

n=2

n!

expression encore valable en ¢ = 0. Ainsi, cette expression est développable en série entiére en zéro et il existe
donc 7 > 0 et une suite (a,) de complexes telle que

t o0
el l|<r=——= > ant™. (V.18)
n=0
Par ailleurs, on a
VaeC, =Y %t”. (V.19)
n=0

En multipliant les deux séries entieres (V.I8)) et (V.19)), on constate qu’il existe une suite de complexes (B, (7))
vérifiant (V.16). Vu 'unicité du développement en série entiére, cette suite est unique.
Vérifions maintenant que les complexes B,,(z) sont des polynomes en z de degré n, a coefficients rationnels

et qu’ils vérifient (V.I7).
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Par définition, on a

et donc

t

-1
VteC, VzeC, |t|<r=S—""Ff(t2)=¢",

vteC, VzeC, |t|<r:>Z i XZ ()”Ziﬁtn;
n=0 +1) n=0 n=0

ainsi, d’apreés la régle de multiplication de deux séries, on a

VteC, VzeC, |t|<r:>ZZ n+17k) t":Z%t";

n=0 k=0 n=0

En identifiant les deux séries, on a donc

"\ Bi(2) 1 oz
> 2! (n+1—k)! nl’

ce qui implique encore

n—1
1
B, (z) = 2" — > CFy .y B(2).
(2) = 2 n+1k700n+1 k(2)

312

On déduit de cette relation, pour n = 0 que By = 1. De cette relation, on déduit aussi par récurrence sur n

que By, (2) sont des polynomes en z de degré n, & coefficients rationnels et qu’ils vérifient (V.17).

O

Donnons un moyen de calcul par récurrence plus agréable d’emploi que (V.I7)). On pose formellement

VneN, B"=B,.

Avec cette convention, on réécrit (V.I7) sous la forme

n+1
Vn € N, Z k B¥ — B" = (n+1)X",

Or, avec la convention formelle (V.20), on a

n+1
(1+B)"* ZO,’jHBk

Ainsi, on a la relation de récurrence formelle :

By =1
VneN, (1+B)"™ —B" = m+1)X"

Si on y fait successivement n =0, 1, 2, 3 et 4, on obtient

By =1,

1
Bi=X--,

2

) 1

By=X 7X+6,

3 1
By=X>->X%2+2-X
3 2 +2 )

By=X*—2X3+ X% —.
30

(V.20)

(V.21)

(V.22)

(V.23)
(V.24)
(V.25)

(V.26)
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Informatiquement, si on veut calculer les polynémes de Bernoulli, on utilisera la formule (V.I7)). On peut

aussi faire un développement limités a 'ordre 4 de :
t 1
e =1 1+Li+L 404 +o(t)

Apreés calculs, on a

t t 2 t4
S L )
et—1 512 730 Tot)
Ainsi,
tet® t ot 4 1222 323 it
= (1t —— — ) (14t — = th).
el —1 ( ST 720)(+Z+2+6+24)+0()

Soit, aprés calculs,
te'* - L), 2, L1
et—1 7o) T \F TG

Selon la définition des polynomes de Bernoulli, on a

6 2 2 24

tetz 2 3 4

t t t 4
do1 tB1(2) + 532(2) + EBB(Z) + ﬂB4(Z) + o(t%).

En identifiant ces deux derniéres expressions, on a retrouve donc les polynémes By, Bs, B3 et By.

t3 3 1 ¢t 1
+—<23—22+—z)+—<z4223+22—

> + o(th).

DEFINITION V.4. On pose, pour tout n € N, b, = B,,(0). Le nombre b,, est appelé le n-iéme nombre de

Bernoulli.
ProposiTION V.5. Pour tout n € N, b1 = 0.

DEMONSTRATION. Par définition, on a, pour t assez petit en module,

o0 n

t
VteC, f(t,0)= z_:o —bn.
Compte tenu des calculs faits sur By et By, on a by = 1 et by = —1/2. Ainsi, on a

t .
- " b,
F(8,0) + 5 1+§2n!

Or, on a
t t te: fe 2
£,0)+ = = ==
f(,)+2 t 1+2 265—67%

Ainsi, on a, pour t assez petit en module,

o0 t t

t" t t tez +e 2

1 b= —— o=
+n¥2n'n €t71+2 2@% e%

Le résultat provient de la parité de la fonction du membre de droite de cette derniére égalité.

Si on applique (V.IT) pour X =0, on a

bo =1,
1 n—1
by = — > CFb
anNv n+1k:00n+1 k>
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c’est-a-dire, en utilisant un formalisme similaire a (.20),

by = 1
VneN, (14+b)"T —pti=q.

Ainsi, on déduit de la proposition V.5 et de (V.27)) les premiers nombres de Bernoulli :

by = 1.
b1 = %,
by = %,
by =0,

1
by = ~30°

V.3.2. Propriétés des nombres et des polynémes de Bernoulli

Donnons quelques propriétés qui nous seront utiles pour la suite :

PROPOSITION V.6.

Vn > 2,
Vn € N,
Vn > 1,
Vn € N,

B,(0) = Bn(1),

VzeC, Bp(l—2z2)=(-1)"B.(2),

B!, =nB,_1,

VzeC, Bpt1(2) = Bpti(z—1)=n+1)(z—-1)".
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(V.27)

E TRAT . On démontre ar récurrence sur n. Pour n = 2, ¢’est vrai. Soit n > 2 ; supposons
DEMONSTRATION. On d t p P 2, c’est Soit n > 2; supp

que (V.28) est vraie pour k € {1, ...,
1
n+t2 Z Cn+2Bk Z +sz

n—|—2 (Z nt2 (Br(1 Bk(o))> - %_‘_2024-230(1) o

Bn+1(1) - Bn-‘rl(o) =

1
+

n+2 "

=0.

CO+2BO(O) n+ Cl+231( )

Pour démontrer (V.29)), on constate que, par définition

or

(—1)el=0
e(=t) — 1"~

=Y LB
n=0

fit,1—2)=

f@l—z)zE:%%%ﬂ—zﬁ

n=0

on conclut en utilisant 'unicité du développement en série entiére.

n}. D’aprés (V.I7) et ’hypothése de récurrence, on a successivement
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Pour démontrer (V.30)), on écrit, la fonction f(¢, z) étant de classe C> par rapport a ses deux arguments,

pour t assez petit en module et la série étant absolument convergente :

f "
E(ta )= Z ] n(2)
n=1
par ailleurs, on a
af t2etz
(¢ —

82( /%) et —1’

[o ] tn
= Z ﬁan,l(z)

n=1

On conclut par unicité du développement en série entiére.
Pour la démonstration de (V.31]), on remarque que

& tn-}-l

flt,2) = flt,z=1) = 1) (Bnt1(2) = Baya(z — 1)) .
n=0 ’
D’autre part, on a
tet? tet(z—l)
tz)— flt,z—1) = -
F2) = (2= 1) = = =
_ tet(zfl)
0 thrl
= ———(n+1)(z—-1)".
> Gt G-
On conclut de nouveau par unicité du développement en série entiére. [l

On peut tirer de (V.31)) une propriété qui permet de calculer les sommes de puissances :

ProPoOSITION V.7. Pour tout n € N, pour tout N € N*|

N 1
k= Byt (N +1) —bpaq).
; n+1( +1(N +1) +1)

DEMONSTRATION. On écrit successivement (V.31) pour 2 =1, 2 =2, ... jusqua 2= N +1:
B,i1(N+1)—Bpt1(N)=(n+1)N",
Buar(N) = Busa(N — 1) = (n + 1)(N — 1)",

But1(1) = Buy1(0) = (n+ 1)0".
En sommant ces IV 4+ 1 équations, on peut conclure. [l

Par exemple, si on prend n = 2, on retrouve

al 1
Zk2: §(BB(N+1>*Z73>,
k=1

%(<N+1>3§<N+1>2+§<N“>)’

= %N(N +1)(2N +1).
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V.3.3. Développement en série de Fourier des polynédmes de Bernoulli
DEFINITION V.8. Pour n € Nx, on note B,, le n-iéme polynéme de Bernoulli périodisé, la fonction de R
dans R, 1-périodique et définie par
B, (z) si z €0, 1],

B (0) + Bn(1)
2
On a représenté sur les figures [V.1] et les quatre premiers polynémes de Bernoulli périodisés.

siz =0.

premier polynome de Bernoulli périodisé deuxiéme polynéme de Bernoulli périodisé

0.1

0.05

-0.05

FIGURE V.1. Les polynémes de Bernoulli périodisés B et Bs.

troisiéme polynome de Bemoulli périodisé quatriéme polynéme de Bernoulli périodisé

-0.01
-0.02

-0.02

-0.04

h
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-0.06 |
-0.5 0 05 1 15 -0.5

FIGURE V.2. Les polynémes de Bernoulli périodisés Bs et By.

On a la propriété de régularité suivante :

PROPOSITION V.9.
(1) Pour tout n € N*, B,, est de classe C* sur R\ Z.

(2) Pour toutn € N*, B,, est de classe C"~2 sur R sin > 2 et est discontinue en tout point entier sin = 1.
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DEMONSTRATION. Pour démontrer [ il suffit de constater que EnHO,l[ est polynomiale donc de classe C*.
11 est clair que ‘B; est discontinue en zéro car on a

— 1
lim Bl((E) = 5,

x—0—

R 1
zli{g* Bl(-T) B _5’
B1(0) = 0.

Ainsi, B; est discontinue en tout point entier.

Compte tenu de [[l pour démontrer que n > 2, B,, est de classe C"~2 sur R, il suffit de démontrer que,
pour tout k € {0,...,n — 2}, les dérivées a droite et a gauche Eik) (04) et Fik)(l—) (ou les valeurs B,,(0+) et
B, (1) si k = 0) existent et sont égales. Démontrons cette propriété par récurrence sur n > 2.

Pour n = 2, on peut remarquer que, selon (V.28)),

—_ 1
lim Ba(xz) = lim Ba(z) = Ba(1) = =, (V.32)
x—0~ r—1— 6
.= . 1
— 1/1 1 1
Bi(0)==([=-4+=] =-. V.34
=3 (3+3) = (v.34)

Soit n > 2. On supposons que pour tout k € {0,...,n — 2}, les dérivées a droite et & gauche E;k) (0+) et

Bglk)(lf) (ou les valeurs B, (0+) et B,(1—) si k = 0) existent et sont égales. Démontrons que cette propriété
est vraie a l'ordre n + 1. Selon (V.28),

mllgl— §n+1($) = Bpy1(1) = Bn41(0), (V.35)
i B () = B (0), (V.36)
Bi(0) = 5 (Buar(0) + Buaa (1) = By (0). (V.37)

Montrons maintenant que pour tout k € {1,...,n— 1}, les dérivées a droite et & gauche Ffﬁzl(O—i—) et Eiﬂl(l—)

existent et sont égales. On a, selon (V.30),
k (k=1 _
B (0+) = (Biy) 7V (04) = (n+ 1)(B)* D (04).

Or, d’apreés ’hypothése de récurrence, puisque 0 < k—1 < n, la dérivée Fflkfl) (04) existe et vaut Fflkfl) (1-);

ainsi, la dérivée E;k_zl(0+) existe et vaut (n + I)F(k_l)(lf). Or, selon (.30),

—(k—1) _ k — (k)
(n+1)B, "(1-)=(n+1)BFV1-)=B% (1-) =B, (1-).

Alnsi, les dérivées a droite et & gauche Eﬁl(m) et Egﬂl(lf) existent et sont égales. O

Compte tenu de (V.32)) et (.35) on peut remarquer que
Vn > 2, Bp(0)= B,(0).

Donnons maintenant le principal résultat de cette section : le développement en série de Fourier des
polynoémes de Bernoulli périodisés :
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PROPOSITION V.10. On a, pour tout z € R,

2p+1 _ 2]{3
1 sm 7rz
VpeN, (-1)° szm i1 (@ T (V.38)
_ 2p > 2kzmc
Wpe N*, (—1plo1 COSAEPTY) V.39

DEMONSTRATION. Démontrons par récurrence sur n € N* que le développement en série de Fourier de B,

est donné par (V.38) ou (V.39).

Développons tout d’abord B; en série de Fourier. On a, par définition,

— 1
vz €]0,1], Bi(z)=z-— 3
cette fonction est impaire et donc les coefficients a sont nuls. On a
1t 1
Vk e N*, b, = —/ (x — =) sin(2k7z)dx,
2 Jo 2
et aprés calculs
1
Vk e N*, bp=——.
km

D’aprés la propriété 9 la fonction B est continue par morceau sur R et de classe C' par morceaux sur R ;
ainsi, d’apreés le théoréme de Dirichlet, on a

1 . oo
Vz € R, 3 (Bi(z—) 4+ Bi(z+)) = ao + Z ay, cos(2kmx) + by sin(2kmx),
k=1

ce qui implique
1 — 2kzmc
Ve € R, Bi( —=
: —-13- oG

ce qui correspond a (.38) avec p = 0. Pour montrer (m) avec p = 1, on laisse au lecteur le soin d’utiliser
un calcul de dérivation, proche de celui qui suit.

Soit n € N* ; supposons que (V.38) ou (.39) est vérifiée pour B,, (selon la parité de n). Calculons B,, 1.
D’aprés la proposition .9, B, est continue sur R et de classe C! par morceaux sur R ; on peut donc écrire,

d’aprés le théoréme de Dirichlet, si (an),, o+ et (bn) désignent les coefficients de Fourier de B, ;1

neN

Vrx €R, Bpii(z) =ao+ Z ay, cos(2kmx) + by, cos(2knx). (V.40)
k=1

Remarquons que ag est nul; en effet, selon (V.28) et (V.30), on a successivement,

1
Clo:/ B y1(t)dt,
0
1
:/ By (t)dt,
0

L |
:/0 n—HB;H(t)dt,

%JFQ (Bn+2(1) = Bny2(0)),

=0.

Ainsi, selon (.40,

Ve €R, Bpii(x Z ay, cos(2kmx) + by cos(2kmx). (V.41)
k=1
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D’autre part, d’aprés la proposition V.9, B, ;1 est continue sur R et de classe C* par morceaux sur R ; on peut
donc dériver le développement de Fourier de B, ; (V.4I) terme & terme :

Vr € R, F:L_H(z) = Z —2kmay, sin(2kmwx) + 2kwby, cos(2kmx),
k=1
et en particulier,
+oo
Vz €]0,1], Bj,i(z) = Z —2kmay sin(2kmzx) 4+ 2kwby cos(2kmx).
k=1
Selon (V.30)), on a donc
— or X
Vx €]0,1], Bp(z)= Z —kay sin(2kmx) + kby, cos(2kmx). (V.42)
n+1 Pt
Si n est pair, alors n = 2p (ot p € N* ) et d’aprés 'hypothése de récurrence (V.39), on a, en particulier,
_ L o~ cos (2kmz)
Vo €0, 1], (—1)P 2t I By (2) = Y
T 6] ) [7 ( ) (2p)| 2}7(:6) ; L2p

En identifiant avec (V.42), on a donc, par unicité du développement en série de Fourier, pour tout k € N*|

akZO,

1 7r2p+1 -1
b= ——( (1P ) .
T <( : (2p + 1)!>
Ainsi, d’aprés (V.AD), By+1 = Bap1 obéit bien a (V.38). De méme, si n = 2p+1 ot p € N, d’aprés I'hypothése
de récurrence (V.38), on a, en particulier,

G — > sin (2kmz)

— B = —_—.
ap ) D@ LA

Vo €)0,1], (—1)""'2%

En identifiant avec (V.42), on a donc, par unicité du développement en série de Fourier

1 poapi1 TET? -1
V/{ZGN, akzw((—l) 24P ﬁ) s

2p+2
Vk e N*, b, =0.
Ainsi, d’aprés (V41)), By11 = Bapt2 obéit bien a (.39). O
V.3.4. Application : calcul des séries harmoniques d’ordre pair et les séries alternées associées

On peut déduire de la proposition [V.10 quelques expressions explicites de séries :

PROPOSITION V.11.

i oo 1 ooyl 7r2p

Vp € N7, kzﬁ:(q)f’ 20 oyt b (V.43)

=1
Vp € N* i(fl)k—(q)p*lﬂ*l ™ B, (£ (V.44)
=T Gt 7 \2) |

=1

(D' p-1g2p T 1

——— = (-1 2P ——— B — . 4
wEN 2 G = OV gy e G V49)

DEMONSTRATION. Pour démontrer (V.43)), il suffit de prendre x = 0 dans (V.39); on a 2p > 2 ainsi Ba,
est continu sur R et Ba,(0) = Bap(0) = bay. Si l'on choisit = 1/2 dans (V.39), on a (V.44)). Si l'on choisit
x = 1/4 dans (V.3]), on a (V.45). O
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EXEMPLE V.12. Si l'on prend p = 1, 2 et 3 dans (V.43)) on obtient, puisque by = 1/6, by = —1/30 et
be = 1/42,

P L S Lo V.46
— n? 6’ — nt 90’ — né 945 ( )

EXEMPLE V.13. Si I'on prend p = 1 et 2 dans (V.44)) on obtient, puisque By = X2 — X +1/6, By =
X4—2X3+ X2 —1/30,

> 11 772 > -1 1 777'4
Tt = L B L A4

EXEMPLE V.14. Si I'on prend p = 0 et 1 dans (.45) on obtient, puisque By = X — 1/2, B3 = X3 —
3X2/2+ X/2,

iﬂff (D) (V.48)
T:02r+1’4’ T:0(2T+1)3* 96 '

Par cette méthode, on ne peut calculer des séries du type

o0

1
Z n2pr+1 ’

n=1

qui, a priori n’ont pas d’expressions explicites connues.

V.4. Calcul par les distributions périodiques
V.4.1. Calcul direct

Pour les définitions, voir I'annexe [W]
Ces distributions périodiques nous permettent de retrouver plus naturellement les polynémes de Bernoulli.

EXEMPLE V.15. Cherchons une distribution de D’ (S 1) dont les coefficients de Fourier vérifient
1

co =0et Vk € Z7, Ch = 13- (V.49)
On a donc, au sens des distributions périodiques
o0
T= Z cpe?F
k=—oc0
Cette distribution est définie puisque pour tout fonction test ¢, la somme
o]
Z < e g >
k=—o0
est convergente ; en effet,
oo o0 o0 1
2irk.
> <eae®™ o> <ol Do lal <lidle Y. o <+ (V.50)
k=—o00 k=—o0 k=—o0
k%0
On pose
o0
U= Z Cke2zkﬂ'.'
k=—oc0

k0
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Grace a (49), (W.4) et (W.1)), on a donc, au sens des distributions périodiques,

T — U(2),

= ) cx(2ikm)?eF,
k=—o0

k#0
0o
— _47T2 Z Ckk€2ik‘ﬂ'.’
k=—o00
k#0
0o
_ _47T2 Z eQikﬂ'.’
k=—o00
k#0

—47'('2 ( i eQikTr. _ 1) ,

k=—o00

= 4n?(6-1).
On a donc ’équation différentielle suivante
1
dans D’ (S'), ———5T® =§-1. V.51
ans ( ) , 12 ( )

Cette équation différentielle se résout presque comme les équations différentielles pour les fonctions ; la discon-
tinuité introduite par la périodisation (voir proposition[W.4)) introduit des dirac et des dérivées. Si on cherchait
une fonction f, deux fois dérivable, vérifiant dans R,

1

=l =1 (V.52)

on aurait
f(z) =2m%2® 4+ ax + b,
ol a et b sont des constantes. On cherche donc T sous la forme
T=],
ol fest la périodisée de f. D’aprés la proposition [W.4] on donc successivement
T=F—(f(1) - £(0))s,

= f —(27% +a)§

et
T® = f7 = (f'(1) = 1'(0))5 = (27* + a)d,

= " — 4n25 — (272 + a)é'.
Selon (V.52)), on a donc, au sens des distributions périodiques,

TP = 4x? — 4725 — (272 + a)d'.

Ainsi, (V.51)) a lieu si et seulement si 272 + a est nul. On choisit donc a égal & —272. Le coefficient ¢y du
développement de T en série de Fourier est nul :

1 1
Co = / f(a)de = / 2n?2? — 212 + bdx = 0,
0 0
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ce qui nous fournit la valeur de b = 72/3. La distribution 7" est donc la distribution-fonction f 1-périodique et
définie par :

- 1
Vo€ [0,1], f(z)=2x? (ﬁ -z 4+ 6) . (V.53)
On a donc -
dans D’ (S'), f= Z ek
k=—oc0

Selon (V.50) la distribution-fonction de droite appartient a L2(0,1) et I’égalité précédente a lieu dans L2(0,1);
Or f est continue et dérivable par morceaux ; d’aprés le théoréme de Dirichlet, appliqué en x = 0, on a donc

FO)=">" o,
k=—o0

soit encore, grace a la définition des ¢y,
oo
1 , 1
2 ; ﬁ = 27T X 6,
ce qui nous redonne (V.46)). En fait, nous avons fait, sans le savoir, les calculs de la section [V.3.4]: & un facteur
multiplicatif pres, la fonction f, définie par (V.53)), est égale a la périodisée du polyndéme de Bernoulli Ba,

défini par (V.24).

On pourrait retrouver, par récurrence, les différents polynémes de Bernoulli et les résultats de la section
[.3.4l On peut aussi déterminer d’autres types de séries, comme le montrent les exemples [V.16] et V.17

EXEMPLE V.16. Comme dans I'exemple [\.15] calculons la somme

> 1
s=y L
2
P 1+ k
La démarche étant identique, nous n’indiquerons que les détails importants du calcul. Cherchons une distribu-
tion de D’ (S 1) dont les coefficients de Fourier vérifient

1
Vk € Z = . V.54
€4, ¢k 11 K2 ( )
On a donc, au sens des distributions périodiques,
T= Z cpe?tF
k=—oc0
L’egalité (V.54) peut encore s’écrire
VkeZ, (1+k%)cx =1,
ce qui est équivalent a
1
dans D' (S*), T - FT(Q) = 4. (V.55)
T
On résout donc I'équation différentielle dans R :
1
- ——f@=0 V.56
f- =t =0, (V.56)

dont la solution est
Fla) =A™ 4 e,
ol A et u sont des constantes. On cherche donc 7" sous la forme
T=f.
On a donc, au sens des distributions périodiques,

T® = {7 — 21 (A — pe ™™ — XA+ p1) 6 — (A(e*™ — 1) + p(e™>" — 1)) &,
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et donc ) ) ) )
——T® = 4 A5+ —B§
47r2f + 2r + 472 ’

ol

A=Xe* —1) — ple™?™ - 1), (V.57)
B=Xe*™ — 1)+ u(e 2™ —1).
On a donc, compte tenu de (V.50),
1 1 1
T—--——T®=_—A6+-—B¢.
4m2 2 + 4m2

Ainsi, (V.53)) a lieu si et seulement si

{ A=2m, (V.58)

B =0.
On résout le systeme (V.57) et (V.58) qui fournit les valeurs de A et  :
- T
e —1’
- T
n= 6—271' -1 .

On a donc, au sens des distributions périodiques
o] 1
7 \lom  on 2im.
f=Xe?™ + pe W7k§ 1+k26 .
=—00

On vérifie que J?est continue et dérivable par morceaux ; d’aprés le théoréme de Dirichlet, appliqué en = = 0,
on a donc

S (foro +fo-0)= 3 =25+

On a donc ) ) ) )
S=1 (f(0+0)+f(0—0)) —5 =7 O e T E A ) - o
et aprés calculs,
_meT e " 1
T 2em—e T 2
soit
=1 T 1
—— = —coth(7) — =. V.59
ngl 1+n2 2CO (ﬂ-) 2 ( )

EXEMPLE V.17. Comme dans les exemples [V 15] et .16 calculons la somme

oo ]{j2
S*;1+k2+k4'

Cherchons une distribution de D’ (S 1) dont les coefficients de Fourier vérifient

k2
Vk € Z = V.60
€4, ¢k T 121 ks ( )
On a
T= Z ek
k=—o0

L’egalité (V.60) peut encore s’écrire
VkeZ, (14+k*4+EkYe, =k,
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ce qui est équivalent a
dans D' (8%),  (2im)'TW 4 (2im) 2T® 4+ T = (2im) 262,

On résout donc 'équation différentielle dans R :

(2im) W 4 (2im) TP 4+ f = 0.
Son équation caractéristique est

(2im) @ + (2im) P 1 =0,
équivalente a

sW 453 11=0,

ou 'on a posé s = (2im)r. Aprés calculs, on obtient les solutions de (V.63)), notées (o),  avec

oy = 211y,
Qg = 2imj2,
Q3 = 0,
oy = Q9.

La solution de (V.62) est donc
f(x) = ae™® + be**® + ce®3* + de™*”,

ou a, b, c et d sont des constantes. On a donc

T=f
On pose
Ao = f'(1) = £(0),
A= @) = r®(0),
Ay = fO(1) = fP(0),
Ay = fO (1) = fD(0)

On a, aprés calculs,

(2im) T + (2im) T + T — (2ir) 26

324

(V.61)

(V.62)

(V.63)

= —(2im) " ((A3 + (2m)2A1) 5+ (A2 + (2i7r)2A0) 5 + (A1 + (22'77)2) 5@ 4 A06(3)>.

La nullité des coefficients de 4§, §’, 6 et §®) fournit les valeurs des A; :

Ay =0,

Ay = 4x2,
Ay =0,

As = 1674

En utilisant la définition des A;, on a donc le systéme linéaire en a, b, ¢ et d suivant :

e® —1)c+ai(e™ —1)d = A,

)
(e —1)c+ay(e™ —1)d= Ay,
(
(e —1)c+aj (e* —1)d = As.
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Si on pose
a= (e —1)a,
b= (e** —1)b,
c=(e* —1)c,
d=(e* —1)d,
le systéme s’écrit matriciellement sous la forme
a Ay
all] =4 ,
& A2
d As
ol A est la matrice de Vandermonde
1 1 1 1

a1 Qg a3 04
a2 o2 a2 o?
af o3 o of

Le calcul de I'inverse de cette matrice est classique ; voir par exemple les pages 503 et 504 de [AF87| ou I'exercice
2.5 page 55 de |[BM03]. Dans les deux cas, le calcul est fondé sur le polyndéme d’interpolation de Lagrange. On
trouve aprés calculs

_ asozoy _asoaon _oaaaz _oiasas
L . a2a3+oz2a41;+0430¢4 a1a3+0410t<21+043044 041044+04204§1+041042 041042+04104§+0t2043
A = _ Ot2+0143+044 _ a1 +0243+Ot4 _ oy +§2+a4 _ oy +5¢12+a3 ’
1 B Bs By
1 1 1 1
By B B B
ou
By = (a2 — a1) (a3 — a1) (ag — 1),
By = (a1 — ag) (a3 — az) (g — aa)
B3 = (o1 — a3) (a2 — a3) (a4 — as),
B4 = (a1 — CY4) (ag — CY4) (043 — 044) .

Enfin, on écrit, d’aprés le théoréme de Dirichlet, appliqué en z = 0,
l(]»’(0+0)+ffv(0f0)) - i 4
2 B i T+k24+Kk 77

=—00
ce qui nous permet de calculer la somme en question. On montrera (voir section [.5)) que 'on a, en fait,

i Vi, <\/2§7T> . (V.64)

14 n2 4+ nt 6

n=1

V.4.2. Formule sommatoire de Poisson

1l existe une autre méthode, la formule sommatoire de Poisson, que I’on pourra trouver page 128 de [Boc97|
ou dans la lecon 37 de [GWO03].
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V.5. Calcul par l'utilisation du théoréme des résidus

Concluons par la méthode qui semble étre la plus rapide. Cette section correspond aux pages 129 a 132

de [Boc96].
On utilise un résultat, fondée sur le théoréme des résidus.

Rappelons la définition suivante (voir par exemple |[Rud92]) :

DEFINITION V.18. Une f fonction est dite méromorphe dans C s’il existe un ensemble A C C tel que
(1) A n’a pas de point d’accumulation dans C;

(2) f est analytique sur C\ A;

(3) f a un podle en tout point de A.

PROPOSITION V.19. Soit f une fonction méromorphe dans C ayant un nombre fini de poles (Zl)1<l<p7
aucun de ces poles ne coincidant avec un entier. Si

lim zf(z)=0, (V.65)

|z| =400

alors, la somme Z:L_N f(n) admet une limite quand N tend vers infini et

N

lim fn)=- Z Rés (7 f(z)cotg(nz), 2) . (V.66)
-N

N —+oco
=1

REMARQUE V.20. Ce résultat permet d’affirmer que la somme Zg:_ ~ f(n) admet une limite quand N
tend vers l'infini, mais ne permet pas de montrer que famille (f(n)),,c, est sommable.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [V.19l Pour N entier non nul, on définit vy le chemin carré de C,
de centre lorigine et passant par le point d’affixe N + 1/2 (voir la figure [.3). On choisit N assez grand de
fagon que vy contiennent tous les poles de f.

TN

—N—/1 —N 0] 1 N|\N+1

N +

N[
[ NI

FiGUrE V.3. le chemin vy

On considére la fonction g définie par

Vze C\ ((Zz)1gzgp U Z) , g(2) = f(2)cotg(rz) = Wf(Z)C?S(Wz)

sin(nz)
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La fonction g est correctement définie, est méromorphe dans C et ’ensemble de ses poles est égal & ((zl)l <i<p Y Z) ;

en effet, €™ — 7" = () est équivalent & e?*™* = 0, soit z entier. De plus

Vz €Z, Reés(mf(z)cotg(rz), k)= f(k). (V.67)
En effet, d’aprés le lemme on a pour tout k € Z, qui n’est pas pole de f :
, cos(mk) cos(mk)
t k)= E)y——————— = k) —————.
Rés (m (2)eota(r=), ) = m (k) ™ S = mf ()~ oo

D’aprés le théoréme des résidus, il vient

N P
/ 7 f(z)cotg(nz)dz = 2im Z Rés (mf(z)cotg(mz),n) + 2im Z Rés (7 f (z)cotg(mz), z1) ,

n=—N =1

et, d’apres (V.67)),

N P
/ wf(z)cotg(mz)dz = 2im Z f(n)+ 22’772 Rés (mf(z)cotg(mz), z1) . (V.68)

n=—N =1

Montrons que sur 7y, cotg(mz) est borné indépendamment de N. Sur les cotés verticaux du carré, on a
z=2(N+1/2)+iy ou |y| < N+ 1/2 et, par conséquent,

lcotg(r2)| = [th(ry)| < |th (5 ).

si|lyl <1/2.Sily|>1/2,ona

eimz 4 p—imz
cote(m2)] = | e |,

eiﬂ'l—ﬂ'y + e—iﬂ'm-{-ﬂ'y

= eimz—my _ po—imz+my |’
}eiwxfﬂ'y| 4 }efiwarwy}

= |e—i7rz+7ry| _ |ei7rz—7ry| ’
e~ 4 e™

< coth(my),

et on conclut que |cotg(mz)| est majoré par coth (7/2), puisque
coth(my) < coth (g) ) (V.69)

car |cotg(my)| décroit avec |y|. Sur les cotés horizontaux du carré, z = (N + 1/2)i 4+ z avec |z] < N 4+ 1/2.
Puisque |y| est supérieur a 1/2, (V.69) reste valable. On a donc

VN e N*, Vzenn, |cotg(nz)| < coth (g) . (V.70)

Par ailleurs, on a, pour tout IV assez grand, puisque la longueur de vy est égale & 4N + 2,

/’YN 7 f(z)cotg(mz)dz

< 7w(4N 4+ 2) max |f(z)| max |cotg(mwz)|,
|z|=N ZETN

et, grace a (L.70),

< coth (g) (4N +2) Izrg%(v [f(2)].
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D’aprés Phypothese (V.65)), on a, pour N — +o00,

|g|1§>1<vlf(2)| =0 (%) :

On a donc

lim

= (),
N—+oco

/W 7 f(z)cotg(mz)dz

ce qui implique, selon (V.68)), que la somme Zg:_ ~ f(n) admet une limite quand N tend vers I'infini et vérifie

(L66). O
En raisonnant de la méme fagon (voir page 131 de |Boc96]), on a le résultat suivant :

ProposiTION V.21. Soit f une fonction méromorphe dans C ayant un nombre fini de pdles (Zl)1<l<p’
aucun de ces poles ne coincidant avec un entier. Si

lim zf(z)=0, (V.71)

|z| =400

alors, la somme Zg:_N(—l)”f(n) admet une limite quand N tend vers linfini et

im 3 —1N"f(n) = — - és mf(2) 5
Jim 3 1 = - 3R (Z2E5). V.72
Dans le cas ou Pe)

f(z)*wv

ol P et () sont des polynomes, on peut donner le corollaire suivant, qui découle du lemme

COROLLAIRE V.22. Soient P et QQ deux polynomes complexes tels que deg(P) < deg(Q) —2 et que Q n’ait
que des racines simples, non entiéres, notées (21), <<, Alors, la famille (P(n)/Q(n)),,cz ((=1)"P(n)/Q(n))
sont sommables et

nez

P(n) _ N~ cos(ma) P(z)
Z Q(n) Zl sin(mz)Q'(z)’ (V.73)

nez =

et

Pl P(z)
2 VG = T )@ G (V.74)

nez =1

EXEMPLE V.23. Soit a > 0. On pose P(z) = 1 et Q(z2) = 2% + a® = (2 — ai)(z + ai). D’aprés (V.73), on a
2

) . ) M <<> n <>> — T eoth(ra)

= n? + a? — 2 sin(mz;)z; 2ai \ sin(wai)  sin(wai)
On en déduit que
— 1 ™ 1
Ya > 0, ngl m = %Coth(ﬂ'a) — ﬁ (V75)
En choisissant @ = 1, on retrouverait (V.59)).
Si on fait tendre a vers 0, on a
— 1 — 1
B D (v.76)

n=1 n=1
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Cette limite se justifie par la convergence normale de la série de terme général 1/(n2 + a2) : si on pose

oo
1
VN €N, Rpy(a)= —_,
alors, pour tout a € R, pour tout N,
oo
|Rn(a)] < Z — <+
n=N

Soit € > 0. On choisit NV assez grand tel que

> 1 €
> 557

n=N+1 n
Cet entier étant fixé, chacune des fonctions x +— 1/(n? + x2), pour n € {1,..., N} est continue, et on peut donc choisir n > 0 tel
que pour tout a € [0, 7],
AR 1| e
- <=z
DB s Dl B
—incta el 2
On donc pour tout a € [0, 7]
oo oo N oo N oo
1 1 1 1 1 1
R DT DT S D T D
2 2 Z 2| = Z 2 2 2 2 2 2|’
o1 ta =" i tet S ntta B A B
X SR N A
S mra 2| 2 e FIEN @I
n=1 n=1 n=1
<e

ce qui établit (V76). ¢
De (V.76), on tire donc
— 1 ™ 1
~ — lim  Zcoth(ra) — —
21 n2 ~ amo (QaCOt 1(ma) 2a2)
n—=

Aprés calculs, on montre que cette limite vaut 72/6 et on a donc

_2_ )
—n 6

ce qui correspond a (V.46)).
EXEMPLE V.24. Soit a > 0. On pose P(z) = 1 et Q(2) = 2% + a® = (2 — ai)(z + ai). D’aprés (V.74), on a

2

— 7r T
(—1)" 1 1 1 2 1
Z n?+a® 77TZ 2sin(mz;) 2 T 24 sin(mai) + sin(wai) T g era e ma’
neZ =1

On en déduit que

= (-)" 7 1 1
Va >0, ; e Rl e R (V.77)

En choisissant a = 1, on obtient

(V.78)

N | —

n24+1 emT—e T
n=1
En faisant tendre a vers 0 et en admettantﬁ que

S LSS

n2 ’

lim
a—0 n2 —+ a?
n=1 n=1

1. méme justification que (.76
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on aurait

= (-n)" . (7 1 1
> =lim (-———M — — ).
n? a—0 \ g e™e —e~Ta 202

Aprés calculs, on montre que cette limite vaut —72/12 et on a donc

3y (_nl; = —717—2. (V.79)

n=1

ExXEMPLE V.25. On pose
P(z) = 22,
Qz) =2"+2"+1= (2= j)(z +j)(z = )z +7]).

D’apres (V.74)), on a donc

Z n? i cos(mz)z}? i cos(mzy)z
= —1T = —17T .
= 1+ n2 +nt sin(mz;) (428 + 2z) sin(mz;) (427 + 2)

On pose

Par conjugaison et opposition des racines de @, on a

S - (20 cos(j)

_ cos(—myj) cos(—m7) )
D) 1 . <o+ . = O — — N — - )
—l4n+n sin(my) sin(my) sin(—my) sin(—7j)a

ce qui implique

= n? cos(mj) cos(mj) _
Zm”<~ TR —-“)

n=1

On montre que le terme de droite est égal &

~arte (5570

sin(myj)

o
oo (L3
4 12

puis, en utilisant 1 + j + j2 = 0, que

et que

Bref, on obtient

$ i (Vi
n:11+n2+n47 6 2 ’

ce qui est bien le résultat (V.64) annoncé dans 1'exemple [V.17 de la section [4
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V.6. Calculs avec des logiciels de calcul formel

Un certain nombre de logiciels de calcul formel, comme maple, sont capable de donner de tels résultats.
On peut retrouver quelques uns des résultats démontrés grace & matlab symboli ueE. D’autres sommes sont
explicitées & partir de fonctions de références, mais inexprimables analytiquement|]. Les simulations présentées
ci-dessous utilisent la fonction symsum de matlab et parlent d’elles-mémes.

>syms k

>symsum(1/k~2,1,Inf)
ans=1/6*pi~2
>symsum(1/k~4,1,Inf)
ans=1/90%pi~4
>symsum(1/k~6,1,Inf)
ans=1/945%pi~6

>symsum((-1) “k/k,1,Inf)
ans=-log(2)
>symsum( (-1) “k/k~2,1,Inf)
ans=-1/12%pi~2
>symsum( (-1) “k/k~4,1,Inf)
ans=-7/720*pi~4
>symsum(1/(1+k~2),1,Inf)
ans=1/2*i*Psi(1-1)-1/2*i*Psi(1+1i)
>symsum( (-1) “k/(1+k~2),1,Inf)

ans=-1/2*hypergeom([1, 1+i, 1-i],[2+i, 2-i],-1)

2. qui utilise en fait maple.
3. ce qui laisse encore un peu de travail aux professeurs de mathématiques !



Annexe W

Rappels sur les distributions périodiques

On peut utiliser les distributions périodiques pour calculer quelques séries. Faisons quelques rappels sur
les distributions périodiques, dont on fixe la période égale a un. On pourra, par exemple, consulter le chapitre
5 de [Boc9T|. On pourra aussi avoir une présentation différentes des distribuations périodiques en consultant
les legons 28 et 36 de |[GWO03].

DEFINITION W.1. On note D (Sl) I’ensemble de fonctions de R dans C de classe C*° et 1-périodiques. On
note D’ (S’ 1) I’ensemble des distributions 1-périodiques, c’est-a-dire, le dual topologique de D (S’ 1).

On rappelle que D’ (R) le dirac est la distribution notée § et définie par
V¢ € D(R), (d,¢) = ¢(0).

On rappelle aussi que que la distribution § est la dérivée au sens des distributions de D’ (R) de la distribution
de Heaviside H associée a la fonction, notée aussi H et définie par

0 siz<DO,

VeeR, H(x)=
1 siz>0.

Cette propriété a encore lieu dans D’ (S 1). Pour cela, on donne la définition suivante :

DEFINITION W.2 (Coefficients et série de Fourier). Etant donné une distribution 7" de D’ (S 1), on appelle
coefficients de Fourier de T' les nombres

Vk e Z, cp(T)=<T,e 2k >

—2imk. —2i7rks)

(on e est la fonction de ST qui & s associe e et la série de Fourier de 7' la série

o0

Z Ck (T)eQiWk' .

k=—o00

On rappelle que < T, ¢ > désigne 'image de ¢ par T'.

Si la distribution est définie & partir d’une fonction intégrable, on retrouve la définition usuelle des coeffi-
cients de Fourier et de série de Fourier.

On peut montrer (cf. chapitre 5 de [Boc97], théoréme 1 page 122)

o0

§= Y ek (W.1)

k=—o0

On peut aussi définir, pour une fonction f de R dans R la périodisée fde R dans R, fonction 1-périodique
et coincidant avec f sur [0, 1]. Cette fonction périodique définit une distribution 7" de D’ (S 1), aussi notée par
abus f. Comme dans D'(R), on donne

DEFINITION W.3. Si T est une distribution de D’ (S*), on définit sa dérivée T” par

VopeD(S'), <T ¢>=—-<T,¢ >.
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Si la fonction f est dérivable, la dérivée de la distribution périodique fest égale a la distribution correspon-
dant a la périodisée de la dérivée, auquel on soustrait un multiple de la distribution ¢ (puisque la périodisation
a introduit une discontinuité aux points entiers) ; plus précisément, on a

PropoSITION W.4. Pour toute fonction dérivable f de R dans R de périodisée ]7,
N~
dans ' (81), (f) =7 = (f(1) - £(0))s. (W.2)

!
Dans cette proposition, (f) désigne la dérivée de la distribution définie par la périodisée de f tandis que
fN” désigne la distribution définie par la périodisée de la dérivée de la fonction f.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [W.4l Soit ¢ € D (S'). Par définition, on a
I ~
< (f) P >=—<f,¢ >.

Les fonctions f et f sont intégrables (et égales) sur [0, 1]; ainsi

<F¢>= / Ft)d (1)t = / (0 (1)t

Par intégration par partie, il vient donc, compte tenu de 'aspect 1-périodique de la fonction ¢

< ()20 >= = (s = £O)00) + [ Fw0a = ~(10) = F0)0(0) + [ Foott)ar

Par définition, on a

1
—(£(1) = £(0))¢(0) +/ F'®ot)dt = —(f(1) = f(0) <d.6>+ < f.¢>.
0
On a donc ,
voeD(sY), <(f).0>=<-(fO) = F0)s+F 0>,

ce qui équivalent a (W.2J). O

Pour la suite, on omettra le symbole ~ lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.P est un polyndéme, de dérivé
usuelle P’, on écrira (W.2)) sous la forme :

dans D’ (S'), Tp =P — (P(1)— P(0))s, (W.3)

ou Tp désigne la distribution associée a la fonction P et T sa dérivée au sens des distributions périodiques.

On peut vérifier que, dans D’ (S 1), on peut dériver terme & terme une série de Fourier : si,

T = Z cpe?mk (W.4a)
k=—o0
alors
D (SY), T'= Y 2irkee®™, (W.4b)

k=—o0
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