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Correction de ’exercice 1.
On note 0 la détermination principale de argument de z.

(1)

FIGURE 1. Le complexe z et 2/, son symétrique par rapport a l'axe des y.

Si 0 €]0, x|, alors z et 2’ sont tous les deux dans U. #’ la détermination principale de 'argument de
!

z' (voir figure[ll On a
040 =m,
et donc
0 =n—0¢€]0,n|,
qui est donc la détermination principale de ’argument de z’. On a alors
Ln(z") =In|z'|+iargz’ =In|z| +i0 = In|z| +im — 0 = im + Ln ()

et donc, d’aprés le point [3] de la proposition [2.31] du cours, on a

Ln(z') = im + Ln(z). (1)



FIGURE 2. Les complexes z et 2’ dans le cas ot 0 €] — 7,0].

(2)

Si# €] —7,0[, on a encore z et 2’ tous les deux dans U. On a cette fois-ci :
0+6 =—m,
et donc
¢ =-m—0¢€]—m70]|
et donc, de nouveau grace au point [3 de la proposition .31l du cours
Ln(z') =In|Z/| +iarg2’ =1Inl|z| +i0' =In|z| —ir —if = —ir + Ln (2),

et donc

Ln(z") = —im + Ln(2). (2)
Correction de 1’exercice 2.

(1) D’apreés la proposition du cours, pour paramétrer le segment [zg, 21], il suffit de trouver un
quelconque paramétrage, défini par exemple sur [0, 1], qui varie de fagon affine en ¢ et qui vaille zy pour
t = 0 et qui vaille z; pour t = 1. En effet, dans ce cas,

Vi € [0,1],v(t) = At + B,

ou A et B sont des complexes. En séparant partie réelle et imaginaire, on constate que cela est équivalent
a
x+iy =z="(t) = Ay + Byt + (A, + Byt),

et donc z et y sont affines en ¢. Ils valent respectivement 2y, et zg, pour t = 0 et 21, et 21, pour
t =1 et décrivent donc respectivement les intervalles [2¢ 2, 21.2) €t [20,y, 21,y4], quand ¢ décrit [0, 1]. Ainsi
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ce paramétrage fournit bien un z qui décrit le segment [zg, z1] quand ¢ décrit [0, 1]. On peut mettre tout
cela sous la forme

vyt 2 S(t) ’ (32)
avec
vt € [0,1],v(t) = At + B, (3b)
A = zp, (3¢)
A+ B =z. (3d)
Les deux équations ([Bd) et (Bd) sont équivalentes &
A = 2z, (4a)
B = z1 — 2, (4b)

et donc un paramétrage donné par 'équation (D) de 1’énoncé.
L’équation (L) de 1’énoncé est aussi équivalente a
vt e [907 01]7 ’}/(t) —w= Teita

ce qui se traduit par le fait que, pour ¢ décrivant [0y, 1], le vecteur w'y(t; fait un angle égal a t avec
I’horizontal et que la distance wy vaut . Ainsi (¢) décrit bien 'arc de cercle de la ﬁgurede I’énoncé.

Correction de ’exercice 3.
11 suffit d’utiliser la proposition [5.1 page 51| du cours. On vérifie que I’hypothése (B.) est vérifiée. Ensuite, on
définit la fonction f a partir de ’équation (52]) du cours qui donne aprés calculs

(z+1)

el JB) = T sy

Les poles de f correspondent aux zéros de

2(2271782'2).

Les poles a l'intérieur du disque de centre 'origine et de rayon 1 appartiennent & I’ensemble

{0,4i-iVT5},

Chacun de ces poles est d’ordre 1 et le lemme du cours permet de calculer les résidus de f en ces
points donnés par

. 15v15 — 4415 — 60 + 154
’ —60+ 1515 '

On en déduit alors I'intégrale I de I’énoncé, qui correspond exactement & 1’équation (53) et qui vaut, selon
léquation (G4 du cours :

I=-2/15V157.
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