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Correction de 1’exercice 1.
Cet exercice est trés proche de I'exercice de TD B.4l!

Automne 2018

Il suffisait d’utiliser la proposition[3.16 page 31]du cours puisque la fonction f, admet une primitive, holomorphe

sur C. La primitive de la fonction f vaut F' définie par
1
F(z)= 5622;
D’aprés la proposition du cours, il vient
1= / f(z)dz = F(B) — F(A).
el

On a compte tenu des valeurs de A et de B :

~
|

(€(3+2i)2 _ e(1+i)2) ,

(65+12i - eQi) ,

=N =N =

(656121' B eQi) :

et donc
I =

N~

Correction de 1’exercice 2.

(€° cos12 — cos(2) + i (e”sin 12 — sin(2))) .

(1) (a) La figure représente I’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible irrotationnel puisque les

lignes de courant et les équipotentielles semblent étre perpendiculaires.

(b) Cette figure a été réalisée avec la fonction f définie par

2

flz)=¢*

Les dérivées partielles de f existent et sont continues et donc 'aspect dérivable de f est équivalent

aux conditions de Cauchy-Riemann, qui traduit l'aspect incompressible et irrotationnel. Voir sec-

tion du cours.

(c¢) Les équation des lignes de courant sont données par

Yp=Imf=C,

ol C est une constante. Ici, on a, pour z = = + iy, 22 = 22 — y? + 2izy et donc

f(z) = ¥ TVIHRiny _ oot —y® p2iny _ 2t~y cos(2zy) + i Y’ sin(2xy)

et les équations de lignes de courant sont donc

" v sin(2zy) = C.

(2) La figure ne représente pas 1’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible irrotationnel puisque

les lignes de courant et les équipotentielles ne semblent pas perpendiculaires 7 La fonction f utilisée est

deéfinie par f(z) = zRe(z) qui n’est pas dérivable. Voir exercice de TD [[3



Correction de 1’exercice 3.

(1) On choisit les paramétrages successifs suivants des deux arcs de cercles de centre l'origine O et des deux
segments constituant I :

Ye : z = e pour 6 € [1/2,0]; (1a)
vr : z = Re" pour § € [0,7/2]; (1b)
[e,R] : z=tpourt€ [g, R|; (1c)
[iR,ic] : z =it pour t € [R,¢]. (1d)

On a aussi
/ f(z)dz = / f(z)dz + f(z)dz+ f(z)dz + / f(z)dz.
r r. Tr e, R] [iR,ie]

Ainsi, grace aux deux paramétrages (Id) et (Id)), il vient pour chacun d’eux dz = dt et dz = idt de sorte

que :
/Ff(z)dz/ra F(2)dz + g f(z)dz+/ff(t)dtﬂ'/;f(it)dt

R it R ,—t
f(z)dz + f(z)dz+/ —dtfi/ —dt
r. T'r € t € t

7

R ’Lt R €7t
/ f(z)dz = / f(z)dz + / f(z)dz +/ £t - / —dt. (2)
r Ve YR € < 0
(2) (a) D’aprés la définition (D), on a dz = Rie??df et

/ fz dz—/ f(Re®)Rie®dd,
YR

/2 ez(Re"e)
_ s 0
= Rz/o Toeil e db,

/2 e
iy / e g
0

L RICCEL /0 "2 net gy 3)

(b) La fonction sinus, dont la dérivée seconde est égale & son opposée, est donc concave sur [0, 7/2], ce
dont on déduit que la courbe est au-dessus de sa corde, d’équation y = 20/, soit

et donc

et donc

V0 € [0,7/2], sinf > 29. 4)
T
(¢) D’apres @), on a

f(z)dz| <

[l
/ 7Rsm9d9
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et on déduit de @) que

/ dz S/ —Rsméde
s/ ~24 4p,
ZRXW
- R(e *1)’
™
=55 (1—¢71),
™
<
= 9R

et donc

dont on déduit immeédiatement que

REI—Ii-loo LR f(z)dz = 0. (6)

(3) De la méme facon que I'on a établi (@), on a dz = cie’?df et
0

f(2)dz = f(ee)eiet?dp,

Ye /2

/2 i(sew> )
S— / € e,
0

cett

/2
si [ e
0

A ey =i /O "2 e g (7

lir% e =1, (8)
=0

et donc
(a) A 6 e[0,7/2] fixé, on a

(b) On a donc la convergence simple de la fonction 6 — =i’ vers 1 sur [0,7/2]. Si la convergence était
uniforme, on pourrait écrire donc que

T/2 0 /2 o /2 -
lim e do = / lim e**¢ df = / do = —
0 0 0 2

e—0 e—=0
e>0 e>0

et en déduire, selon () que

i
%1;{%/5 f(z)dzf—?. (9)
Malheureusement, cette convergence n’est pas a priori uniforme. Cependant, le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue [I.3] du cours est aussi valable pour une fonction & valeurs dans C. Il
suffit donc, pour pouvoir ’appliquer de majorer chaque fonction 6 > esie”’ de fagon indépendante
de ¢ par une fonction intégrable sur [0, 7/2], ce qui est aisé car

. i0 _ .
efie —e esin @ < 1.
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(4)

Polytech

Remarque 1. Puisque, & 6 € [0,7/2] fixé, on a

T _ .
’eRze <e Rsin 6

on déduit d’une part que a 6 €]0,7/2] fixé, on a

lim efie” =0
R—4oc0
et d’autre part que, que pour tout R > 0, on a

eRz‘e“’

<1.
Ainsi, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue [I.3] assure encore que

lim f(z)dz=0

R—+oc0 R

et cela pouvait nous permettre d’éviter de passer par la question [2]!

La fonction f : z — e%*/z est holomorphe sur C*. Ainsi, elle n’a aucune singularité a Pintérieur du
chemin T'. Ainsi, d’aprés la formule du résidus (formule 334) du cours, on a

/ f(z)dz = 0. (10)
r
Ici, on n’a méme pas de résidu a calculer!

Synthétisons tous les résultats : d’aprés (@) et (I0), il vient, pour tout € et R

R it R —t
/ f(z)dz+ f(z)dz +/ —dt — / —dt =0.
e R et e ¢

ce qui donne, en séparant partie réelle et imaginaire

R ot

/8 m%dtﬁ{e (L F(2)dz + /m f(z)dz> =0,
R .

/ %dt +Im < (2)dz + (2)dz = 0) .
£ Ye

Enfin, d’apres (@) et (@), il vient en passant a la limite quand e — 0 et R — 400

TR

R —t

cost —
lim ST dt=o,
e—0 t

R—+o00”€
sint

lim g = L
e—0 t 2

R—+o00
ce que 'on peut noter sous la forme finale

+oo _ -t
cost—e y_y, (11a)
0 /
+0oo o
/ %ntdt - g (11b)
0

Remarque 2. Les intégrandes de ([I]) sont prolongeables par continuité en zéro donc la convergence en
zéro etait acquise dés le début. Attention cependant, ces intégrales ne sont que semi-convergentes au
sens de l'intégration de Riemann : on a

. T cost — et
lim —— | dt = 400,
R—+oc0 0
+00 | i
sint
lim — | dt = +00.
R—+oc0 0 t
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Au sens de I'intégration de Lebesgue, les fonctions intégrandes ne sont donc pas dans L' (R ).
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