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Université Claude Bernard | (

Mécanique 4A OMI3 Automne 2019

‘ Corrigé de ’examen du 27 Novembre 2019

Ce corrigé renvoie a des références du cours; priére de consulter la derniére version disponible sur http://
utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

Correction de 1’exercice 1.

(1)

Nous utilisons tout d’abord le résultat (222 du cours qui permet d’écrire :

e = e TW = %,

Puis l'équation (227) du cours permet de conclure.
Puisque

f(z) = f(z,y) = € (cosy + isiny), (1)
les dérivées partielles de f valent respectivement

of o .
9g (&ry) = € (cosy + isiny), (2a)

g—;j(m,y) =e” (—siny +icosy), (2b)

qui sont continues; ainsi f est différentiable en tout point de R2. De plus, on a

of o,

Les conditions de Cauchy-Riemann sont donc vérifiées et d’aprés la proposition du cours f
est dérivable; de plus, d’aprés 'équation (LIH) du cours et ([Zal), on a
f(z) = €” (cosy +isiny) = f(z).
Pour tout z =x + iy € C fixé et H = h + ik € C, on calcule
a=fz+H) = f(2).
Il vient, par définition,
o = f(l'+h,y+k)*f(l',y),
= ("™ —€”) (cos(y + k) + isin(y + k)) + (cos(y + k) — cos(y) + i(sin(y + k) — siny)) e”.

En écrivant les développements limités des fonctions exponentielle, cos et sinus au voisinage respectifs
de z, y et y, on obtient, en écrivant que o(h) et o(k) ne dépendent respectivement que de h et k (mais
éventuellement de x et de y) :

e® " = he® 4 o(h),
cos(y + k) — cos(y) = —ksin(y) + o(k),
sin(y + k) — sin(y) = k cos(y) + o(k),


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

et donc
a = (cos(y + k) + isin(y + k))(he” + o(h)) + (—ksin(y) + ik cos(k) + o(k))e”,
=e” (h(cos(y + k) + isin(y + k)) + ik(cos(y) + isin(y))) + o(h) + o(k).

On écrit aussi

cos(y + k) = cos(y) + e(k),

sin(y + k) = sin(y) + (k),
ou (k) (fonction générique, toujours notée ainsi) tend vers zéro quand k tend vers zéro. On a donc

a = e” (h(cos(y) + isin(y)) + ik(cos(y) + isin(y))) + o(h) + o(k),
= e”(cos(y) + isin(y))(h + ik) 4+ o(h) + o(k),
et donc
fle+hy+k) = f(x,y) = fz,y)H + o(h) + o(k),

et donc, pour tout H # 0 :

flz+H) - f(z) o(h) + o(k)
H H

On remplace o(h) et o(k) respectivement par ke(k) et he(h) :

— )+

ke (k) + hs(h)‘ [hl + Ik
— | <max(|g(k)], le(h)]) ’
H| |H|
et en écrivant ’équivalence des normes sur R? :
(16 + 1%
< Cmax (le(k)|,[e(h)]) ——%7—
|H|
< Cmax ([e(k)], [e(h)])
qui tend vers zéro quand H tend vers zéro. D’aprés (@), on a donc
. flz+H)=f(2)
g S =) .

Cela implique que f est dérivable (au sens complexe), de dérivée égale a elle-méme.
Correction de ’exercice 2.

Remarque 1. Les résultats de la proposition 1 de I’énoncé sont montrés dans ’examen du 22 Novembre 2019

et son corrigé.

Donnons maintenant le corrigé & proprement parler de I’exercice.
On pourra consulter les url suivantes :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_cosinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arc_sinus
https://fr.wikipedia.org/wiki/Trigonométrie_complexe

(1) La fonction sinus complexe étend la fonction réelle & C tout entier et est donnée par la proposi-

tion du cours et est rappelée ici :

) e
Vz € C, smsz. (5)
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(2) (a) Pour z € C donné, on cherche donc un complexe & vérifiant
siné = z. (6)
Compte tenu de la définition du sinus, cela est équivalent &
et — e~
— e =%,
29
soit encore a
et — e = 24z,
et puisque €’ est non nul, ¢’est équivalent &
L2 e L
(ezg) — e eit = 24z,
soit encore a
a2 .
(e’g) —2ize —1=0.

En posant
Z =eé". (7)
on obtient donc 1’équation du second degré suivante (en Z) :
72 —2i27 —1=0, (8)

(b) Pour résoudre (8) on calcule le discriminant réduit donné par
8 =(iz)*’+1=1-2%

On sait que ce nombre complexe admet deux racines carrées. On a vu précedemment (voir proposition
rappelée en début d’énoncé avec n = 2) que la fonction /- est définie sur C et est la fonction
réciproque de z — z2. On peut considérer I'une des des racines de 1 — 2% définie par V1 — 22. Les
deux racines Z de (8) sont données par

Z=izx\1-22 9)

(¢) Ces deux racines sont non nulles, car leur produit vaut :

a= (iz—|— 1—22) (iz— \/1—22) = (iz)? — (\/1—22)22 —2% - (\/1—22)2,

soit encore, d’aprés la formule ([C.24) de annexe du cours, avec n = 2 :
a=-22—1+22=-1#0.

On choisit arbitrairement 'une des deux racines, donnée par iz + /1 — 22. D’aprés (), on sait que
& vérifie donc

e =iz 4+ /1 — 22,
et donc, d’aprés ce qu’on a vu sur le logarithme complexe, défini sur C*, on peut donc choisir &
vérifiant

i{an(inr 1722),

qui est défini puisque
iz+V1—22#0. (10)
On pose donc conventionnellement
Vz € C, arcsin(z) =—iLn (zz +v1- 22) . (11)
Par construction, on a

Vz € C, sin(arcsin(z)) = z. (12)
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Remarque 2. On aurait pu considérer I’autre racine et poser conventionnellement

Vz € C, arcsin(z) = —iLn (zz —V1- 22) . (13)

e (P (1) +(-2)1)

on utilise (). On a successivement, en posant

() (1))
=2 (o) - (1) v (e 1) (1)),

(3) Pour calculer

1
1/, 1 9 1 N 1
_g(e +§+2—6—§+2+2’L(6—6—2)),
1 A 1
ACRICErY)
et donc
1 1
2 _ . 2
1-=2 —1(4—2—2(6 —;)),
et donc

1—22=i(2—i(e2—6i2)). (16)

Pour chercher ¢ = v/1 — 22, on utilise la méthode de I’annexe de I’annexe [A] du cours : On pose u =

1—22=a+1ibou
1
a:§,
b= 1 (- %)

et on cherche le nombre ¢ sous la forme

(=a+ip
On a donc
o? %(aJr\/m),
B2 =1(—at V@ TPR).
On a

et donc

soit encore

62

On a donc

S-S
o o
I+

|

{c)<:|:42
B==+4(
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On discrimine grace a I’étude du signe de a3 fourni par
af=5b/2<0

et donc on a les deux racines suivantes :

22

Conformément au choix de I’annexe [C] on choisit la racine & partie réelle positive :

2 1 1
4 e e
I1 nous reste donc a calculer

({24 (-99) 2 ((+1) (D)

_ iIn <§ ((e—i—é) (i+1)+ (e——) (—i—l))),
iLn(? <e(z‘+1i1)+—(i+1+i+1)>>7
~ itn (? <£(2+2z‘)>>,
- (1)

oo Li=VEeT

et donc

1 ix
n=—tLln (—64)
e

et par définition du logarithme complexe

o) ) )
e (2(+2)+ ) -

(4) On a vu en cours (proposition [2:38 page 27) que la fonction z'/2 est dérivable de dérivée 1/2271/2. Cela
est vrai sur C\ R_. Compte tenu des résultats précédents sur la racine, on en déduit que

1

et donc, finalement :

+i. (17)

IS

Vze C\R_ = —. 18
Z€C\R-, (V3 =5~ (18)
De méme, le logarithme complexe est dérivable sur C\ R _ de dérivée 1/z :
1
Vze C\R_, (an)':;. (19)

Grace a la propostion [ du cours, on peut donc dériver successivement en utilisant ([IR) et (@), si
1 — 22 n’est pas un réel négatif ou nul, on a

( /—1722)’77 2z __Z
CoVI—22 J1-27
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et si 1 — 22 n’est pas un réel négatif ou nul, on a donc

/ z )
. —\ _ . . . —
(zz—i— 1 z) =1 \/1722—\/1722(22—1— 1 z)

Ainsi, si 1 — 22 et iz + v/1 — 22 ne sont pas des nombres réels négatifs, alors

r (2 vI-22) / 1 '
(tn (i vi=22)) = EEVIT) L (o i) S
iz + V1 — 22 V1-— 22 iz+V1—22  J1-—22

Ainsi, grace & (), on a si 1 — 22 et iz + v/1 — 22 ne sont pas des nombres réels négatifs, alors

1

. li

arcsin(z)) = ——. 20
(aresin() = —=— (20)
On peut montrer que 1 — 22 n’est pas un réel négatifs ssi z appartient a C privé de ] — oo, —1JU[1, +o0].
L’é¢tude des z tels que iz + V1 — 22 n’est pas un réel négatif est plus difficile et, en fait, inutile. On

admet en utilisant (20), que arcsin est dérivable sur C \ (] — oo, —1] U [1, +00[) et que
1
VzeC — 00, —1JU[L, +o0]), (arcsin(z)) = ——. 21
\ (] Jul . (2)) ig (21)

(5) (a) Supposons z réel. On a alors
2] >1«<=1-22<0. (22)

— Dauns le cas
2] > 1, (23)
le réel 1 — 22 est négatif et sa racine est égale & V22 — 14 et par définition

arcsin(z) = —iLn (zz +Vz22 = 12') ,

et donc
arcsin(z) = —iLn ((z + \/22——1> z) . (24)
On a
Vz>1, z++v22-1>0, (25a)
Vz< -1, z+vz22-1<0. (25b)

En effet, si z > 1, ¢’est immédiat. Sinon, c’est équivalent a

VZ2—-1< -z,

et donc a
22 —1< 22

ce qui est vrai. Compte tenu de (25), on a donc

Vs 1, (a4 Ve 1)i=|et V1|7,
ve< -1, (4 VE1)i=|et VE- 1|,

Dans le premier cas, d’aprés (24]), on a donc, d’aprés la définition du logarithme

arcsin(z) = —i <1n‘z+ \/z21‘+%r> :gfiln‘er \/z271‘.
Dans le second cas, on a

arcsin(z) = —i <1n‘z+ \/z271‘ %) :fgfiln‘er \/z271‘.
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Bref, on a donc, pour tout z réel dans | — oo, —1[U]1, 400,

Vz > 1, arcsin(z) = g —iln‘z—i— V22— 1‘ ,
Vz < —1, arcsin(z) = —g —iln’z—i— EZES 1‘

ce qui peut se condenser en
Vz €] — 0o, —1[U]1, +o0[, arcsin(z) = signe(z)g —iln ‘z +v22 - 1‘ :
— Dans le cas

2] <1,

la nombre v/1 — 22 est un réel positif et en posant
n=riz+v1-—22
on a alors
[n=vz2+1-22=1.

De plus, Pargument de 7 est dans | — w/2,7/2[. On a donc

= et

ol

In|

z
0 = arcsin <—> = arcsin(z
de [-1,1] dans [r/2,7/2]). D’aprés (), on a donc

ol ici arcsin est la fonction réelle (

arcsin(z) = —i (i0) = arcsin(z)
On a donc
la fonction arcsin définie sur C coincide avec l’arcsin réel habituel sur | — 1, 1].
— Enfin, dans le cas
|2l =1,

on a z = +1 et d’aprés (1)),

arcsin(z) = —iLn (i) = —¢ <:I:%) = :l:g = arcsin(z),

(26a)

(26b)

ou ici arcsin est la fonction réelle (de [—1,1] dans [7/2,7/2]). On peut donc prolonger (29), par

la fonction arcsin définie sur C coincide avec 1’arcsin réel habituel sur [—1, 1].

Dans ce cas, on remarque que (1), peut se prolonger en
Vz €] — oo, —1] U [1,+00[, arcsin(z) = signe(z)g —iln ‘z +Vz22 = 1‘ .

(b) On retrouve l'arcsin réel (voir (BI)).

(31)

(32)

(6) (a) On raisonne comme dans les questions [[et 2al La fonction cosinus complexe étend la fonction réelle

a C tout entier et est donnée par la proposition du cours et est rappelée ici :
eiz + efiz

2
Pour z € C donné, on cherche donc un complexe £ vérifiant

VzeC, cosz=

cosé = z.

On procéderait comme précédemment.
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(b) On admet que

VzeC\ (] — oo, —1]U[l,+00]), (arccos(z)) = f\/%. (33)

Si on compare & (ZI)), on a donc
Vze C\ (] — oo, —1]U[1,4+0c0]), (arcsin(z))’ + (arccos(z))’ =0,
et il existe donc C telle que
Vz e C\ (] —oo,—1JU[1,+0]), arcsin(z) + arccos(z) = C.
Pour z =0, on a donc
T

Vz e C\ (] — o0, —1JU[l,+0o0[), arcsin(z)+ arccos(z) = — (34)

5"
Les fonctions arcos et arcsin sont continues au voisinage de (] — oo, —1] U [1, 4+00[) par dessus et il
vient donc en faisant tendre z vers un point de (] — oo, —1] U [1, +00[)

Vz € C, arcsin(z) + arccos(z) = g (35)

Remarque 3. L’équation (B3] est aussi valable naturellement pour les fonctions réelles (sur [—1,1])
et la preuve se fait de la méme fagon, dans R!

Remarque 4. L’équation (B3] nous fournit Pexpression suivante

arccos(z) = g +4iLn (zz +V1- 22) . (36)

Correction de ’exercice 3.
Le calcul présenté est trés proche du calcul de 'intégrale de ’exercide de TD

Remarque 5. Calculons tout d’abord l'intégrale

+oo 1
I = ——dx.
/,oo o S e

1
A4+ 22417

Considérons f définie sur C par
f(z) = (37)

Les poles de f sont donnés par

A4 24+1=0,
soit, en posant U = 22,

U?+U+1=0,
de solution U = j = €2™/3 ou U = j = e~%"/3. On obtient donc

2 = de®i/3,

On peut aussi remarquer que les poles de f sont les racines carrées de j et j2, soit 52 et +5 (puisque j* = j).
Seuls j et —j2 ont une partie imaginaire positive.

Les poles de f a partie imaginaire positive sont j et —j2. (38)

On peut appliquer la proposition du cours, on a directement

R
lim [Rf(x)dx = ZiW%:Rés(f, a) = 2im (Rés(f, j) + Res(f, —j%)) -

R—o0

et donc
I = 2im (Res(f,j) + Res(f, —5%)) -
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Ces poles sont d’ordre 1 et d’aprés le lemme du cours, on a, pour a € {j, —j*},

1
Ré¢ =—0.
(ho) = s
En particulier, pour o = j, on a
1 1 1
Reés(f,j) = — - = - = -,
D) =552 =172~ 2240
et pour o = —j2,
1 1 1
R’ — i2 = = — = — .
SU ) = Te 9 T a2 a )
On a donc
1 1
I =irm 2— 9 2
+J +J
Or, on a

et donc successivement

T

=5 l—i—-2-7),
2+ -7)
im(1+ 2j)
IR R Ty
_im(1+2))
R
im(1+25)
O 2—j+1+j
o im(1425)
= 3 ,
et puisque
1 V3
AR
on a
o im(1-1+iv3)  ir (iV3)
B 3 B 37
et donc finalement Y
3
=YX (39)
3
Donnons maintenant le corrigé a proprement dit.
(1) On consideére la fonction R donnée par
e2iz
R(z) = ———. 40
) 22+ 22 +1 (40)

Les poles de R sont donnés par

A4 24+1=0,
soit, en posant U = 22,

U?+U+1=0,
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de solution U = j = €2™/3 ou U = j = ¢~2""/3, On obtient donc
2 = de®i/3,
On peut aussi remarquer que les poles de R sont les racines carrées de j et j2, soit 32 et +j (puisque
j* = j). Seuls j et —j2 ont une partie imaginaire positive.
Les poles de R a partie imaginaire positive sont j et —j2. (41)
Comme dans le corrigé de 'exercice de TD on peut montrer que
lim |2R(z)|=0.

On peut donc appliquer la proposition du cours.
Les poles de R sont d’ordre 1 et d’aprés le lemme du cours, on a, pour «a € {j, —j°},

€2iz
Reés(R =
és(R. ) 423 4+ 22
En particulier, pour o = j, on a
0207 0207 0207
Reés(R - = >
Rd) = 559 = 1535 202+ )
et pour o = —j2,
e—2ij° e—2ij° e—2i5°
Rés(R, —j%) = - = — o = — 5N -
( 77 —426 — 242 2(225 + 52) 2(2+52)
On a donc
| R Rl e2ii e—2ij2
im x)dr = 2iw — ,
R—co J_p (z) 22+34) 2(2+35?

et donc par imparité

(2 2ij —2i5°
K / cos(2x) _cos(2x) . .- e - e—‘ 7
r+a2+1 247 24742

€% = exp <2 (1 * Zf)) e V3~

= ef‘/g“'.

e~ V3—i o= V3+i
K=1r — — - )
2457 2442
—1i +i
_ o VBin (e_ _ e_> ’
245 2442

—i +i
— e Viir [ — -2,
2+5 2442
V3, (cos(l) —isin(1)  cos(1) +isin(1))
= T — ,
2+ 2457

Or

et de méme
o~ 2id”

On a donc
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On peut finalement montrer en faisant un calcul identique a celui de de ’exercide de TD (.21 que
K= @6_\/3 (\/gsinl + cos 1) .

(2) (a) On utilise la régle de linéarisation

(42)
1-— 2
sin?(z) = 1= cos(2r) x),
2
et on a donc (on vérifie au préalable que les toutes intégrales existent)
“+o0 <2 “+o0 o “+o0 “+o0
/ sin®(x) . 1/ 1 — cos(2x) dr — 1 / 1 I 7/ cos(2x) d
oo 2?41 2 ) o Tr+224+1 2 \J_ o r+22+1 oo T2 +1
et donc, en posant
+oo i 2
S (43)
oo X1
on a .
=5~ K), (44)
ou
+o00 1 ( )
1 :/ ——dx. 45
w Tr+ 241
(b) On donne (voir remarque [
3
I= % (46)
On a donc, d’aprés ([@2)) et (@)

1({V3r 3« 3 .
J—§<T—Te (\/gsml—i—cosl) ,

g V3T

et donc

(1 —e V3 (\/gsinl +cosl)) ,

Correction de 1’exercice 4.

(47)
La distribution vp (1) de D’ (R) est définie dans 'exemple[6.29 page 96| du cours, par 'équation (G.57), rappelée
ici :

1
Vo € D (R), <Vp (—) ,¢> - 1im/ ) g, (48)
x e—0 x
>0 7 lzl=e
ol on note abusivement

/ Mc[m:/ Mdm
lz|>e L ]—o0,—€]Ule,+o0[

x
On multiplie cette distribution par la fonction C*°, zg (qui note abusivement = — zg(z)). On a donc d’apreés
la définition du cours,

ven®, a= (G (;).0)=(w() @0o),
ce qui vaut, d'aprés (@8),

a = lim zg(z)¢(x) dx.
228 ]—o00,—¢€]U[e,+o0[ €
et donc
o = liny §(@)$(x)ds
=30 J1—o00,—€]Ule,+oo[
Polytech
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Or, jiioo U +Oo[g(x)¢)(x)dx tend clairement, quand e tend zéro (puisque g(x)¢(z) est continue et & support
compact, donc intégrable sur R) vers

[ sttt = (g.0)
B voeD®, (o (1).0) =0, (19)
soit encore

dans D' (R), (zg)vp (é) — (50)

Correction de ’exercice 5.
On renvoie & la correction de Iexercice de TD que l'on rappelle ici :

(1) Pour tout n, on pose

1
I, = n/ £ £ (¢)dt.
0

Dans cette intégrale, on fait le changement de variable u = n(1—t), on obtient t = 1 —u/n et du = —ndt

et donc 0
he [ 02 5 2

In/on (k%)nf(p%)du. (51)

soit encore

On a
Vue0,n], 1- % >0, (52)
et on a aussi usn
VueRy, lim (1 - —) _—— (53)
n—o00 n

En effet, pour n > 0 et pour n > wu, on écrit

n In(1-—%
(1 - E) = exp (M(UO : (54)
n “n
Par ailleurs, on a aussi, puisque f est continue en 1 :
. u
VueR,, nlgréof@ - E) = f(1). (55)

On définit la fonction g, définie sur R par

1-9"f(1-1), siuel0,n)
Ve Ry, guw) =] 78 FI=5), suclnl (56)
0, si u €]n, 00|,
De sorte que
+oo
YneN* I,= / gn(u)du. (57)
0
Montrons que
vuelo,n), 0< (1fﬁ>n<e—“ (58)
K K — n — *
Pour cela, on utilise le fait que (par convexité ou Taylor-Lagrange)
Vh > —1, In(l+h) <h. (59)

Pour u € [0,n[, on pose h = —u/n qui est bien strictement supérieur & —1, on obient donc
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ce qui implique
et donc

et

ce qui permet de conclure en prenant I'exponentielle. Si n = u, (B8)) est vrai. De (B8], on déduit donc
Vu € RJrv |gn(u)| < Meiua (60)

ou M le maximum de |f| sur [0,1], qui existe car f est continue. La fonction u — Me ™ est dans
L'(R ). De (B3) et (535), on déduit donc

Vue Ry, 1Lm gn(u) = g(u)v (61)

ou g(u) = f(1)e ™. Ainsi, d’aprés (60) et (€1I), les hypothéses du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue sont vérifiées et on peut écrire
+oo +oo +oo
lim gn(w)du= lim g(u)du = / F(1)e="du = £(1), (62)
0

n—+oo Jq n—+o0 Jq
et on retrouve donc (G7]).

(2) La fonction g, est dans L!(R). Si on applique le résultat de la question [ & toute fonction ¢ € D (£2),

on a
1

li =¢(1
[ ga(elt) = o(1),
soit encore, compte tenu de la définition de g, :
+oo

lim gn()0(t) = 61(0),

n—-+oo o
ce qui traduit donc que, dans D’ (2), on a

lim g, (t) = 01.

n—-+oo

(3) Oui, on peut mais c’est plus technique :

Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que

veel-n1l, [f@2)-F) <7 (63)
Pour tout n, on a par ailleurs,
1 1-n 1
n/o ¢ f(t)dt—f(l)‘ < n/o ¢ f(t)dt‘—i— n/lnt FO)dt— F(1)],
et donc en posant
1flloe = max 1£@)
on a
1 1-n 1
Vn € N, n/o ¢ f(t)dt—f(l)‘ SnllfHoo/O it + n/l_nt f(t)dt—f(l)‘. (64)

Le premier terme vaut
n
" 1= n+1
1 lloe g (T =™,
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et donc, d’aprés (64,
n

Vn € N*,
n+1

1-n)""+

1

o [ s | <1l
0

Majorons maintenant le second terme : d’aprés (63), on a

Vee[l-nl, f(1)-<IO <)+

n/li (bt — F(1)] . (65)

=] ™

et donc -
nt" (f(l) - Z> < nt"f(t) < nt" (f(l) + ) ,
et en intégrant en t € [1 — ), t], il vient

n(f(l)—%)/ll t”dtgn/l1 t”f(t)dtgn(f(l)—i—%)/ll tndt,

-n -n -n
ce qui implique aprés calcul de U'intégrale et en soustrayant f(1)

w(r0-5) (g - S s <n [ e sm < (70 +5) (7 - ) s

I

— n+l  n+1
ce qui implique

1 (- S ) - (- ) = [ g

s (g ST ) o (-

A e et n > fixés, puisque 1 — 7 < 1, la limite de (1 — 1)" est nulle quand n tend vers I'infini. Ainsi, il
existe N1, Ny et N3 tel que

n 1 3
Vn > Ny, ||f||oon—H(1_77)n+ <z

<3
o o (e
_ )t
v = N, Z nil_(lni)l S%
Ainsi, d’apres (63), et ([66]), pour n > max(N7, N2, N3), on a
n/l t"f(t)dt — f(l)‘ <e.
On a donc montré i )
ngrfoon/o 1 F ()t = F(1). (67)
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