POLYTECH-
LYON

Mécanique 4A OMI3 Automne 2013

‘ Corrigé de ’examen du 3 décembre 2013

Ce corrigé renvoie o des références du cours; priere de consulter la derniére version disponible sur
http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

Correction de ’exercice 1. Exercice issu de w, p. 119, exemple 2|.
On est dans le cas typique des intégrales du deuxiéme type (voir section et 'exemple du
cours).
On intégre la fonction
1

&) =172 (1)
sur le chemin i indiqué dans I’énoncé. Il est défini par la réunion du segment [—R, R] et du demi-cercle de
centre 0, de rayon R et inclus dans R ., parcouru une seule fois dans le sens trigonométrique.
Le dénominateur de f est nul ssi 22 + 1 = 0. Ainsi, la fonction f est holomorphe sur C\ {i, —i}. Les points i
sont des poles simples de f. Le seul pole de f a lintérieur du chemin est égal & i (pour une valeur de R assez
grande). Le résidu de f en ce point vaut, d’aprés le lemme du cours

1 1

Res(hd) = g ~ oy
soit donc
1
2 ) — —. 2
Res(f) 7’) 2 ( )

Par ailleurs, le théoréme des résidus du cours nous donne
f(z)dz = 22'7TZ Reés(f, ak),
TR k
ol la somme est étendue aux poles de f situés a Uintérieur de vr et donc d’apres ([2))

(2)dz = m. (3)

TR

Enfin, on a en explicitant l'intégrale de f sur vr

5 (z)dz:2/0R do +/CR £(2)dz, )

1422

ou Cg est le demi-cercle de centre 0, de rayon R et inclus dans R ;, parcouru une seule fois dans le sens trigo-
nométrique. Puisque |z f(z)| tend vers zéro quand |z| tend vers 'infini, d’aprés le lemme de Jordan
du cours, fCR f(2)dz tend vers zéro quand R tend vers Uinfini. Ainsi, (3) et (4) impliquent

I=—,
2

ce que 'on pouvait trouver trés rapidement en utilisant la primitive de 1/(1 + 22)!

Correction de I’exercice 2. Exercice issu de m, p. 193].
Attention, dans ce livre et dans ce corrigé, le calcul est présenté pour n quelconque avec

—l<a<n-—-1 (5)


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

Le lecteur, supposé assidu, ménera sans difficulté le calcul pour n =2 a partir de la correction. Pour n = 2, on
a donc bien ’hypothése de 1’énoncé

(1)

Polytech

—-l<a<l. (6)
La fonction donnée par .
VEERY, f(t) = 1itndt, (7)
est positive et conitnue sur R* . De plus, on a au voisinage de 0,
ft) ~ 12,
qui est intégrable puisque —1 < «. Au voisinage de +0o0, on a
o

f(t) ~ t_n = ta_nv

qui est intégrable puisque o — n + 1 < 0. Ainsi, I définie par

o0 ta
I =
/0 1+tm at, ®)

existe.

On consideére v, g, le chemin défini par la réunion de deux segments et de deux demi-cercle, comme

défini sur la figure Sur la figure ce chemin est représenté pour n quelconque,
vérifiant (B)). Sur la ﬁgure ce chemin est représenté pour n = 2. Sur la figure[Il 'angle 3 est donné

par

2w
= —. 9
=2 )
Attention, contrairement au cours, on choisira la coupure suivante de C : C = iR_ ={z€ C,z =
it out <0}.
On intégre la fonction donnée par
. CVIR o e Ln(z) 0
eC\iR_, = = . 1
SeC\iR., (o)== (10)
sur le chemin v, g.
(a) On rappelle que par définition (voir section [2.5.2.2 page 16]), on a
Vz € C\iR_, Ln(z)=I1Inlz|+ iarg(z), (11)

ou arg est la détermination principale de I'argument. Ici, la coupure est choisie égale & C =

iIR_={z€C,z=1itout <0} et donc la détermination principale de 'argument appartenant a

] —7/2,31/2[. Ainsi, z + e* () est définie et holomorphe sur C \ iR _.

— Comme dans 'exercice [Il pour n = 2, les points +i sont des poles simples de f. Ainsi, f est
holomorphe sur l'ouvert Q@ = C\ ({R_ N {i}) et en particulier le chemin v, g de la figure
ne passe par iR _ N {i}. On vérifie donc que le seul pole de f a l'intérieur de v, p (pour r assez
petit et R assez grand) vérifiant donc (I4]), est donné par

20 = i. (12)

— Dans le cas général, les poles de f sont les racines de

1+2"=0, (13)
que I'on résoud en utilisant les racines n-iéme de I'unité. On a, en écrivant z = pe?,
pnezn0 —_1= ewr7
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. Coupure iR _

(a) :m quelconque

Vo r Yo

_ Coupure iR _

(b) :n=2

FIGURE 1. Le chemin +, r considéré.

et donc

9;Z+2k_ﬂ—7
n n

0<k<n-—1.
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Ces poles sont donc tous simples. On vérifie que le seul pdle de f a Uintérieur de v, g (pour r
assez petit et R assez grand) vérifiant donc (I4]), est donné par

z = e/, (15)

Voir la figure f est holomorphe sur l'ouvert Q@ = C\ (iR_ N{z}) et en particulier le
chemin 7, r de la figure ne passe par iR _ N {zp}.
Dans les deux cas, le choix de la coupure inhabituelle C = iR_ = {z € C,z =it on t < 0} est
justifié : f est holomorphe sur 2, dans lequel est inclus le chemin v, r. Cela n’aurait pas été le
cas, pour n = 2, si la coupure habituelle avait été R* .
Le domaine {2 n’est pas convexe et en théorie, on ne peut appliquer le théoréme des résidus[3.27 page 25|

du cours. En fait, celui-ci s’étant pour des ouverts étoilé du type @ = C\ {iR_ N{z}} (voir
[Tau06]). On a donc

/ f(z)dz = 2im Rés(f, 2o)- (16)
Yr,R
On utilise de nouveau
28 28
Ré _ 0 _ 0
eS(f, ZO) [1 + Zn]lz:ZO [nznfl]lzzzo ’
soit donc
4 . Za
Reés(f,i) = 7?71. (17)
nzg,

Remarque 1. Nous avons la propriété suivante qui généralise le cas réel, laissé au lecteur :
VA, B,z € C,z € C\R_ = 24,8 = ;A+5, (18)
De méme, on a

VA€ C, Y0e-lr/2,3r/2 ()" = (19)

Démonstration. On a effet, par définition,
(eiO)A _ €A Ln(eis)’
et donc d’aprés I’équation ([236) du cours, (puisque 6 €] — 7/2, 37 /2] pour la coupure ici considé-

rée).
(ew)A _ pAif

O
En utilisant ’équation (Z35) du cours, on montre que
vmeN, V0eR, (ew)m = ¢im?, (20)
Grace aux résultats (non évidents a priori) de la remarque [l on donc d’aprés (7))
_ : —n+1 im(a—n+1) im(atl) . im(at1) .
) _ 2 Zy (e”/")a " e =n e« T e n e'7 1 im(at)
Res(f, Z) = n—1 = - = = = ——¢ n 5
nzy n n n n n n
et donc d’apres (6]
20w in(at1)
/ f()dz=——e" = . (21)
Yr,R n
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(b) Si z décrit 'un des arc de cercles v, ou 3, on a z = pe'® ot @ décrit I'intervalle [0, 8] ou [3,0] et
p € {r,R}. Ainsi, pour k € {1,3}, on a dz = ipe’?df et

B s
s < [ s
Vi 0 L+2n
On laisse au lecteur le soin de vérifier que
VAER, VzeR, |:4]=]z". (22)
On a donc
B paJrl
f(z)dz| < / de. 23
[ s < [ i (23)
Par ailleurs, en utlisant
|21 — 22| 2 [|21] = [22]],

on déduit de [22))-(23)
f(z)dz

Yk

B a+1 B a+1 a+1
[l [y
o Iz =1 o lpm—1| P =1

Si p = r tend vers zéro, cette quantité est équivalente a
Bptt

qui tend vers zéro quand r tend vers zéro selon (B). Au contraire, si p = R tend vers U'infini, cette

quantité est équivalente a
a+1

e
p

qui tend vers zéro quand R tend vers 'infini selon ().

at+l—n
)

=p

Ainsi, quand R tend vers l'infini et r tend vers zéro, les intégrales respectives de f sur les demi-
cercle de rayons R et r tendent vers zéro :

lim f(z)dz + (2)dz=0 (24)
r—0
R—+oo0 M 3

(c) Explicitons maintenant la valeur de l'intégrale de f sur vo, sur lequel z = t ou t décrit [r, R]. Ainsi

R o
(2)dz = / dt
Yo r L+em

. <ot
rhg%) /mf(z)dz—f—/o 1+tndt (25)

R—+o00

et puisque I existe, on a

Explicitons maintenant la valeur de I'intégrale de f sur 7o, sur lequel z = pe®® ot p décrit [R, 7).
On a donc dz = ¢*¥dp et, compte tenu de (),

T B\ ) R o ifa )
/ f(z)dz:/ (f)ei)nezﬂdp:_/ Lemﬁ/ndp
Yo r 1+ (peif) r 14 preifn

R aifa R fet ) R a
_ pe 2im/n _ _ 2ima/n 2in/n 14 _ 2::' (a+1) 13
= /T 15 rezmnin P e dp = —e e e dp = —e : —dt,

et donc, en passant a la limite,

lim f(z)dz = —etw (ot (26)

r—0
R—+o00 ¥ 72
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Bref, grace a (21I0), @4), 23) et ([28), il vient

I (1 _ e%(aﬂ)) _ _%m imern (27)
n
Puisque (a +1)/n < 1, on a naturellement e** (1) = 1. On a alors classiquement
L 22:1,67:”(04-1)
T 1A (et
2ir
n

e (atl) _ g (D)

2im
n
i (atl) _ g (atl)’

et donc
T
= 28
nsin(m(a+1)/n)’ (28)
et dans le cas de n =2
- (29)

~ 2sin(n(a + 1)/2)’
Correction de 1’exercice 3.

(1) La fonction f(x) = |z| est dérivable sur R* au sens des fonctions et sa dérivée est égale a la fonction
signe, définie par

1, siz >0,
Ve € R, signe(z) =< —1, siz <0, (30)
0, six=0.
Ainsi, en verttu de la formule des sauts (6.52]) du cours ou du lemme du cours, on a
f' = signe, dans D' (R). (31)

(2) On raisonne de méme pour la fonction f(z) = |sin(z)| : elle est est dérivable sur R, sauf 1a ou le sinus
est nul, c’est-a-dire aux points du type k7 ot k € Z. Si sin(x) > 0, alors

f'(x) = (sin(x))" = cos(x) = signe(sin(z)) cos(x),
et si sin(z) < 0, alors
f'(x) = (—sin(x))" = — cos(x) = signe(sin(x)) cos(x).
Bref,
f = signe(f) f', dans D’ (R). (32)
On obtient le méme résultat pour f(z) = | cos(x)|.
(3) Question facultative

(a) Sig et g’ sont localement intégrables, alors, on a de méme,
gl = signe(g) ¢, dans D' (R). (33)

On peut le montrer en raisonnant de la fagon suivante. Soit ¢ € D (R). Par définition,

ol 6) = —(lgl &) / (@) (@
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Considérons les ensembles

I, ={zeR, g(z)>0},
I_={zeR, g(z)<0},
Ip={zeR, g(x)=0},

g et ¢’ sont localement intégrables, g est continue et I_ et I sont des ouverts de R. En effet, par
exemple,

L =g7" (RY),

et R% est un ouvert de R. On peut donc considérer les composantes connexes de I : il existe des
intervalles |a,, b,[, n décrivant un ensemble J au plus dénombrable tel que

I, = U]an,bn[.

neJ

De méme,

I = U]cn,dn[.

neJ

D’aprés les propriétés de U'intégration (de Lebesgue), on a

(gl ¢) = / l9(@)|¢ (x)da,
- / lo@l e + / l9(@)|6 (@)dz + / ot ()i

ce qui vaut, par définition,

- / o@) (@do ~ [ g(0)0/ @)z + [ 0x ¢ (@

_ Io

- / " o) @) — 3 / " ) ).

neJ n neJ n

Au bord de chaque intervalle ouvert |a,, by et |c,, d,[, on sait que g est nulle. Ainsi une intégration
par partie donne

bn
)

bn
(2)6) (x)dr = / ¢ (@)é(x)dz,
dn dy

/ o()é (@)dz = — / ¢ (@)(z)d

n

a

X.
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Ainsi,

oo =3 [ g -3 [ o

neJ v an neJ v n

- / J@ola)ds ~ [ g@o(s

\

signe(g(z))g/(0)o(a)do + [ signe(g(@))g'(2)o(w)ds + [ 0x o(z)da

Iy I_ Io
- / signe(g(z))g/(0)0(a)do + [ signelg(o)g'(x)o()dz + [ signelg(a))g/(2)o()da.
Iy I_ Io
= / signe(g(z))g’ (z)p(x)dx,
= (signe(g)g’, ¢)
et donc
lgl' = signe(g) ¢/, dans D' (R). (34)
(b) Si f et g sont deux fonctions dérivables, on a, au sens des fonctions,
(fog) =(fo9)d" (35)
Si applique cela au des distributions avec f = |.|, de dérivée signe, on aurait

(fog)' = (lgl) = (signeog)g’,
ce qui nous permet de retrouver (33)). Cela n’est que formel car on ne sait pas définir, de fagon
générale fogsi f et g sont deux distributions.

Correction de I’exercice 4. Soit a un nombre réel quelconque.
(1) D’aprés le cas [ de la section récapitulative [[5.3] du cours, I’équation différentielle suivante, au sens
des distributions,
Y] + aYy = 4, dans D' (R), (36)
admet une solution unique (qui est une distribution-fonction) donnée par
e ¥ sit>0,

37
0, sit<O0. (37)

Vt € R, m@:{

(2) Soit F' € D' (R) . D’apreés le cas Bl de la section récapitulative [[.5.3] du cours, ’équation différentielle
suivante, au sens des distributions,

Y' +aY = F, dans D’ (R), (38)
ou F est donnée dans D’ (R) admet une solution unique (qui est une distribution) donnée par
T =FxY, (39)
ou Yy est définie par (37).
(3) (a) Ainsi, la solution de [B8)) avec F' = H, ou H est la fonction de Heaviside, est donnée par
T =H %Y. (40)
Puisque Yy et H sont deux fonctions nulle sur R* , on peut utiliser le lemme du cours :
0, six <0,
Ve eR, (H=x*Yy)(z)= . (41)
/0 H(z —y)Yo(y)dy, siz>0.
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Pour x > 0, on a donc, grace a [37),

(HYo)w) = [ Ho— Yoty = [ ey
0 0
Aprés calcul, on a donc

0, siz <0,

VeeR, T(z)=

ISHE

(1 — e*‘”), sia =0, (42)
, sixz>0.

, sia=0

8

La distribution 7" est évidemment une fonction, qui est dans L (R).

(b) Si F = ¢, la solution de (B8) est donnée par

T = 5l Y. (43)
Or, d’aprés la proposition du cours, on a
T=Y,. (44)

11 suffit d’utiliser [B0) (!) pour calculer cela :
Yy = —aYy + 4, dans D’ (R),
ot la distribution-fonction Yy est donnée par ([B7). Bref, la solution est
T =—aYy+0. (45)

On a vu dans le cours que & n’est pas une fonction de L?. Puisque Yj est une fonction de L2, T
n’est donc pas une distribution-fonction.

(¢) Question facultative

De méme, Si F = 6, la solution de (B8) est donnée par

T = 6(()") *Yp. (46)
Or, d’aprés la proposition du cours, on a
T=y™. (47)
Regardons ce qui se passe pour les petites valeurs de n. On a, pour n =0,
v = v, (48)
Pour n =1, on a d’aprés ([@4))- (@),
vV = —aYy + 6. (49)

Pour n = 2, on dérive de nouveau, en utilisant ([@9) :
Y0(2) = (Yo/)/,
= (—aYo +6)',
= —aYy+ ¢,
= —a(—aYy+9)+ ¢,
= —ad + 8 + a?Yyp,
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et donc

V® = a2V, — ad + &' (50)

Généralisons en procédant par récurrence sur n. Au vu des résultats [{@8)), ([@9) et (&0), on propose
donc de montrer que pour tout n > 0, la solution de [B8) avec F = 8(")_ est donnée par

Y = (-1)"a"Yo + (—1)" a7 4 (1) 26" + L+ (—1)%a Y, (51)
soit donc encore

n—1
Y = (~1)"a"Yo + Y (~1)al 61, (52)
§=0

propriété que le lecteur démontrera par récurrence sur n.

Correction de I’exercice 5. Ce probléme est trés proche du probléme étudié dans la section B4T] du cours
ou dans l’exercice de TD. 11 suffit dans 'équation ([8I7)) du cours de ne pas prendre en compte le terme
f, de poser L =1 et A = 0! On peut aussi reprendre la correction de ’exercice de TD en changeant la
condition aux limites en 1.

Soit f une fonction de [0,1] dans R. On considére le probléme suivant : déterminer u de [0, 1] dans R vérifiant

—u" = f, (53a)
u(0) =0, (53b)
u'(1) = 0. (53c)

(1) On raisonne comme dans la section du cours.

— Posons Q =]0, 1[. On part de la formulation (53al) que I’on multiplie par une fonction v et que 'on
intégre sur [0, 1]. On supposera pour cela que u est dans H?(Q) et f et v sont dans L?*(2). On
obtient donc

1 1
- [ w@oteds = [ f@otds, (54)
0 0
Si ¢ est dérivable, de dérivée dans L2, une intégration par partie donne
1 1
- [(w@ota)ds = [ @) @+ 1)) ' 0)o00),

et puisque u/'(1) =0, on a donc

—/wmwmmz/uwwmmww@mm
0 0

Supposons que ¢(0) = 0. On a donc

‘[wmwwmzﬁ7ummm

Pour que ces intégrales soient définies, il suffit que u et v soient dans H'(Q) et que f soit dans
L?(€2). Bref, on se donne f € L?(f2) et on défini I'ensemble de fonctions V' par
V={veH(Q), v(0)=0}. (55)

Remarquons que V est inclus dans I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] (voir annexe [El) et
donc que v(0) a bien un sens. On cherche donc u € V' tel que

YoeV, a(u,v) =1(v), (56)

ou a est définie par

Yu,v €V, alu,v) :/0 o' ()0 (x)da. (57)
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REFERENCES 11

et L par .
Vo eV, L(v)= /0 F(@)o(z)dz. (58)

Ces définitions sont trés proches des définitions (819), (B20) et (82I]) du cours.
— Supposons maintenant que (B6) ait lieu. On lapplique a v = ¢ € D (2) C V : pour tout ¢ € D (1),
on a donc

1 1
[ w@s@as = [ s
0 0
et donc, en considérant f,u’ € L?()) comme des distributions de D’ (), on a donc
<u/a¢l> - <f7 ¢> =0
soit encore, d’aprés la définition de la dérivée de la distribution u’
V¢GD(Q)7 <_u”_fa¢>7
ce qui signifie exactement que
—u" = f dans D' (Q).
La condition aux limites (53D) est une conséquence de la définition de V. On admet que la condition
aux limites (B3d) se montrer par intégration par parties, grace a (59).

(2) Puisque f est dans L?, u est dans H? et donc (voir annexe [E]) u est de classe C''. On a donc
—u" = f p.p. sur D' (Q). (59)

(3) Bref, on a montré que si u est solution de (B]) alors elle est dans H? N C?, les conditions aux limites
(B30) et (B3d) et I'équation (G3a) est vraie presque partout sur .

Remarque 2. L’existence et l'unicité de la solution de la formulation faible du probléme (E.I0). sont assurées

par le lemme [E.1] du cours : Les hypothéses du lemme [E.1] sont vérifiées :

— On munit V' du produit scalaire (et non de son produit scalaire usuel défini par 1'équation (82T du cours)
donné par

(u, v) = /0 () (2)d

C’est bien une application bilinéaire symétrique. De plus, (u,u) = 0, entraine v’ = 0 et donc u = 0 car
1(0) = 0. Ainsi V est un espace complet.

— a est coercive et bilinéaire, car c’est exactement le produit scalaire de V'!

— On vérifie que L est continue.
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