POLYTECH

LYON Université Claude Bernard

Mécanique 4A OMI3 Automne 2020

‘ Corrigé de ’examen du 12 Janvier 2021

Ce corrigé renvoie a des références du cours et des TD qui ont ont été réactualisés en date du 1°" février 2021 ;
priére de consulter la derniere version disponible sur http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html

Correction de 1’exercice 1.
(1) Voir question [de l'exercice 2
(2) Voir exercice Bl

Correction de 1’exercice 2.
Le résultat de cet exercice sera généralisé dans 'exercice

(1) On consideére la fonction f définie par

z
Les poles de f sont les zéros du dénominateur ; on cherche donc les z complexes tels que
14zt =0. (2)

Pour cela, on détermine une solution particuliére de (2]), en posant par exemple
puisque

On cherche alors classiquement les solutions z de (2] sous la forme

Z = zzy,
ce qui donne
Zh = (220)* = 2125 = —1,
et donc, puisque 2§ = —1, on a
=1

ce qui nous montre que z est une racine quatriéme de 1'unité, donc dans Pensemble {1,4, —1, —i}, ce qui
nous donne :

les poles de f sont les nombres complexes {zg, 21 = 920,22 = —20,23 = —i20} OU 29 =€ 4, (3)

ce qui est encore équivalent &

les poles de f sont les nombres complexes zp = e%+igﬂ, pour k € {0,1,2,3}. (4)

Dans le plan complexe, ce sont donc les images du point

o

zZp = €4,

sur le cercle trigonométrique, de module 7 /4, par I'identité et les trois rotations, d’angles 7/2, 7 et 37 /2
de centre 0.

Voir la figure [


http://utbmjb.chez-alice.fr/Polytech/index.html
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FIGURE 1. Les poles zg, 21, 22 et 23 de f.

(2) Si on applique la proposition [5.8 page 56| du cours & la fonction f donnée par (), on aura

By

lim 7

amo ) T dx = 22'77;Rés(7€, 2k),

ol la somme est étendue aux poles de f situés au dessus de I'axe des z. Or, la fonction 7% est impaire
et 'intégrale ci-dessus est toujours nulle, par symétrie. On a donc

0= 2im Y Rés(R, 21),
k

ce qui ne nous fournit pas la valeur de I'intégrale donnée par

o0 T
I= dx.
/0 T+t (5)

(3) La technique utilisée ci-dessous est proche de celle de 'annexe du cours.
(a)

YR

20

FIGURE 2. Le chemin I' considéré et I'unique pole zy de f a Uintérieur de I'.
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Pour R > 0 assez grand, le seul pole de f a l'intérieur de I' est zp, comme le montre la figure

[2 page précédentel Le théoréme du cours appliquée a la fonction f sur le chemin I &
R > 0 donne :

/Ff(z)dz = 2im » Rés(f, z1), (6)
k

ou la somme est étendue aux poles de f situés a 'intérieur de +y. Ici, le seul pole est zg d’ordre un, car

le polynome 24 +1 est égal & (2 —20)(2 — 21)(2 — 22) (2 — 23). On a donc, d’aprés le lemme

du cours :
2i7rZRés(f, ag) = 2im Rés(f, o),
k

20

= um
1+ 24]

/ ’
Z=Z0

et donc
/Ff(z)dz -7 (7)

Décomposons maintenant U'intégrale de gauche de ([f]) en deux trois terme, chacun correspondant a
a larc de cercles de centre 'origine O et de rayon et des deux segments inclus respectivement sur

I’axe des x et l'axe des y comme le montre la figure page ci-contrel Le premier segment, inclus
dans ’axe des x, est paramétré par

z=7(t), ouy(t) =t avect € [0, R], (8)

le second, inclus dans ’axe des y est paramétré par

z =~(t), ou v(t) =it avec t € [R,0]. 9)
On a donc
R 0
/ f(z)dz = f@@)dt + / f(it)idt + f(z)dz,
T 0 R T'r
R R -
t 1t
= —dt—i| ———dt+ 2)dz,
/0 tt+1 /0 (it)r+1 FRf()
R Ry
= ——dt ——dt d
/0 1 Jr/0 iAth 1 + FRf(Z) 2
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et donc, d’apres ([T,

R
t 1 T
—dt + = dz = —. 10
/0 it FRf(Z)Z 4 (10)
(b) Démontrons la formule suivante, donnée dans ’énoncé :
li dz = 0. 11
Rir}rloo /YR f(Z) z ( )

Elle provient du lemme du cours, de Jordan appliqué & 290 =0, 61 =0, 02 = 7/2, 20 =0
et Ryp = +oo. L’égalité (513) du cours a lieu, puisque, quand |z| tend vers 'infini :

2 2

z z 1

|2f(2)] = z4—+1‘ ~A —W,
tend vers zéro. On en déduit (). De ([I0), on déduit donc en faisant tendre R vers Pinfini :
—+o0
x ™
—dr = —. 12
/0 zt+1 YTy (12)

(4) De fagon générale, pour intégrer ce type de fonctions, il faut décomposer en éléments simples et appliquer
les techniques présentées par exemple dans [Basl9, 'annexe intitulée "Quelques calculs de primitives"].
Mais, ici, il est trés rapide de procéder ainsi : Faisons le changement de variable u = 22 qui donne
du = 2xdz et donc

T do — xdx 1 du 1 ¢ ()71 ¢ (2>
x4+1x7 e u2+1f2arcanuf2arcan:c,

oo 1 1
/ T dr = B (arctan(+o0) — arctan(0)) = il
0

et donc
4t +1 22’
ce qui permet de retrouver (I2)).

Correction de 1’exercice 3.
Le résultat de cet exercice constitue une généralisation du résultat de I’exercice

(1) On consideére la fonction f définie par

24
VzeC, f(z)= e (13)
Les poles de f sont les zéros du dénominateur ; on cherche donc les z complexes tels que
1422 =0. (14)
Pour cela, on détermine une solution particuliére de (4], en posant par exemple
20 = e%a

puisque

On cherche alors classiquement les solutions z de (I4]), sous la forme

Z = zzy,
ce qui donne
ZP = (z29)P = 2P28 = —1,
et donc, puisque zg =—1,0n a
=1

3
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ce qui nous montre que 2z est une racinep-iéme de 'unité, donc dans ’ensemble

U, = {e ke {0,...p— 1}}

et donc
. R 2kim  im
les poles de f sont les nombres complexes {zx fo<k<p—1 OU 2y, =€ » e,
ce qui est encore équivalent a
. (14+2k)iw
les poles de f sont les nombres complexes z, =e~ » , pour k € {0,...,p— 1}.

Dans le plan complexe, ce sont donc les images du point

<

20 = €r,

sur le cercle trigonométrique, d’argument m/p, par l'identité et les p — 1 rotations, d’angles %

ke{l,...,p—1}.

22

FIGURE 3. Les poles {2k }o<k<p—1 de f.

Voir la figure Bl

, pour

(2) Avant de répondre a la question, déterminons les poles réels de f, avec deux cas, selon la parité de p.

— Premier cas : p est pair. On a alors, pour tout z réel, 2P > 0 et donc, 2P +1 > 1 > 0. Le dénominateur

de f n’est donc jamais nul pour x réel et f n’a donc pas de podle réel.
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— Second cas : p est impair. Puisque p > 2, on a donc p = 2¢ + 1 avec ¢ > 1. Parmi les péles de f,
donnés par (7)), considérons k = ¢. Il est clair que k > 1 et que k < p — 1, ce qui est équivalent a
q < 2q, ce qui est vrai. Pour ce k = ¢, on a

(1+29)im

P
et donc z; = —1 est un unique pdle réel de f. On vérifie que c’est 'unique pole réel de f.
Bref,
Si p est pair, f n’a aucun pole réel. (18a)
Si p est impair, f a un unique pole réel (égal & —1). (18b)

(18¢)

Ainsi, si p est impair, on ne peut appliquer la proposition a la fonction f.
Examinons, ce qui se passe si p est pair. Si ¢ est impair, et si on applique la proposition
du cours a la fonction f donnée par ([I3)), on aura

R

q
ngrclx3 7Rd:c, 1_T_—gcpd:v = QiW;Rés(’R, k),

N A N . 4 . q . .
ou la somme est étendue aux poles de f situés au dessus de I’axe des x. Or, la fonction Tizr est impaire

et 'intégrale ci-dessus est toujours nulle, par symétrie. On a donc
0=2im Z Rés(R, ag),
k
ce qui ne nous fournit pas la valeur de I'intégrale donnée par

+oo 24
o l+ar

Si ¢ est pair, 'application de la proposition a la fonction f est techniquement possible,
mais nous verrons ici que la variante présenté sera plus rapide.

La suite de cette correction est partiellement rédigée. Voir rédaction provisoire sur http: //utbmjb.
chez-alice. fr/Polytech/OMI3/ complementmanuscrits/01. pdf

(3)
(a) Le choix du chemin est proche de celui utilisé dans I’annexe [Hl

(b) On obtient

™
J= (20)
psin (—W(q; ))
Remarque 1. Cela est confirmé par matlab : si on tape
syms p q X;
f=x"q/(1+x"p);
int (f,x)

simple (int (f,x,0,inf))

On obtient

-1
/f(l“)dr = 29+ hypergeom ([1, g +p7 1+ g +p71, f:v”) p! (% +p_1) ,

/0“0 f@)de == (sin (@)) 71p71.

Attention, cela ne fonctionne que sous Matlab 2007 ! Pour la version 2019, on ne pourra obtenir par exemple que

et
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syms X;
f=x"2/(1+x"9);

int (f,x)

simplify (int (f,x,0,inf))
On obtient

/f(x)da: =1/91In(1+ x3) —1/18 In (xG —23 4+ 1) +1/9 v/3arctan (1/3 (2x3 —1) \/3) ,

et
+oo 2 \/_
dr = — 3.
| @i =
ou bien
Syms X;
f=sqrt(x)/(14+x"9);
int (f,x)

simplify (int (f,x,0,inf))
On obtient

/f(z)d:v = 2/9 arctan <13/2>+1/18 V31In (:1:3 + V32372 4 1)+1/9 arctan (2 x3/? 4 \/§>71/18 V31n (13 sl 1)+1/9 arctan (2 x3/? —

et
+oo
/ flx)de =2/9.
0
¢
(¢) La valeur de J pour ¢ = 0 et p = 3 est donnée par
B T o
3sin (5) 3@’
soit
g2V
9
(d) La valeur de J pour ¢ = 1 et p = 4 est donnée par
7 T _ T T
~ 4sin(%F)  4dsin(n/2) 4

et on retrouve donc le résultat ([I2).

(4) 1l faudrait utiliser les techniques d’intégration des fractions rationnelles, présentées par exemple dans
[Bas19, lannexe intitulée "Quelques calculs de primitives"].

Remarque 2. D’aprés la remarque [l matlab sait d’une certaine fagon intégrer f.

&

(5) (a) Le choix du chemin est proche de ceux utilisés a la fois dans 'annexe [Gl et dans 1’annexe [Hl

p>q+1, (21a)
q=0. (21b)

Et donc, les calculs de cet exercice sont encore valables si par p est un entier et ¢ réel vérifient (21]).

Remarque 3. D’aprés la remarque [Il matlab connait ces résultats pour tout p et q.
&
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(b)

(b)

Polytech

La valeur de

“+o0
J:/ \/Ed:c
0

14 aP
est donné par (20)) avec ¢ = 1/2, c’est-a-dire :
™

T =y
pein (220)

soit encore
T

. 3 ’
psin (%)

Remarque 4. Cela est confirmé par matlab (2007) : On obtient

—+oo
Ve dxr = 7 csc (3/2 3) p L,
0 14z D

J =

ou csc(y) = 1/ sin(y).

&

p>q+1, (22a)
qg>—1. (22D)

Et donc, les calculs de cet exercice sont encore valables si par p est un entier et ¢ réel vérifient (22]).

Remarquons que la condition nécessaire et suffisante constitue aussi une condition nécessaire pour
que l’intégrale

J= / " fwa, (23)

converge. En effet, sur R, f(z) est strictoement positive et on a
quand z tend vers zéro : f(x) ~ a9, (24a)
quand z tend vers 400 : f(z) ~ 297P, (24b)

Pour l'intégrabilité de f en zéro, d’apreés le critére de Rieman, il faut et il suffit que ¢ +1 > 0 ce qui
donne (22L). Pour l'intégrabilité de f en +oo, d’apres le critére de Rieman, il faut et il suffit que
g—p+1<0cequidonne p>q+1etdonc (22al.
La valeur de

+oo 1

- B S
/ o Vr(l+ar) "

est donnée par (20) avec ¢ = —1/2, c’est-a-dire :
T

T =y
. 7(q
psm( b )

soit encore
s

psin (%)

Remarque 5. Cela est confirmé par matlab (2007) : On obtient

—+oo
Ve dx = 7 csc (1/23)1;_17
0 14z D

J =

ou csc(y) = 1/ sin(y).
<&
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Correction de 1’exercice 4.

(1) Voir question [3(a)i page suivante| de l'exercice
(2) Voir question [3(b)i page 13| de I'exercice Bl

Correction de 1’exercice 5.

(1) On renvoie a la correction de la question [Tl de l'exerice de TD [6.4
(2) (a) Rappelons les résultats obtenus dans la question [: dans D’ (R),
(x —a)d, =0, (25a)
(x —a)d, = —d,. (25b)
Dans tout cet exercice, nous considérons les multiplications de fonction indéfiniment dérivables (ici
des polynodmes) pour les dérivées successives du dirac. On renvoie a ’exemple et ala

définition du cours.
Si on dérive (25h), on a dans D’ (R),

(x—a)s,) = =3,
et donc, grace a la proposition du cours on obtient
(x = a)'d, + (x — a)b] = —4,

)
(

soit encore
0y + (z — a)dy = =0y,
ce qui donne
(x —a)dl] = =24 (26)
n recommence encore une fois en redérivant , ce qui donne de la méme fagon
O foi déri i donne de la méme f
(z — a)37)’ = —26".
et donc
(. —a)'d! + (z — a)d! = —26!.
et donc
8" + (x — a)dl) = —26!.
ce qui donne finalement
(x —a)dll" = =348). (27)
(b) On itére encore et on généralise en montrant par récurrence sur n que, dans D’ (R), que
Vn e N, (z—a)é(™ = —ns{"=b. (28)
ot rappelle que T(") désigne la dérivée n-iéme de la distribution 7.

Pour n = 1, ce n’est autre que (250). On rappelle aussi que par convention, la dérivée zero-iéme
vaut 'identité, autrement dit pour tout distribution T'

TO =T (29)

On suppose maintenant (28] vraie pour un n € N* donné et on montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. On procéde comme dans question 2al: on dérive (28] écrite pour n, ce qui donne

(=) = —n(sirY

ce qui donne
/
(x—a)6™ + (z — a) (6((1")) = —ndo(M,
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ce qui fournit

6 4+ (z — a)o" ) = —ng(,

et donc

(2 —a)o(") = —(n+1)6™,

ce qui n’est autre que (28] au rang n + 1.

(3) (a) (i)

Remarque 6. La formule de Leibniz est une formule permettant de calculer la dérivée d’ordre n
d’un produit de deux fonctions. Elle est analogue & la formule du binéme de Newton pour calculer
une puissance d’ordre n d’une somme de deux termes. Sa preuve en est ’analogue exacte, que
P’on rappelle ici :

On cherche & vérifier que la propriété

est vraie par récurrence pour tout n € N pour tout coupleﬁ {(a,b)} € R2.

— Initialisation : Sin = 0,on a (a+b)? = 1 et (8) ab? = 1 et la propriété est donc bien initialisée.
— Heérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. On a alors successivement

(a+b)"* = (a+b)(a+b)",

et d’aprés la propriété au rang n :

= (a+b) i (Z) akbnk,

1. En fait, elle est vraie dans tout anneau (A, +, X) commutatif ot I’on note ab = a x b, a™ est le produit (pour la lois x) de

n termes et a® = 1 ot 1 est ’élément neutre de la loi x.
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on pose alors k' = k + 1 dans la premiére somme :

=1 k=0
n+1 n
_ ( n )akbn-i-l—k + Z (n) qkpnti=k
k=1 k-1 k=0 k
_ - n kpn+1—k "\ nt130 ~ (1 n+1—k T\ opn+1
;<k_1)ab +<n>a b+;<k>ab +<O>ab ,
= Z (k ﬁ 1) akpr ik 4 Z (Z) akpn ik 4 (Zi 1)a”+1b0 + (n —(;_ 1) a’p"
k=1 k=1
(et (e (e (05 o
_ n
k=1
E () () (e (o
P E—1 k n+1 0

on utilise la relation (,",) + (}) = (/") pour k € {1,...,n}

Z n+1 dFpnti—k n+1 a0 n+1 aOb
k n+1 0

k
(” + 1) b=k,

I
Il
_

k
k

0

ce qui prouve la propriété au rang n + 1.
Voir http://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./1/leibnizformule.
html, https://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_de_Leibniz

Soient n € N et deux fonctions ¢ et 1 n fois dérivables. On note ¢(©) = ¢ et 10 = 4. Alors ¢

est n fois dérivable et
n

COREDY (Z) (b,

k=0

Montrons cela par récurrence pour tout n € N .

— Initialisation : Si n = 0, on a ()@ =1 et (8) $D4h0) = 1 et la propriété est donc bien
initialisée.

— Heérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. On a alors successivement

(00) D = ((0v) ™)

/
et d’aprés la propriété au rang n :

<zn: (Z) ¢(k>¢(n—k>> ,
k=0
- (Z) <¢,<k>w<n—k>)’7

k=0
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et d’apres la propriété (fg) = f'g + fg’, cela donne

(Z) <(¢<k>)'¢<nk> e @(nk))') ,

(n) SUAD) (k) | (k1) (1)
k b)

(k)¢ (k1) (n—F) Z < >¢(k+1)1/}(n+1k),

on pose alors k' = k + 1 dans la premiére somme

n+1 n
_ n (K') oy (n—k'+1) T\ | (kt1), ) (nt1—k)
(k,1)¢ 0 +z_: Lt ,

M=

(¢p)"+D) =

k=0

I
Ms

b
Il
=]

I
Ms

>
Il
=)

¢(k)w(n+1 k) +Z( ) k+1)w(n+1fk)’

k=0

= i (ki 1>¢(k)1/;(n+1 k) <Z> DO 4 Z ( ) PR qp(n+1=k) | <7g> UM

bl " /n bl n+1\ n+1 "
Y1) 4 3 (k)qﬁ(’“)w( 1) (n+1)¢< ) (0) ( >¢<o P+
k=1

) k) gt 1=h) ¢<k>¢<n+1 By (D g0 "+1 5O 1)
k—1 n+1

() Qo o e

k=1

on utilise la relation (,",) + (}) = (”Zl) pour k € {1,....,n}

_ Z n+1 ¢(k)1/)(n+17k) + n+1 ¢(n+1)1/}(0) + n+1 ¢(O)w(n+1)
k n+1 0 ,

ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

(i) Soit ¢ € D (R). On a successivement, en utilisant la définition ([73]) du cours :
((@=a)M,6) = (8, (@ — a)o))
et donc d’apres la propriété ([6:46) sur la dérivée n-iéme du Dirac du cours
= (1" [((@ ~ a)(a)) "]

Or, d’aprés la formule de Leibniz, on a donc

((z — a)o(@)™ = (@) (x — )™ = 6" (2)(x —a) + ng" ()

puisque les dérivées k-iéme de (z — a) sont nulles pour k& > 2 et donc

((@=a)i",¢) = (~1)"n6"(a),

[z=a]
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ce qui donne
(=)o, ¢) = —n{60V,6).

et on a donc (28).

13

(b) (i) La preuve est en fait 'analogue exacte de celle faite dans la question ol ¢ et 1 sont

remplacées respectivement par g et T'.

Soient n € N, g une fonction indéfiniment dérivable et une distribution 7. On note ¢(® = g et

T = T. Alors, au sens des distributions, on a,

n n B
10 =3 (2t

=0

Montrons cela par récurrence pour tout n € N .

— Initialisation : Si n = 0, on a (¢7)® =1 et (g)g(O)T(O) = 1 et la propriété est donc bien

initialisée.

— Heérédité : On suppose la propriété vraie au rang n. On a alors successivement

!/
Y

(¢) ") = ((91)™)

et d’aprés la propriété au rang n :

n !
”> (k) <nk>>
gr ,
(=
~ (7 (k) pn—r))’
>~ () (o)’

=

0

et d’aprés la propriété du cours, cela donne

(4T)(+D) = i (Z) ((ch))’T(nk) 4 g® (T<nk>)’) ,

(Z) GO ) | (et 1K),

n (k+1)r(n—k) — (n (k+1)p(nt+1-k)
(7)o 3 (4o ,

el
Il
=)

|
wmﬁ

Sl

0

B

=0
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on pose alors k' = k + 1 dans la premiére somme
n+1 n n n
- (K")rp(n—k'+1) (k+1) r(n+1—k)
Y ) )
( )g<k>T<n+1 k>+z( ) (b+1) pnb18).
k=0
_ n () (n+1-k) n (n+1 7(0) Tn+1-k) n (0)p(n+1)
> (k_ 1>g + +Z +{g)9 ,
1
(k) (n+1-k) (k) (n+1-k) D)) o (T O pmt1)
(6" 0)s +Z() +(n+1) (5 e
_ no\ Wik () k) pmai-k) o (PT Y mrnpo o (T 0 pme
Z(k—1>g k)7 T\ns1)d o )9 :

_ n P\ wpmii—k) o (D g (D o pmen
k_l((k1)+(k))g \ns1)? Lo ) ’

(”Zl) pour k € {1,...,n}

|
NE

on utilise la relation (,") + (Z)

1 1 1
("Z )g(k)T(n-i-l—k) n (” + )g(n—i-l)T(O) n (”8‘ )g(O)T(n-i-l)’

n+1
(n ;: l)g(k)T(nJrlk);

I
3
+\|M:
_

B

=0
ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

(ii) Proposons maintenant une preuve plus concise et plus élégante de (28]).

Dérivons n fois au sens des distributions 'égalité (25al) : il vient
((z — a)da)™ =0,
ce qui donne d’apreés le résultat de la question appliqué ag=z—a et T =4,
(2 — a)6(™ +ns"1) =0,
puisque les dérivées k-iéme de (z — a) sont nulles pour k > 2 et on retrouve donc (28]).

(c) Généralisons maintenant (28]).

(i) Calculons dans D’ (R), (z — a)két(l") pour tout entier k& € {0,...,n}. Soit donc ¢ € D(R). On a
successivement, grace aux définitions et propriétés du cours déja utilisées :

((@=a)si,6) = (8, (@ — a)"6),

= (-1)"[(z - a)*¢],_,,

et d’aprés le résultat de la question :

= (-1 i (i) [((z - a)k)<l>L:a¢<n—l> (a),

=0
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Sil > k,ladérivée [-ieme de (z—a)¥ est nulle; sil < k, la dérivée I-iéme de (z—a)*, proportionnelle
a (z—a)* ! est nulle en a. Dans la somme ci-dessous, ne subsiste donc que le terme correspondant

al=k:
(o= aro.0) = () (e - ™)

(—1)" <n>k(k: —1).. x 3% 2x 16" M (a),

¢(n—k) (a)’

k

— (U e ),
n! e

= (D" Y@,

n'

g
= (-1 T_L!k)! (601, 9),
= (~1)"n(n — 1) — kD50, 6),

On a donc
Vn e N*, Vke{0,...,n}, (z—a)*s™ =(-1)"n(n—-1)(n—2)..(n —k+1)s{»* (30)
Par exemple, pour k=1, on a
(2 —a)d™ = (=1)"né" Y,
ce qui est (28)).

(ii) Pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a n, on rappelle la formule de Taylor pour les

polynoémes :
. pk) (a)
P( = Z k/" (:C - )kﬂ

k=0 ’
dont on déduit au sens des distributions

n pk)

P(Sl(ln) = Z k'(a) (x — a)k(s,(l"),
k=0 ’

et donc, d’apres  (30),

", pk)
Poim =" P k@ (=1)"n(n —1)(n —2)...(n — k 4+ 1)6*=),
k=0 ’

soit encore

- 1 n!
PsM) — (1) PE) (q)= (n—Fk)
B = (1 3 P g )

et donc
n

Po = (-1 Y (1) P @bl (31)

k=0
Par exemple, pour P = (z — a), on a

(2 — @) = (—1)"ns"),
ce qui est (2]).
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