LPYgNL YTECH Université Claude Bernard {

Mécanique 4A OMI3 Automne 2021

Corrigé de ’examen du 10 Décembre 2021

Correction de 1’exercice 1.

(1) Nous utilisons tout d’abord le résultat ([2.22) du cours qui permet d’écrire :

ez — ex+zy — ezezy.

Puis équation (2:27) du cours permet de conclure.
(2) Puisque
f(z) = f(z,y) = e (cosy +isiny), (1)
les dérivées partielles de f valent respectivement

0
() = e (cosy +isiny) (2a)

%(z,y) =" (—siny +icosy), (2b)
Yy

qui sont continues; ainsi f est différentiable en tout point de R2. De plus, on a

0 0
)+ i m) =0

Les conditions de Cauchy-Riemann sont donc vérifiées et d’aprés la proposition du cours f
est dérivable ; de plus, d’apreés ’équation (ILI6]) du cours et (2al), on a
f(z) = €” (cosy +isiny) = f(2).

(3) Présentons deux variantes de correction.

(a) La premiére version, la plus longue, est la suivante :
Pour tout z =x + iy € C fixé et H = h + 1k € C, on calcule

a=flz+H) - [f(2).

Il vient, par définition,

a=flz+hy+k)—flzy),
=(f@+hy+k)—flay+k)+(flz,y+k) - fzy)),
= ("™ —€”) (cos(y + k) + isin(y + k)) + (cos(y + k) — cos(y) + i(sin(y + k) — siny)) e”.
En écrivant les développements limités des fonctions réelles exponentielle, cos et sinus au voisinage

respectifs de x, y et y, on obtient, en écrivant que o(h) et o(k) ne dépendent respectivement que de
h et k (mais éventuellement de x et de y) :

e® " = he® 4 o(h),
cos(y + k) — cos(y) = —ksin(y) + o(k),
sin(y + k) — sin(y) = k cos(y) + o(k),



et donc
a = (cos(y + k) +isin(y + k))(he® + o(h)) + (—ksin(y) + ik cos(k) + o(k))e”,
= ¢e” (h(cos(y + k) + isin(y + k)) + ik(cos(y) + isin(y))) + o(h) + o(k).
On écrit aussi
cos(y + k) = cos(y) + (k),
sin(y + k) = sin(y) + (k),
ou (k) (fonction générique, toujours notée ainsi) tend vers zéro quand k tend vers zéro. On a donc
o = € (h(cos(y) + i sin(y)) + ik(cos(y) + i sin(y))) + o(k) + o(k).
= €”(cos(y) + isin(y))(h + ik) + o(h) + o(k),
et donc
f@+hy+k) = fz,y) = f(z,y)H + o(h) + o(k),
et donc, pour tout H # 0 :

fe+H)—f(z) _ o(h) + o(k)
- = f(2) + == ®)

On remplace o(h) et o(k) respectivement par ke(k) et he(h) :
ke(k) + he(h) |h| + [k
[H| [H|

< max ([e(k)|, e(h)])

et en écrivant 1’équivalence des normes sur R? :

(InP + &7
- =
< Cmax (|e(k)[, |e(h)]),

< Cmax (le(k)|,|e(h)])

qui tend vers zéro quand H tend vers zéro. D’aprés ([B]), on a donc

fle+H) = 1) _
e @

Cela implique que f est dérivable (au sens complexe), de dérivée égale a elle-méme.

lim

H—0

(b) La seconde version consiste a écrire : pour tout z =z + iy € C fixé et H = h + ik € C, on calcule
fz+H) = f(z) _ et —e?

b= H T H
et donc
ﬁ_eZJereZ_zeH—l_Z
7
ou =
e’ —1
T=—F (5)
Pour conclure, il suffit donc de montrer que
li =1.
A, ©

Pour cela, on peut écrire, comme dans la premiére variante :

etk 1 el (cosk +isink) —1

YT Thyik h+ ik

En utilisant les mémes développements limités réels (écrits cette fois-ci en 0) que dans la premiére

variante, on conclut de la méme fagon.
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Plus rapidement, on peut aussi écrire la définition de I'exponentielle complexe : d’apreés (B

e Hk e Hk e Hk-i—l e Hk
U XWX P aom
| | | | 00
_ k=0 k! _ k=l k! k=0 (k+1)! ko (k+1)! ok

H H  H H = (k+1)!

La derniére expression est une série entiére de rayon infini, égale & 1 en zéro, ce qui permet de
conclure.

Correction de ’exercice 2.
Exercice issu de |Buc92, p. 117]
On cherche dans cet exercice & calculer 'intégrale suivante

* xsinz
I= — —dzx.
/0 1+ 22 v

(1) Pour tout complexe z = pe'?, on a

pe—psiHG

- |1+p2e2i0|’
et on a bien
pefpsine
=\ 7
1) = o (7
(2) (a) Rappelons l'inégalité triangulaire (la version "inhabituelle"!) :
Va,be C, |a—0b|>|a|—1b],
qui implique, pour tout # e Ret R >0 :
|1 +R2€2i9‘ Z ‘R2e2i9‘ _ |1|,
et donc
|1+ R%*| > R? — 1. (8)
D’aprés (@) et (8), on a donc, pour z = Re® ot 0 décrit [0, 7], avec R assez grand :
RefRsine RefRsinO
= __ <
|1+ R2e??| — R2-1

£ (=)l

On a aussi dz = iRedf et donc |/ (t)] et il vient, d’aprés le lemme .10 du cours,

f(z)dz

R

O=m
s/ £ (0)] 1y (2)] b,

0=0
™ Re—RsinG

< -
=)y R-1

R2 /ﬂ— —Rsin 0
< e sin d0,
RZ—1J,

2 ™
< Rf_ : /0 efRsinOde. (9)

Rdo,

soit donc

/% f(z)dz
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(b) On a

T ) /2 ) T )
/ 6_R5m9d9 _ / e—R51n9d9 + / 6_R5m9d9
0 0 /2

Dans la seconde intégrale, on pose 7 = 7 — 6 et donc, puisque sin(r — 7) = sin T

T ) w/2 i 0 .
/ 67R51n0d9 _ / €7Rsmed9 _ / efRsm'rdT’
0 0 /2

T ) /2 )
/ e—Rsm9d9 — 2/ e—RSmGde (10)
0 0

(c) la fonction sinus, dont la dérivée seconde est égale a son opposée, est donc concave sur [0,7/2], ce
dont on déduit que la courbe est au dessus de sa corde, d’équation y = 26/, soit

soit

2
v € [0,7/2], sinf > —6. (11)
s

(d) On déduit donc finalement de @), (I0) et (II)) que

R? T Rsing
f(z)dz| < —/ e vl
YR R? -1 0
2R (™2,
Smoq) o
—1Jo
21 R2 _2p O=m/2
:_ﬁRLJe ! }9:0 ’
2
:%Rf—l (7671+1) < R;T]jl
dont on déduit donc, quand R tend vers l'infini, que
T
F(e)ds| < = (12a)
YR R -1
et que
lim f(z)dz = 0. (12b)
R—o IR

(3) Le seul pole de f a lintérieur du chemin vp est ¢ (d’ordre 1) et en reprenant I’équation (B.19) de la
preuve de la proposition [5.11] du cours, on a

R
f(z)dz Jr/ f(z)dx = 2im Rés(f,14).
YR -R

soit donc par parité et imparité
R .
S
(2)dz + Qi/ T dw = 2im Res(f, 0).
0

Tn 122

Si on fait tendre R vers 'infini, on a obtient donc l’existence de I qui vérifie
I =nReés(f,1). (13)

(4) On détermine Rés(f,7) en utilisant la formule (345) du cours

Rés(f,i):iel< 1.) K

zZ+1
_ie‘l_ 1
T2 2
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lon obtient donc grace a ([I3)
T

T 2
5) (a) En choisissant z = R, c’est-a-dire § = 0 et p = R, on déduit de
p
R? R?
T+ R 1+RY

quantité qui tend vers 1 quand R tend vers Uinfini. Ainsi, |zf(2)| ne peut tendre vers zéro quand |z|

1

12£(2)]

tend vers l'infini.
(b) Pour appliquer la proposition (11l du cours & la fonction f, il faudrait que
lim [z{(2)[ =0,
|z| =00

Im(z)>0

ce qui est n’a pas lieu, selon la question précédente.

Correction de 1’exercice 3.

(1) (a) Par définition de T,, donnée par

Wn €N, Th—6-01 — 2, (15)
)
on a
Ap = <Tna¢>a
(5-0, - 200).
)
1
= {6,¢) — (61 — =
(6.6) = (92.0) = ~(0',9),
A
=9¢(0)—9 <E> +- (0)
et donc
1 1
vn e N, an¢<0>¢<g) £140) (16)
Puisque ¢ est continue, on a
1
li )=
A9 (n) 9(0);
et donc, d’apres ((I6]),
lim a,=0. (17)

n—-+oo
(b) Par définition, la suite de distribution 7T}, tend vers zéro dans D’ (R).

(2) (a) Soit ¢ € D (R) et n € N*. La formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction ¢ sur lintervalle
[0,1/n] & Vordre deux fournit

1 1 1
) = &0 240 " ), 18
o(5) =90+ L8O+ 556"(E) (19)
ott &, appartient & [0,1/n]. Puisque ¢ est de classe C? et a support compact sur R, on peut poser
1
M = 5 max|§"(z)]. (19)
De ([I8) et (I8)), on déduit
. 1
VTL S N ) an = 727’L2 U(fﬂ)a
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et, donc grace a (I), on a

M
Vn e N, |a,| < 3 (20)

(b) Puisque la série de terme général 1/n? est convergente, par comparaison, la série numérique de terme
général a,, est absolument convergente donc convergente.

(¢) Ainsi pour tout ¢, la série de terme (T},, ) est convergent et donc, la série de distribution de terme
général T,, converge dans D’ (R).

Correction de 1’exercice 4.

(1) Pour tout n, on pose

L=n / L e,
0

Dans cette intégrale, on fait le changement de variable u = n(1—t), on obtient t = 1 —u/n et du = —ndt

et donc 0
he [ 2 D

Inz/on (1-%)%(1-%)@. (21)

soit encore

On a
U
Yu € [0,n], 17520, (22)
et on a aussi N
VueRy, lim (1 - 3) _— (23)
n—o00 n

En effet, pour n > 0 et pour n > u, on écrit

n In(1—2
(1 - 3) = exp <n(7u")(u)> . (24)
n “n
Par ailleurs, on a aussi, puisque f est continue en 1 :
. u
VueR,, nl;n;@f@ - E) = f(1). (25)

On définit la fonction G,, définie sur R par

1-2)"f(1-2%), siuelo,n],
VueR., Gn(u)= (1= =5), stuelon] (26)
0, si u €]n, 400,
De sorte que
+oo
VneN*, I, = / Gp(u)du. (27)
0
Montrons que
vueon], 0<(1-2) <e (28)
n
Pour cela, on utilise le fait que (par convexité ou Taylor-Lagrange)
Vh > -1, In(1+h)<h. (29)
Pour u € [0,n], on pose h = —u/n qui est bien strictement supérieur & —1, on obient donc
In (1 - E) < 73,
n n
ce qui implique
u u
—1In (1 - —) > —,
n n
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et donc

—nln (1 — E) > u,
n

et
nln (1 — E) < —u,
n

ce qui permet de conclure en prenant ’exponentielle. Si n = u, [28)) est vrai. De (28]), on déduit donc

Vue Ry, |Gup(u)] < Me™™, (30)
ot M le maximum de |f| sur [0,1], qui existe car f est continue. La fonction u — Me™™ est dans
LY(R,). De 23) et ([25), on déduit donc

Vue Ry, h_>m Gn(u) = g(u)a (31)

ot g(u) = f(1)e ™. Ainsi, d’aprés B0U) et [FI), les hypothéses du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue sont vérifiées et on peut écrire
400 —+o00

+oo too
lim Gp(u)du = lim g(u)du /0 f)e “du = f(l)/o e “du = f(1),

n—-+oo 0 n—-+o0o 0
et on retrouve donc (B0]).

(2) La fonction g, est dans L'(R ). Si on applique le résultat de la question[Da toute fonction ¢ € D (R ),

on a
1

lim [ gn(t)6(t) = &(1),

n—-+oo 0
soit encore, compte tenu de la définition de g, :
“+oo

lim gn()o(t) = 01(¢),

n—-+oo 0
ce qui traduit donc que, dans D' (R4), on a

lim g,(t) = 01.

n—-+oo

(3) Oui, on peut mais c¢’est plus technique :

Soit ¢ > 0. Il existe n > 0 tel que

Ve el-n1l |f@) - fO)l <3 (32)
Pour tout n, on a par ailleurs,
1 1-n 1
t"ft)dt — f(1)] < t" f(t)dt t" f(t)dt — f(1
n [ et s| <l [ e ]+ o [ s )|
et donc en posant
1flloe = max lf (W),
on a
1 1—-n 1
Vn € N, n/o ¢ f(t)dt—f(l)‘ §n||f||oo/0 it + n/l_nt f(t)dt—f(l)’. (33)

Le premier terme vaut
n 1
- 1-=p"t
Fle g @ =m™
et donc, d’aprés (B3)),
n

17 n+1
n—i—l( ) +

1
Vi € N°. ”/o t”f(t)dtf(l)} < Il

n/i7 £ F(t)dt — f(l)‘ . (34)
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Majorons maintenant le second terme : d’aprés (32), on a

Ve [l-n1l, JO)- 7SI <F0)+

N

et donc - -
nt (f(1) - Z) <nt" () <nt” (F(1) + Z) ,
et en intégrant en t € [1 — ), t], il vient
1 1 1
n (f(1) - 5) / tndt < n/ 7 F(8)dt < n (f(l) + 5) / tdt,
4 1-n 1-n 4 1-n
ce qui implique aprés calcul de 'intégrale et en soustrayant f(1)

w(rw-2) (7 - 2 ) s < / esa-1) < n (50 +5) (7 - S ) -

n+1 n+1 —n n+1_ n+1

ce qui implique

i (- S ) - (G - ) = [ g

-1

< F) ( n_ (L—p™tt 1) L€ ( n —77)"“) (35)

n+1  n+l 4\n+1  n+1

A ¢ et n > fixés, puisque 1 — 7 < 1, la limite de (1 — 1)" est nulle quand n tend vers I'infini. Ainsi, il
existe N1, Ny et N3 tel que

n n €
Vn > Ni, |flle n——i—l(l —n)" < 3’

e o o202
_ o\t
v 2 Na, Z nil - un—?l = %
Ainsi, d’apres 34), et (33), pour n > max(Ny, N2, N3), on a
n/lt"f(t)dt f(l)‘ <e.
On a donc montré ’ )
ngrfoon/o 1 F ()t = F(1). (36)

Remarque 1. Un des étudiants de Mécanique 4A a fait la judicieuse remarque suivante (sans ’exploiter
totalement !) : Si f est dérivable, on peut écrire par intégration par partie : on intégre ¢™ et on dérive

f(t)
1 1 tn+1 n 1
t"ft)dt =n| — "(t)dt t
n [ s =n (= [ e | r) )
et donc
1 n 1 G n
t"f(t)dt = ——— t" t)dt + —— f(1).
w [ =~ [ et o 2o
D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesque, on peut vérifier que
1
/ t" L (t)dt — 0
0

ce qui permet de conclure :

1
n/o 1 F(t)dt = —

n
n+1

! n+1 g/ n
| et ) - o)
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REFERENCES 9

Il faudrait finir complétement le raisonnement en exploitant la densité de ’ensemble des fonction déri-
vables dans L!(0,1)!
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