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Meécanique 4A OMI3 Automne 2022

Corrigé de ’examen du 05 janvier 2023

Correction de 1’exercice 1.
(1) Par définition du logarithme complexe, on a
Ln(e™) = In || 4 i arg(e™),
et puisque x est réel :

=1In1+iarg(e™),

= iarg(e™),
et puisque x €] — 7w, 7| :
=1ix,
et finalement
Vr €] —m ], Ln(e”)=ix. (1)
(2) Notons z = x + iy avec x et y réels. D’aprés la proposition du cours, le cas [l appliqué &
7Z =iz = —y + iz, une condition suffisante pour que In(e?) = Z est donnée par

x # 0[] ou cos(z) > 0,

et

—rn<x<lT
qui peut se traduire par

x # 0[n] ou cos(z) > 0, (2a)
et

—T<z<m (2b)

Correction de 1’exercice 2.
On renvoie a la remarque rappelée ci-dessous.
On rappelle que dans le cas réel
%c%}ncl? In(z) = —o0. (3)
Posons z = re'® avec § = arg(z) pour z € U (et donc 7 > 0 et § €] — 7, 7)) et étudions si la limite de Ln 2 existe
quand z tend vers zéro (en restant dans U) ce qui est équivalent & r — 0 avec r > 0. D’aprés la définition
248) du cours, on a donc
Ln(z) =Inr + i arg(z). (4)
et donc, d’aprés (B))
lim Re(Ln(z)) = —oo, (5a)

z—0
zeU



tandis que

lim Im(Ln(z)) n’existe pas, (5b)
=

mais
ImLn(z) €] — m, 7. (5¢)

Au vu de (@), nous dirons, comme dans le cas réel, que "—oo 'emporte sur la partie bornée" et on posera donc,

pat convention
lim Ln(z) = —c0. (6)

z—0
zeU

Si on étend largument sur C* tout entier grice a la remarque du cours, ou (ce qui revient au
méme) le logarithme complexe grace a la remarque du cours, le raisonnement est identique, sauf
que (Bd) est remplacé par

ImLn(z) €] — 7,7,
ce qui ne change rien. On peut donc écrire, avec cette convention :

lim Ln(z) = —cc. (7)
zeC*

Correction de I’exercice 3.
(1) Nous avions deux fagon de procéder :

(a) Comme dit dans ’énoncé, en utilisant la définition de ’exponentielle (Z:20) du cours, et on raisonnant
comme dans I'exemple 3.29 du cours, on a, pour tout z € C* :

f(Z): > _Zna

I
I
_|_
|
IS

3

soit en posant n’ =n — 1

V2eC, f(x)=-+ ;) mz”. (8)

En raisonnant comme dans I'exemple [3.29] du cours, on montre que la fonction g définie par

+oo
* _ 1 n

est holomorphe sur C et prolongeable par continuité en zéro de sorte que

400 1 .
VzeC, g(z)= 7;) mz (10)
et
VzeC*, f(z)= %Jrg(z). (11)
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(b) On pouvait aussi remarquer que f n’est pas continue en zéro et que G(z) = zf(z) = e® est holo-
morphe. D’aprés le théoréme du cours, 0 est donc un péle d’ordre 1 de f. f se met donc sous
la forme donnée par 'équation [B.22) du cours, avec les équations [B.23]) et (3:26) du cours, avec G
définie par (32I) du cours. On écrit, en utilisant la définition de Pexponentielle (2220)) du cours

400 1
G(z) = Z Ez"
n=0
et donc
F2) = +9(2)

ou g est définie par (I0).

(2) D’apreés le théoréme 334 du cours, l'ordre du pdle 0 de la fonction f vaut 1.

(3) La valeur du coefficient devant 1/z, qui est le résidu de f en zéro est donnée par le lemme 347 du cours.
Avec les notations de ce lemme, on a o = 0, g = e* et ¢(z) = z, de sorte que g(a) = e’ = 1 et ¢/'(a) = 1,
de sorte que

Rés(f,a) = 1, (12)
en on retrouve bien le coefficient 1 devant 1/z.
Remarque 1. Si on utilise la fonction residu.m et que l'on tape
[res ,m|=residu(’exp(z)’,’z’,0)
on obtient bien Rés(f,«) =1 avec un ordre m = 1.
Correction de I’exercice 4.

Proposons deux méthodes.

(1) En utilisant la définition du sinus ([2.36D) et on raisonnant comme dans ’exemple 329 du cours, on a,

pour tout z € C* :

too 2n+1
1 z
S )=
() z2 HZO( ) (2n + 1)V’
1 2n+1
==\ Z "Gnr
2n+1
—ct= Z 2n @2n+ 1)
1 +oo 1 Z?nJrl
= — —1 n__-
z +n:1( ) 22 (2n+ 1)V’
too 2n—1
1 z<"
= -+ 1"
n_l( ) (2n+1)
soit
n—l
Vz € C* == — 13
ZELS + Z 2n @n+1) (13)
En raisonnant comme dans l’exemple 329 du cours, on montre que la fonction g définie par
too »2n—1
Vz e C*, z) = 1) 14
o) = LU Gy (14)
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(2)

est holomorphe sur C et prolongeable par continuité en zéro de sorte que

foo 2n—1
VzeC, g(z)= Z(—mh! (15)

et )
V2 e € Y(z) = - +g(2).

D’aprés le théoréme B34 du cours, l'ordre du pole 0 de la fonction f vaut 1. D’apres la définition B.4T]
du cours, on a donc

Rés(f,0) = 1. (16)

On pouvait aussi raisonner comme dans le cas[Ib page précédente] du corrigé de I’exercice de TD B4l

Deux facons sont proposées en utilisant les calculs habituels de résidus.

(a) On peut utiliser le lemme 347 du cours en écrivant

sin z

V2eCh, Y(z) = —-, (17)

et, avec les notations du lemme 3.47]

sin z
9(2) = ,

z

qui est bien holomorphe sur C d’aprés 'exemple [3.29 du cours avec

9(0) =1,
6(2) = 2.
On a alors un pole d’ordre 1 et d’apreés le lemme B.47 du cours
) 9(0)
Rés(y, a) = =
W) =50

et on retrouve donc (IG).

(b) Sion n’avait pas saisi cette astuce, on pouvait se "tromper" et considérer le pole d’ordre 2 et utiliser

Polytech

la formule (3.521) avec m = 2. On pose

g(z) =sinz,
(b(Z) = 225
F(z)=1

D’aprés ([B.52H), on a donc

. !
Reés(y, ) = (sullz> = cos0
z=0

et on retrouve donc ((IG).
Remarque 2. Si on utilise la fonction residu.m et que 1'on tape
[res ,m|=residu(’sin(z)’,’2°2",0)

la fonction renvoie un message d’erreur puisqu’elle détecte que sin(z) = 0 pour z = 0. En revanche,
si 'on tape

[res ,m|=residu(’sin(z)/z’,’z",0)

on obtient bien Rés(f,a) =1 avec un ordre m = 1.
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Correction de ’exercice 5.

11 suffit d’utiliser la proposition du cours.
(1) On définit la fonction f a partir de I'équation (.2)) du cours. On obtient aprés calculs :
—1 (z2 + 1)

2(2241-62)"

Les poles de f correspondent aux zéros du dénominateur d de f défini par

VzeC, d(z)=z(z"+1-62).

VzeC, f(z)=

Apreés calculs, on vérifie que les poles de f sont donnés par :

B1=0;
Bo=3-2V2;
By =3+2V2.

(2) On peut vérifier a posteriori que 'hypothése (B1)) du cours est vérifiée. En effet, aucun des poles de f
n’est de module 1. On applique ensuite la remarque du cours.

(3) Aprés calculs, on montre que les poles de f de module strictement inférieur a 1 sont donnés par :
a; =0;
az =3 —2V2.
Apres calculs, on montre que les ordres respectifs des poles (), <k<o SOnt donnés par :
my =1;
meo = 1;
et que les résidus de f en ces poles sont donnés par :
Reés (f,aq) = —i;
Reés (f,a) = 3/4 iv2.

Tous les résidus de f en ses poles tous d’ordre 1 peuvent étre calculé grace au lemme du
cours. On pourra aussi utiliser la fonction fournie sur le site habituel residu.m.

(4) Apres calculs, on montre que

> Rés(f,an) = —i+3/4iV2.
k

On en déduit finalement que 'intégrale I de 1’énoncé, qui correspond exactement & I’équation (B3] du
cours, vaut, selon I'équation (4] du cours :

I=2n—-3/272.

Correction de 1’exercice 6.
Consulter la section [D.4] de I’annexe [D] du cours.
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