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2 LISTE DES TRAVAUX DIRIGES

UTBM Printemps 2004 TD de 'UV MQ41 K.E. ATCHOLI & J. BASTIEN & N. LABED & M. MEYER



TRAVAUX DIRIGES 1
Révisions
Pour chacun des exercices, on vérifiera que la structure étudiée est bien isostatique.

Toutes les structures étudiées sont planes, excepté celle de I'exercice 1.5 qui sera étudiée dans I'espace
& trois dimensions.

EXERCICE 1.1.

La poutre repose sur un appui simple en A et une rotule en C et est soumise a la force verticale de
module F'.

1. Calculer les réactions d’appuis.

2. Calculer les efforts de la RDM (ou le torseur de cohésion) de cette structure.

EXERCICE 1.2.

l1 [ ! lo

On considére la poutre console représentée ci-dessus : elle repose sur un appui simple et une rotule
et est soumise a une force ponctuelle d’intensité égale a 1. On choisit le point A comme origine des
abscisses.

Déterminer les efforts de la RDM, T'(z) et M (z) en tout point de cette structure.



4 1. REVISIONS

EXERCICE 1.3.

p
A T Y D

a,/%B l I 7%0

L

La poutre repose sur un appui simple et une rotule et est soumise & son poids propre, de densité
linéique p. Elle est symétrique par rapport & un axe vertical passant par son milieu.

1. Calculer les réactions d’appuis.

2. Calculer les efforts de la RDM de cette structure.

EXERCICE 1.4.

h
B C
h
A D
i
2h

La structure repose sur deux rotules aux points A et D. Elle posséde de plus une rotule interne au
point C' (en ce point, le moment fléchissant est nul). Elle est soumise & son poids linéique p.

1. Calculer les réactions d’appuis.

2. Calculer les efforts de la RDM de cette structure.

EXERCICE 1.5.

1. On étudie la poutre ci-dessus de fagon plane. Cette poutre est encastrée en A, libre en C' et
chargée ponctuellement au point B par une force de module F'. La section S et le moment
quadratique I de la poutre sont constantes. Calculer la fleche de la poutre en B et C.

On utilisera pour cette question, ’équation différentielle d’ordre deux de la déformée de la
poutre.
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1. REVISIONS 5

M,

On se place maintenant dans l'espace et on suppose que la poutre est encastrée en A et
n’est soumise qu’a un moment de torsion M; = M en C. Les coefficient G et J, sont constants.

2. Calculer la distribution des contraintes dans cette poutre, que I’on suppose de section circulaire
pleine et constante de rayon R.

3. Calculer I’angle de torsion unitaire de la poutre. On utilisera les formules de Bresse (voir
polycopié de cours, formules (C.1) et (C.3) de ’annexe C).

4. Sans faire les calculs, expliquer comment on trouverait la distribution des contraintes et la
déformée de la poutre de la figure ci-dessus.

EXERCICE 1.6.

On donne une corniére, représentée sur la figure ci-dessus, pour laquelle [ = 100 mm. et e = 10 mm.
1. Déterminer la position (en hauteur uniquement) du centre de gravité G.

2. Déterminer I,, le moment quadratique de cette section par rapport a ’axe y, passant par G.



6 1. REVISIONS

EXERCICE 1.7.

L

La poutre repose sur deux appuis simples et est soumise & une densité linéaire de force verticale,
constante et égale a p sur [AB] et nulle sur [BC].

1. Pourquoi cette poutre n’est-elle pas, en toute rigueur, isostatique 7 Pourquoi peut-on néanmoins
la considérer comme isostatique ?

2. Calculer le moment fléchissant M sur [AB].
3. Calculer le moment fléchissant M sur [BC].

4. En intégrant 1’équation v” = M/EI, déterminer la fleche v sur chacun des deux intervalles
[AB] et [BC], sans déterminer pour l'instant les constantes d’intégration.

5. Quelles sont les conditions aux limites 7 Quelles sont les conditions de continuité au point B.

6. En déduire! la fleche en tout point.

EXERCICE FACULTATIF 1.8.

Y
2F /1
p
RA TRB
: ‘ 1 X
I
A 2 B
| 21 |

On étudie une poutre plane. Elle est orientée de A vers B et 1'origine est choisie en A. Cette poutre
repose sur deux appuis simples en A et B et est soumise & une densité linéique de charge (verticale)
p, symétrique par rapport au point d’abscisse [ définie par
Vz €[0,1/2], p(z)=0;
2F
Vz € [1/2,1], p(z) :l_2 (2z —1),
ou F' > 0.

'en notant la lourdeur des calculs et en se réjouissant & l’avance de la légéreté relative qui sera offerte par les
méthodes énergétiques !
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1. REVISIONS 7

Par symétrie?, pour tout cet exercice, nous étudierons cette structure uniquement sur sa partie gauche,
c’est-a-dire, pour z € [0,1].
1. Calculer les réactions d’appuis R4 et Rp.
2. Calculer la distribution M (z) du moment fléchissant dans la poutre sur U'intervalle [0,1/2].
3. (a) Montrer que
F z=x—1/2 I I
Ve € [1/2,1], M(w):——x—/ z+—-——z|plz+ <) dz
2> ) 2 2
Attention, ici p (z +1/2) désigne la valeur de la fonction p en z +1/2.
(b) En déduire la distribution M (z) du moment fléchissant dans la poutre sur l'intervalle
[£/2,1).
4. Calculer la distribution T'(x) de I'effort tranchant dans la poutre sur 'intervalle [0, ].

5. Comment pourrait-on calculer la fleche dans cette structure (on ne fera pas le calcul) ? Quelle
est la difficulté de ce calcul ?

2En effet, on rappelle que, puisque la structure est symétrique, les efforts normaux, le moment fléchissant et la
fleche sont symétriques par rapport au point d’abscisse [ et 'effort tranchant est antisymétrique.
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TRAVAUX DIRIGES 2

Cercle de Mohr

EXERCICE 2.1.

On étudie une barre qui ne travaille qu’en compression, soumise a un effort normal F.

En un point quelconque d’une section droite, donner le tenseur des contraintes et tracer le cercle de
Mohr correspondant.

La suite de cet exercice sera traitée au cours du TD 6, exercice 6.1.

EXERCICE 2.2. Soit un point M d’un milieu continu soumis & un état de contraintes planes. On
connait les contraintes principales o1, o2 (et o3 qui est nulle) et un repére principal, noté (z,y). On
supposera, sans perte de généralité, que

o9 < 01. (2.1)
Yy Kol
.
7
7 w o
\9
z T

FiG. 2.1 — Une facette dans le plan

On rappelle que si T est la contrainte subie par la facette dont la normale est dirigée par 7', on

considére les contraintes normales et tangentielles o et 7 définies par
? =0 + T?.
On se rapportera & la figure 2.1.

1. Rappeler les formules du cours qui permettent de connaitre o et 7 en fonction de ’angle
0= (T, ) (ct. figure 2.1).

2. Tracer le cercle de Mohr et proposer un moyen graphique pour trouver les valeurs o et 7, pour
une facette quelconque. On utilisera les propriétés relatives aux angles vues en cours et on
s’efforcera de ne faire aucun calculs.



10 2. CERCLE DE MOHR

La connaissance des contraintes principales permet donc de déterminer, graphiquement ou par le
calcul, I’état de contrainte d’une facette d’orientation quelconque. Dans les exercices 2.3, 2.4, 2.5 et
2.6, on propose l'inverse : & partir d’un état de contrainte quelconque, déterminer les contraintes et
les directions principales, et ce de fagon analytique ou graphique. Les résultats de ces exercices seront
appliqués en TP, ou I'on utilisera les mesures effectuées par des jauges pour déterminer un état de
contrainte plan. Peut-étre en TP travaillerez-vous sur les déformations et non sur les contraintes (en
effet, on peut mesurer des déformations par extensiométrie mais non des contraintes) mais le tenseur
des déformations posséde les mémes propriétés que le tenseur des contraintes.

EXERCICE 2.3.
Cet exercice est extrait de l'examen final de MQ41 de Janvier 20083.
Localement, on prévoit par calcul un état de contraintes planes, donné par le tenseur des contraintes

(o] = (i%% :28) . (2.2)

1. Tracer le cercle de Mohr associé a cet état de contrainte.

(exprimé en Mpa) :

2. En déduire les contraintes principales oy et o9 avec o1 > 0.

La suite de cet exercice sera traitée aw cours du TD 6, exercice 6.2.

EXERCICE 2.4. On se place dans un état de contraintes planes (comme dans l’exercice 2.2) et on
supposera que l'on a (2.1).
On suppose que 'on connait s1, se et s3 trois contraintes normales dans trois directions formant des
angles /4 (cf. figure 2.2).

y
33 32
n
by 2
n /4 S
3 /4 1
CIE
X

F1G. 2.2 — Trois mesures de contraintes normales

Ne connaissant pas I’angle €, on cherche les contraintes et les directions principales.
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2. CERCLE DE MOHR 11

1. Montrer, en utilisant les résultats de ’exercice 2.2, que l'on a

1 1

51 = §(U1+U2)+§(01—02)C03297 (2.3a)
1 1

52 =5 (o1 +02) — BY (o1 — 02) sin 26, (2.3b)
1 1

53=5 (o1 +02) — B (01 — 02) cos 26. (2.3¢)

Montrer que le systéme (2.3) est équivalent a

a= % (s1+s3), (2.4a)
bcos(—20) = s1 — a, (2.4b)
bsin(—260) = sy — a, (2.4c)
or=a+b, (2.4d)
o9 =a—b, (2.4e)

et en déduire les valeurs de o1, o9 et 0 (& w prés) sous 'hypothése (2.1).
2. Que se passe-t-il si 81 = 59 = 537

3. Utiliser le cercle de Mohr pour déterminer les contraintes principales o; et oy et angle 0
graphiquement. On utilisera les propriétés relatives aux angles vues en cours et on s’efforcera
de ne faire aucun calculs. On pourra, comme habituellement en géométrie, supposer le probléme
résolu et trouver des propriétés permettant de caractériser les points Cy, Cy et Cy (représentatifs
des trois états étudiés, correspondant aux trois angles 6, 6 + 7/4 et 6 4+ 7/2) en fonction des
points Hy, Hy et Hs d’ordonnées nulles et d’abscisses respectives s1, s2 et s3 (voir figure 2.3).
On utilisera la rotation d’angle 2, centre du cercle de Mohr et d’angle 7/2.

F1G. 2.3 — Les trois états correspondant aux trois angles 6, 0 + w/4 et 6 + /2

4. Graphiquement, que se passe-t-il si s1 = s9 = 537



12 2. CERCLE DE MOHR

EXERCICE FACULTATIF 2.5. On cherche & généraliser les résultats de l’exercice 2.4 : on se donne un

angle « tel que
a2\ {5.m 7]

On suppose que 'on connait s1, s9 et s3 trois contraintes normales dans trois directions formant trois
angles 6, 0 + « et 0 + 2a.

1. Reprendre les calculs de 'exercice 2.4 avec un angle a quelconque et montrer que 1’on peut
exprimer les contraintes principales o1 et oy ainsi que 'angle 6 (sous ’hypothese (2.1)).

2. La construction géométrique est elle possible, aussi simplement que dans le cas de ’exercice
247

EXERCICE FACULTATIF 2.6. On cherche & généraliser les résultats des exercices 2.4 et 2.5 de facon
géométrique. On se donne un angle « tel que

b3 ({5 2)o5)

On suppose que 'on connait s1, s9 et s3 trois contraintes normales dans trois directions formant trois
angles 0, 0 + « et 0 + 2a.
La méthode de I’exercice 2.4 n’est pas applicable, car le centre du cercle n’est pas déterminable dans
le cas général.
On supposera, sans perte de généralité, que s3 € [s1, s2] ou s3 € [s9, s1].
1. Dans cette méthode, on ne trace initialement que ’axe des y. L’axe des x est déterminé ensuite.
On note (f, J ) le repére orthonormé considéré.
— Tracer trois droites Dy, Dy et D3 paralléles & ’axe des y et passant par trois points
d’abscisses respectives s, sp et s3.
— Soit un point quelconque M4 de Ds. On choisit k € Z tel que
g =4a+kr € [-m,0].
Tracer My € Dy et My € Dy tels que
S\ _ B (P
(J, M3M1) =% (J, M3M2> — a.
— Tracer €2, l'intersection des médiatrices de [M; Mj] et de [MaM}], puis 'axe des x passant
par Q.

— Tracer M3, le symétrique de M4 par rapport a Paxe des .
— Enfin, tracer le cercle C de centre Q et passant par My, My et Ms.

Montrer que cette construction fournit le cercle de Mohr recherché.

2. Application :

Utiliser cette méthode pour les valeurs suivantes de «, s1, s et s3 :

a=mr/3, s =9,65 s9=4,35 s3=06.
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TRAVAUX DIRIGES 3

Méthodes énergétiques

Vous trouverez d’abord les énoncés, puis les figures s’y rapportant. Pour chaque structure, on se
donnera les caractéristiques complémentaires (E, I, S, ... , supposées constantes sur I’ensemble de la
structure, sauf indication contraire).

EXERCICE 3.1. Déterminer, par le théoréme de Castigliano, le déplacement vertical du point B de la
structure de la figure 3.1a.

EXERCICE 3.2. Déterminer les déplacements verticaux des points B et C' pour la structure de la figure
3.1b (méthodes de Maxwell ou de la charge fictive).

EXERCICE 3.3. Pour la structure de la figure 3.1c, déterminer la réaction en B en fonction de a
(Ménabreéa).

EXERCICE 3.4. On considére la structure de la figure 3.2a. Les caractéristiques de AB seront notées
FEq, I, S1 et celles de BC', Es, I, Ss.

1. Déterminer, grace au théoréme de Castigliano, le déplacement vertical en C, en négligeant les
effets des efforts normaux et tranchants.

2. Pour toute la suite, on suppose que
El :E27 Il :-[27 Sl 2827

et que

I
<. 1
;< (3.1)

Quelle est 'expression de y¢, le déplacement vertical en C', & 'ordre 0 en [/h?

3. Calculer y¢ en prenant maintenant en compte les effets des efforts normaux dans ’énergie de
déformation.

Quelle est 'expression de y¢, si la section est carrée de coté a?

4. En supposant h fixé et a — 0 avec (3.1) et

a a

-1, =K1,
) h

déterminer yo a Uordre 0 en [/h. Comparer avec la question 3 et conclure.

EXERCICE 3.5. Pour la situation de la figure 3.2b, on admet le déplacement en B da au couple C' :
y(B) = CL?/(2EI).
Déterminer en une ligne la rotation de la section B pour la situation de la figure 3.2c.

EXERCICE 3.6. La structure en U de la figure 3.3a a une section carrée.

13



14 3. METHODES ENERGETIQUES

1. Déterminer les efforts de la RDM de cette structure; on prendra en compte, dans I’énergie de
déformation, les effets du moment fléchissant et de ’effort normal.

2. Quelle est la rigidité de ce U (c’est-a-dire le rapport F'/y4)?

EXERCICE 3.7. Pour la structure de la figure 3.3b, déterminer la réaction d’appui en C. On pourra
utiliser le théoréeme de superposition ou de Ménabréa.

EXERCICE 3.8. Le portique de la figure 3.4a est constitué de trois barres AB, BC' et C'D. On suppose
que la poutre BC est infiniment rigide.

1. Quel est le déplacement horizontal du point B ?
2. Pouvez trouver une structure équivalente, plus simple, qui permette de retrouver ce résultat

plus rapidement ?

EXERCICE 3.9. On étudie la structure de la figure 3.4b.
1. Déterminer les réactions aux appuis.
2. Déterminer les efforts de la RDM dans toutes les sections.
3. Déterminer les rotations en A et F'.

EXERCICE 3.10. La structure de la figure 3.5a repose sur deux rotules en A et en B et sur un appui
élastique en C' (ressort de raideur k).

1. Est elle isostatique ?

2. Donner I'expression de la dérivée de I’énergie potentielle de déformation par rapport & la com-
posante verticale de la réaction en C'.

3. Calculer le déplacement du point C.

EXERCICE 3.11. La structure de la figure 3.5b repose sur deux appuis élastiques en B et C (deux
ressorts de raideur k) et est encastrée en A.
Déterminer le déplacement vertical du point C.

EXERCICE FACULTATIF 3.12. En cours, on a donné le second théoréme de Castigliano, qu’on utilise
pour une méthode de force. On donne ici le premier théoréme de Castigliano, qu’on utiliserait pour
une méthode de déplacement :

THEOREME 3.1 (Premier théoréme de Castigliano). Soit une structure élastique linéaire, reposant sur
des appuis (de telle sorte qu’elle soit isostatique ou hyperstatique), contrainte a partir de ['état au
repos et soumise a un systéme de forces généralisées indépendantes (F;),.;., dont les déplacements
généralisés associés sont (N;)yc;<,- St W désigne l'énergie de déformation , alors

oW
N

Vi e {l,...,n},

F;. (3.2)

Montrer (3.2). On procédera comme dans le cours en utilisant de méme la convention de sommation
d’Einstein.
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3. METHODES ENERGETIQUES

Ensemble des figures

C B c
A | K%M P A
2 3
I I
(a) (b)
Fic. 3.1 -
A
h
B C F A B jC
| I
(a) (b)

Fic. 3.2 -

(c)

(c)

15



16 3. METHODES ENERGETIQUES

D
A A
F
h
h
F P
B C
C B
[
[
(a) (b)
Fig. 3.3 -
h
B C

c HHHHHD
h
h A B E F
ya T
A Dl b T
Y7 7 3 3 3
(a) (b)
Fig. 34 -
p A p
A 5B B
C< 7 C <
T <; <; <;
<
| | | Y 4
(a) (b)
Fig. 3.5 -
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TRAVAUX DIRIGES 4
Etude de poutres circulaires

EXERCICE 4.1.

Fig. 4.1 -

On étudie la structure semi-circulaire de la figure 4.1.
1. Déterminer les efforts de la RDM, N(6), T'(0) et M(6).

2. Quel est le déplacement vertical de B 7

EXERCICE FACULTATIF 4.2.

Cet exercice est facultatif, mais permet d’utiliser le calcul symbolique de matlab pour calculer aisément
des déplacements dans des structures circulaires. Les résultats de cet exercice pourront étre utilisés
pour les exercices 4.2 et 4.3. Cet exercice pourra aussi étre traité en TP.

On étudie la structure semi-circulaire de la figure 4.2. Elle est soumise aux réactions d’appuis notées
X, Y et —X (par symétrie), ainsi qu’a la force extérieure f, appliquée au point C' et a la densité
linéaire de charge radiale, constante et centripéte notée pg > 0.

Les conventions adoptées sont identiques a celles du cours (voir figure 4.1 page 89 du chapitre 4).

1. (a) Montrer que l'on a, pour tout 6 € [0, 7/2]

T(0) = X cosf+ (Y — Rpyp)siné, (4.1a)
N(0) = X sinf + (Rpy — Y') cos — Rpy, (4.1b)
M(0#) = —RX sin@ + R(Y — Rpo)(cosf — 1). (4.1¢)

On pourra utiliser les équations d’équilibre local (comme dans l'exemple de la section
4.3.3 page 97 du cours).

17



18 4. ETUDE DE POUTRES CIRCULAIRES

Y
Po
Y fC Y
R
—X[ 4 0 B X
7/7}f 7/};77 X

Fig. 4.2 -

(b) La valeur de la réaction d’appui X ne peut étre calculée : elle est hyperstatique. Montrer

que

Y = Rpy — g (4.2)

On pourra admettre que T est antisymétrique par rapport a 7/2 et utiliser la discontinuité
de T en 7/2, due a f.

(c) En déduire que, pour tout 6 € [0, 7/2]

T(0) = X cosf — gsin 0, (4.3a)

N(#) = X sinf + gcos 6 — Rp, (4.3b)
. Rf

M(f#) = —RX sinf + 7(1 — cosf). (4.3¢)

2. A partir de maintenant, on va utiliser le calcul symbolique de matlab pour calculer 1’énergie
totale de déformation (due & X, f et pg), en prenant en compte les termes dus a U'effort normal,
a l'effort tranchant et au moment fléchissant!. Par symétrie, cette énergie vaut :

7r/2
W (po, [, X) = (EI/ M?*(6 d9+G—5'1/ d9+—/ N9 d9> (4.4)

(a) En déclarant tout ce qui faut en symbolique, calculer W (po, f, X), grace a (4.3) et (4.4).

Par exemple, on saisira (dans un script ou commandes par commandes) :
syms X theta f p0 RE T G S S1;

T=Xxcos (theta)—f /2+sin (theta );

N-Xxsin (theta )+f /2xcos(theta)—Rxp0;
M=—R#Xssin (theta )+ f«R/2+(1—cos(theta ));
W-Rx (1/(ExI)xint (M"2, theta ,0, pi/2)...

'Rien ne nous limite, alors autant prendre en compte tous les termes.
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4. ETUDE DE POUTRES CIRCULAIRES 19

+1/(G+S1)xint (T2, theta ,0, pi/2)...

+1/(ExS)*int (N~2, theta ,0, pi/2));

On pourra consulter le fichier matlab exercice4_2_new.m disponible sur internet : voir
http://utbmjb.chez.tiscali.fr/

(b) Pour lever ’hyperstaticité en X, on pourra traduire sous matlab

ow

B—X(pOafaXO) = 0? (45)

par
X0=solve (diff (W, X), X" );

(c) Calculer le déplacement vertical yo du point C'. On pourra comparer les résultats donnés

par
ow
A= 8—(p03va) ) (46)
f X=X,
et
ow
A= — X 4.7
af (pOa fa 0)3 ( )
ou Xy est donné par (4.5).
3. Applications
(a) Déterminer yo pour pg = 0 et f = —P. Pour négliger les effets des efforts tranchant et

normaux devant ceux du moment fléchissant, il suffit de faire tendre S et Sy vers l'infini,
a I fixé; cela se traduit, sous matlab par
lambdaA=subs (lambda,{p0,f},{0,—P});
lambdaA=limit (limit (lambdaA  S1,inf),S, inf);
Ce résultat fournit la réponse de I'exercice 4.3.
(b) (i) Déterminer yc pour pg = p et f — 0.
(i)
(iii) Calculer yc ou seul Sy tend vers infini.
(iv) Dans ce cas, déterminer la valeur de yo si S est «grandy.

Que se passe-t-il si on fait tendre S et Sy vers U'infini, & I fixé 7 Commenter !

Ces résultats fournissent la réponse de I'exercice 4.4.

EXERCICE 4.3.
Déterminer la rigidité du portique semi-circulaire de la figure 4.3.

EXERCICE 4.4.

On reprend le portique semi-circulaire de la figure 4.3, qui est chargé comme indiqué sur la figure 4.4 :
il est cette fois ci soumis a une densité linéaire de force d’intensité p et radiale.

Calculer le déplacement vertical du point C.

EXERCICE 4.5.
Pour la structure de la figure 4.5, déterminer les déplacements horizontaux et verticaux du point C.

EXERCICE 4.6.
Déterminer la rigidité de la structure de la figure 4.6.



20 4. ETUDE DE POUTRES CIRCULAIRES

@

Fic. 4.3 -

Fig. 4.4 -

Fic. 4.5 -
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Fic. 4.6 —
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TRAVAUX DIRIGES 5

Flambement

Vous trouverez d’abord les énoncés, puis les figures s’y rapportant, ainsi que les solutions d’équations
non linéaires et trois graphes (pages 25 et 26), utiles pour certains exercices.

EXERCICE 5.1. On considére la poutre de la figure 5.1, reposant sur trois appuis (appuis simples en
A et C, rotule en B) et comprimée par deux forces opposées d’intensité F'.
Deéfinir la charge critique par la méthode d’Euler (modes 1 et 2).

EXERCICE 5.2. On considére la poutre de la figure 5.2a, articulée en A, reposant sur un appui simple
en son milieu C et comprimée par une force d’intensité F'.
Définir la charge critique par la méthode d’Euler (modes 1 et 2).

EXERCICE 5.3. On considére la poutre biarticulée en compression sur sa section médiane de la figure
5.2b (c’est-a-dire, qu’il y a une rotule en A, un appui simple en B et qu’on la comprime par une force
horizontale d’intensité F' en son milieu).
Calculer la charge critique fondamentale.

EXERCICE 5.4. On considére la poutre de la figure 5.3, encastrée en B et ayant une liaison en A
telle que, en ce point, la déformée et la dérivée de la déformée de la poutre soit nulle. On appelle
M et T le moment et la composante verticale de la réaction d’appui en A. La poutre est comprimée
horizontalement en A par une force d’intensité F'.

Calculer la charge critique fondamentale.

Ensemble des figures

y Y,
YA Y.
FA Bl %6 cl F
2 X
L L
2 2
(a) (b)

F1G. 5.1 — La structure étudiée au repos (a) et aprés déformation (b)
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y
y
A C B F C
B
§ F X P «
L | L
2 2 L L
2 2
(a) (b)

Fi1G. 5.2 - Poutre articulée et appuyée en son milieu (a) et poutre biarticulée en compression sur sa
section médiane (b)

F
B A
M

Fi1G. 5.3 — Poutre encastrée
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Quelques solutions d’équations non linéaires

On donne ici quelques courbes et les valeurs numériques des premiéres solutions strictement positives
des équations non linéaires suivantes (calculées avec matlab) :

x = tan(z), (5.1)
x = tan (%) , (5.2)
tan(z) = $23f 5 (5.3)

Valeurs numériques :
deux premiéres solutions (dans R* ) de (5.1) : 1 = 4.49340945790906 et z, = 7.85398163397449 ;
la premiére solution (dans R, ) de (5.2) : xy = 2.33112237041442 ;
la premiére solution (dans RY,) de (5.3) : z; = 2.16020053890664.

les deux premiéres solutions de x=tg(x)

F1G. 5.4 — les deux premiéres solutions strictement positives de (5.1)
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la premiére solution de x=tg(x/2)

F1G. 5.5 — la premiére solution strictement positive de (5.2)

la premiere solution de tan(x)=3x/(x2—9)

__ tan(x
_ 3%/(x*-9)

-4+

-5

-7 L L L I I

F1G. 5.6 — la premiére solution strictement positive de (5.3)
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TRAVAUX DIRIGES 6

Critéres de plasticité

EXERCICE 6.1. Cet ezxercice constitue la fin de Uexercice 2.1, traité au cours du TD 2, auquel on
renvote.
Pour la barre étudiée, donner la contrainte de Von Mises en un point quelconque d’une section droite.

EXERCICE 6.2.

Cet ezercice est extrait de l'examen final de MQ41 de Janvier 2003. 1l constitue la fin de [’exercice
2.3, traité au cours du TD 2, auquel on renvoie.

Le matériau étudié a une résistance élastique oy = 150 Mpa.

1. Avec les notations de 'exercice 2.3 (voir équation (2.2)), appliquer les critéres de Tresca et de
Von mises & I’état de contraintes planes étudié.

2. Le matériaux, selon ces critéres, reste-il dans le domaine élastique ?
EXERCICE 6.3 (Expression générale de la contrainte équivalente de Von Mises).

1. On suppose dans cette question que ’état de contrainte est plan :
_ (o o012
o= (2 o)
012 022
s11 8
g — ( 11 12)
821 S22

une matrice (ou un tenseur). Pourquoi la trace et le déterminant de cette matrice constituent-
ils des invariants! de S?

(a) Soit

(b) On suppose que S est diagonalisable ; on appelle s1 et s9 ses valeurs propres. Déduire de
la question précédente que

81+ S2 = s11 + S22, (6.1)
5182 = 511522 — 512521. (6.2)

(c¢) Déduire de (6.1) et (6.2) que la contrainte équivalente de Von Misés peut étre exprimée
comme suit

Ocq = \/0’%1 + 02, — 011092 + 30%,.
2. On suppose maintenant dans cette question que I’état de contrainte est quelconque :

011 012 013
o]l =012 022 093
013 023 033

!Cest-a-dire qu'ils sont invariants par changement de base.
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28 6. CRITERES DE PLASTICITE

(a) Soit

S11 S12 S13
S = S21 S22 523

531 832 833

une matrice (ou un tenseur). Montrer que les trois quantités suivantes constituent des
invariants de S :

I, = trace (S),
(o )
Ig = det(S)

(b) On suppose que S est diagonalisable ; on appelle s1, s9 et s3, ses valeurs propres. Déduire
de la question précédente que
81+ s2 + 83 = S11 + S22 + 833, (6.3)
5182 + 5253 + 5351 = 511522 1 522533 + 33511 — S12521 — 523532 — S31513,
518283 = det(S)

(c) Déduire de (6.3), (6.4) et (6.5), que la contrainte équivalente de Von Miseés peut étre
exprimée comme suit

1
Oeq = E\/(Ull —092)" + (022 — 033)% + (033 — 011)> + 6 (0%, + 035 + 0F,).

EXERCICE FACULTATIF 6.4 (Etude du critére de Tresca dans un nouveau repére).
Dans cet exercice, on étudie le cylindre de Tresca dans le repére lié & son axe et on montre la propriété
énonceée en cours (voir chapitre 6, page 111 et figure 6.7).

1. On pose

1 1 1
V1 = -2 , V2 = 0 , U3 = 1]. (6.6)
1 -1
Montrer que ces trois vecteurs forment une base orthogonale.

2. On considére la base orthonormée (uy,us,us), obtenue par normalisation des trois vecteurs
(v1,v2,v3). Tracer sur une figure ces trois vecteurs.

3. On appelle (71, 22, x3) les coordonnées d’un point de R? dans la base canonique et (y1,y2, y3) les
coordonnées de ce méme point dans la base (11, ug, u3). Montrer que les formules de changement
de base donnent :

1 1 1
T = —F=y1+ —=Y2 + —=y3,
1 \/62% ﬁlyZ \/gy?,
To = ——=Y1 + —=Y3, 6.7
2 NIV (6.7)
1 1 1
Ir3 —

—Yy] — —Yo + —13.
\/gyl \/§y2 \/§y3
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6. CRITERES DE PLASTICITE 29

4. On étudie maintenant la contrainte de Tresca :

T

o, (x1,29,23) = max |z; —z;|. 6.8

eq( 1,42, 3) i,jE.{;,.Z,3}| ) J ( )
i#j

Montrer que, si on se place dans la base (u1,us2,u3), on a

V2
Y ‘\/:)_)yl + Y2

V2
‘751 (y1, Y2, y3) = max (7 ‘_\/?_’yl +y2

5. (a) En déduire que le cylindre de Tresca a pour axe la droite portée par ug et que son
intersection avec le plan porté par (u,ug) est un hexagone, comme indiqué sur la figure
6.7 page 112 du polycopié de cours.

(b) Montrer que cet hexagone est régulier.

(c) Montrer que les sommets de cet hexagone appartiennent & Uintersection du cylindre de
Von Mises avec le plan porté par (up,us), comme lindique la figure 6.12 page 118 du
polycopié de cours.
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TRAVAUX DIRIGES 7

Analyse limite

EXERCICE 7.1. Soit un cylindre en matériau élastique parfaitement plastique de rayon R, de longueur
L et soumis & un couple de torsion T'. On appelle 7y la contrainte tangentielle de début d’écoulement
plastique.

1. Calculer Ty le moment de torsion pour lequel apparait le premier écoulement plastique dans
une section donnée.

2. Calculer T, le moment de torsion pour lequel toutes les fibres d’une section sont entrées en

plasticité.

EXERCICE 7.2. Soit une poutre rectangulaire en matériau élastique parfaitement plastique de section
b x h, de limite d’écoulement en traction et compression oy, soumis & un moment de flexion M.

1. Calculer My le moment de flexion pour lequel apparait le premier écoulement plastique dans
une section donnée.

2. Calculer My, le moment de torsion, pour lequel toutes les fibres d’une section sont entrées en
plasticité.
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