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‘ Corrigé de ’examen médian du 6 Mai 2004

Correction de ’exercice 1.

1. I faut retenir que les deux équations d’équilibre local relatives aux résultantes des efforts de
la RDM lient N & la densité d’effort normal ¢ appliqué, et T' & la densité d’effort tranchant p
appliqué; par homogénéité, elles sont donc du type :

djgf”) +g(z) =0,
et
d](;;x) + p(z) = 0.

L’équation relative au moment lie M, T' et la densité m de couple appliqué et est du type :

%a(cw) +T(z) £ m(z) =0.

On consultera la proposition 1.15 page 19 du chapitre 1.
2. Voir chapitre 1 et annexe A.

3. Voir la proposition 3.5 page 51 du chapitre 3.

Correction de ’exercice 2.

Cet exercice est proche de 'exercice de TD 2.4mais, au lieu d’étudier une rosette a 45 degrés, on
étudie une rosette & 120 degrés.

On rappelle que

(l, 73) = —- et (13, 78) = — (1)
et que
o9 < 01. (2)

1. Comme dans ’exercice de TD 2.4, pour construire le cercle de Mohr & partir de s1, s2 et s3, on
suppose le probléme déja résolu et, & partir des propriétés observées, on en déduit une caracté-
risation & partir des données connues.



(a) Soit €, le centre du cercle de Mohr. On sait, d’aprés le cours, qu’une rotation d’un angle 8
de la facette, entraine une rotation d’un angle —26 du point correspondant sur le cercle de

Mohr. Ainsi, d’aprés (1), 'angle entre Q—J\/Il> et Q—MQ est égal & —2 x 27/3, soit modulo 27,
(ot} onz) = 2 ®)
De méme,
(o oz = 2 (@)

On obtient donc la figure 1.

F1G. 1 - Le cercle de Mohr (plan).

(b) Notons r, la rotation de centre Q et d’angle 2. D’aprés (3) et (4), on a

(M) = My, et r(M,) = Ms. | (5)

Ainsi, le triangle My Ms M3 est équilatéral et €2, le centre de son cercle inscrit, est aussi son
centre de gravité. On en déduit donc que son abscisse est définie par

1
$Q:§(81+82+33). (6)

(c) Voir corrigé de la question 1b et (5).
Notons D, la droite perpendiculaire a ’axe des x, passant un point d’abscisse s1 et Do la
droite perpendiculaire & l'axe des z, passant un point d’abscisse so.
Puisque M; appartient a Dy, My = r(M;) appartient & r(D1). Or Ms appartient a Dy. On
a donc

‘MQ :DQHT(Dl).‘ (7)

(d) On synthétise maintenant les propriétés vues :

e grace a (6), on peut tracer Q;
e on trace ensuite Dy, Dy et 7(D1);

e griace a (7), on en déduit ensuite Mo ;
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e on trace le cercle de Mohr, de centre {2 et passant par Mo ;

e grace a (5), on peut déterminer My et Msj.

Remarque 1. En toute rigueur, il faudrait aussi montrer que (7), définit de fagon unique le
point Ma, c’est a dire que Dy et r(D1) sont sécantes; cela est évident car ces deux droites

forment un angle égal a 2m/3.

2. (a) On donne (en Mpa)

s1 = 67 (8)
sy = 2,02, 9)
53 = 5,48, (10)

Do D

F1G. 2 — Tracé du cercle de Mohr grice a s1, s9 et s3.

Grace a ces valeurs, on peut réaliser le programme de la question 1d. On obtient, grace a
(6),
zo = 4,5. (11)

Voir figure 2.
(b) Voir le chapitre 2 du cours, 'annexe D et la figure 3 page suivante.

Graphiquement, on a

o2, o1=T, 0= -—26° (12)

3. Cette question est proche des questions finale de ’exercice de TD 2.4. On retrouve par le calcul,
la construction graphique précédemment faite.

(a) On rappelle que la contrainte normale dans la direction 8 vaut

o(6) = % (01 + o) + % (o1 — ) cos 20. (13)
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FiG. 3 — détermination graphique de o1, o2 et 6.

On a donc, puisque s1 = 0(0), s2 = o(f + 27/3) et s3 = o(0 + 47/3),

1
s1 == (01 + 09) + = (61 — 02) cos 26,

2 2
1 1 2
32:§(Ul+02)+§(01—ag)cos (20—%),

1 1 2
83:§(U1+02)+§(01—02)COS (20%—%),

et donc, on obtient

s1 = xq + Rcos 20, (14a)
2
s9 = o + Rcos (20 - ?ﬂ) , (14b)
2r
s3 = zq + Rcos (20 + ?) , (14c)
ou
1
R = 5(0’1—0’2), (14d)
1
z0 =5 (o1 +02). (14e)

(b) En sommant (14a), (14b) et (14c), on retrouve (6).
(c) On développe

Cos (29 + 2%) = —%cos% - ? sin 26.

Ainsi, en notant

¢ = cos 20,

s = sin 20,
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(14a) et (14c) se réécrivent

s1 = zq + Re,
R V3R
53 =T = 5C— —5—s.

Aprés calcul, compte tenu de (6), on a

Rcos(20) = = (251 — s2 — 83) (15a)

Wl

Rsin(20) = (sg — s3) . (15Db)

“[%

Ces relations permettent de calculer R et 6 (& 7 prés).

Grace aux valeurs données (8), (9) et (10), on a

Rcos(26) = 1,5,
Rsin(260) =~ —1,997

et donc

et

On retrouve donc (12).

(d) D’apres (14d) et (14e), on a

‘01:R+:1:Q, 09 = —R + zq,

et on retrouve numériquement (12).

Remarque 2. Les valeurs numériques (8), (9) et (10) proviennent en fait exactement du
probléme donné en annexe D ; les valeurs exactes sont (en Mpa)

s1 =06,
15
SQZZ— 3,

5
— +V3.

Elles sont été calculées comme abscisses des points M7, My et M3 de telle sorte que les
ordonnées correspondantes soient

y1:25

Yo = —1+3V3— 9\[
ys = —1—-3V3+ =" ‘[
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Les valeurs exactes de R, o1, 02, R et 0 sont alors données par

9
R==
27
o1 =1,
0’1:2,

0 = —arctan (1) ;
2

Correction de ’exercice 3.

Y
YA p YC’
HULHT B C
X
ST *
l

FiG. 4 — La poutre étudiée

1. La poutre est orientée et munie d’un repére comme indiqué sur la figure 4.

Puisque la poutre est soumise & quatre réactions d’appuis notée X 4, Y, I'4 et Yo et que son
équilibre est déterminé par trois équations,

la poutre est hyperstatique, de degré 1. (16)

Comme dans l'exemple 3.60 page 80 du chapitre 3, on choisit Yo comme inconnue hypersta-
tique ; sa valeur est déterminé par le théoréme de Ménabréa qui fournit ’équation manquante :

oW _
oY

0, (17)

ol seuls les effets dus au moment fléchissant sont pris en compte.
Pour simplifier le calcul, par linéarité, on calcule d’abord le moment di & Y, noté My puis
le moment di & p, noté M, et on écrira
M = M, + My.
Il est clair que

Vz €[0,l], My(z)=(-=z)Yc. (18)
Pour calculer le moment di & p, on remplacera la force répartie par une force ponctuelle
équivalente, appliquée au milieu de la partie de la poutre considérée. Aprés calculs, il vient

—E(z - 1)2, si z appartient a [0,1/2],

Vo € [0,l], My(z)= { 2 2 (19)

0, si z appartient a [1/2,1].
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Selon (17), puisque E et I sont uniformes, on obtient en dérivant sous le signe somme :

_ ! OM(x)
0—/0 M (z) dz,
l

Yo
— [ 0 0) + My (0 55 (M0) + My (o) o

et puisque M, ne dépend pas de Y¢

B ! OMy (z)
= [ (@) + My (@) T,

l
- /0 (I — o) (aYe + My (x))dz,

I 1/2 2
= / (l—x)QYCd:E-l-Z—)/ (x—1) (w— E) dz.
0 2 Jo 2

Il est plus rapide de calculer la seconde intégrale par intégration par partie :

72 1> 1 [ AN v
/0 x(w—§> dm=—§/0 (:1:—5) d$+§

AN 714
—1 - =——.
(z )(x 2) ] 192
=0
Aprés calculs, on obtient donc

_

¢~ 128"

2. On peut maintenant calculer toutes les réactions d’appuis de cette structure.

Pour calculer T'y4, il peut étre rapide d’écrire (pour réutiliser les calculs faits)

p 1\
Ty = —M(O) = —Mp(O) — My(O) = +§ (E) — 1Y,

et donc

9 2

Ty = —pl2,
4= 1gP!

L’équilibre des forces appliquées fournit

et
y, o _ Tl
2 128
soit
57
YA Epl
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