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CALCULS DE PRIMITIVES

1. Primitives de fractions rationnelles

On rappelle que toute fraction rationnelle P se décompose dans R[X] sous la forme
Ay
P=F —~ —ar
* zk: (X —ap)™

ou la partie entiére E appartient & R[X], le deuxiéme terme correspond aux éléments de premiére
espéce, et le troiséme terme correspond aux éléments de seconde espéce (avec X 2+by X +cy, irréductible
dans R[X]).

% (X2 + b, X + Ck)’gk ’

1.1. Cacul des éléments de premiére espéce
Une primitive de 1/(X — a)® est

(X _ a)faJrl

mp— sia#1, In|X—qalsia=1

1.2. Cacul des éléments de seconde espéce
On met le dénominateur de I’élément de seconde espéce sous sa forme canonique
X 40X +c=(X—p)’+%

ol g > 0 et on écrit

AX + B B X —pdX dX
/(X2+bX+c)5dX_A/((X—p)2+q2)5+(B+Ap)/((X—p)2+q2)ﬁ'

1.2.1.  Cacul du premier terme. En écrivant X —p = (X — p)> + ¢2)'/2, il vient

1 2 2\ —B+1 .
Xy m(@(—p) +q°) , sif#1
/((X—p)2+q)6dX:
%mux_m%q% sif=1.
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1.2.2.  Cacul du second terme. En posant

U = q_l(X _p)u

il vient ¢>u? = (t — p)? et donc

dx oa du
/(<X—p>2+q2)5_q /<u2+1>a‘

Pour calculer ce terme, on a deux méthodes (il ne faudra pas oublier d’exprimer, a la fin, u en fonction
de X)
Premiére méthode (pour « inférieur ou égal a 3)

On pose
u = tgo,
On a donc p
U
= Arct tdp =——.
10} rc tgu et do T
Ainsi, compte tenu de
1 1

cos? ¢ =

Trtg2¢  1+a2

d
\/ﬁ = /COSZ(al)qbdqb.

Cette fonction se calcule comme indiqué dans la section 2.1
Seconde méthode (pour a supérieur a 4)

On pose
du
r - =

Par intégration par partie, il vient avec

on a

1 , «o

= UV =-——
(u2+1)a (u2+1)a+1

V=1 V=u

20 F i1 (1) = —5—— + (20 — 1)Fa ().

(v +1)

On peut conclure en initialisant cette relation de réccurence par

‘Fl(u) = Arc tgu + k,

ol k est une constante.

Exemple 1.1. Calculons
1—1¢
H(t) = | ———dt.
®) /(t2+t+1)2
On peut écrire
dt

H(t) :—%/(t2+t+l)/(t2+t+1)2dt+§/m. (1.1)
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Le premier terme de (1.1) est égal a

1
5(zt2+t+1)*1.



On écrit le dénominateur du second terme de (1.1) sous sa forme canonique :

e

On fait le changement de variable

-1
u = (?) <t + %) . (1.2)
D’ou v
3
dt = Tdu,

et le second terme de (1.1) est égal a

G(t) = g? (3)? (du+1 4\[/ (@2 +1)°
1
En posant
u=tgo, (1.3)
on a
du= (1+tg”¢) dg,
et

43 dp  4V3 2
G(t) = 3 /1—|—tg2<b_ 3 /cos Ppdo.

2f/ V3, V3

Par linéarisation, il vient

(1 + cos2¢)dp = —gb—i— —s1n2¢.

Il faut revenir a la variable u (avec (1.3)) puis a la variable ¢ (avec (1.2)). On pourrait donc écrire,
selon (1.3), ¢ = Arc tgu, d’on

2V/3

3
G(t) = 3 Arc tgu + % sin (2Arc tgu) .

Cependant, il est plus simple de remarquer que
2tg ¢ 2u

in2¢ = = .
sin 2¢ T+t T+
Il vient
2v/3 2v3 wu
A
G(t) = 3 rc tgu + —— R
D’aprés (1.2), on a
-1
V3 1
“‘(7 (”5)
et donc
2V/3 1 1 2t+1
= —Arctg [ —=(2t+1 -
R g( F @0t )>+2t2+t+1



Bref, on a

t+1 23

+ Arc tg (

1
T 24t+1 3 V3

V3

H(t)

(2t + 1)) + k.

2. Primitives de fractions rationnelles de sinus et cosinus

Soit R € R(X,Y) une fraction rationnelle & deux variables (c’est-a-dire, le rapport de deux
polynoémes a deux variables). On cherche des primitives de f(¢) = R(cost,sint).
Par exemple, si
3XY +3X% + v

RXY) = —~ sy

alors
B 3costsint + 3cos?t + sin*t

cost + cos® t sin” t

f(t)
2.1. R(X,Y) est un polynéme
Par linéarité, on se raméne au cas ol
f(t) =sinP t cos?t,

ou p,q € N.
Premier cas : sip (resp. q) est impair, le changement de variable

x = cost (resp. x = sint),

nous raméne & chercher des primitives d’'un polynéme.
Second cas : sip et g sont pairs, on linéarise en passant par les complexes.

Exemple 2.1. Calculons
F(t)= /sin3t cos* t dt.
Si on pose x = cost, on a dr = —sintdt; ainsi
F(t)= /cos4t sin?t sint dt = /cos4t (1 —cos?t) sintdt == —/:L'4 (1-2*)de="%—-"+k

Donc, en revenant a la variable ¢

cos’ t cos® t
F(t) = ——~—— +Fk

Exemple 2.2. Calculons
F(t) = /sim2 t cos tdt.

On linéarise simultanément sin? ¢ et cos?t en utilisant les formules d’Euler :

it = (36 e) = (e
27 22 :

et

4
1, . ) 1 ) ) ) )
costt = (5 (elt + elt)> =1 (€4Zt +4e* 4+ 6 4+ 4672 + 674”) )



En multipliant ces deux expressions, il vient

sin2 t COS4t _ _% (eﬁzt + ef6zt + 2e4zt + 2ef4zt _ eZzt _ 6722t _ 4) ’

et donc, en réutilisant les formules d’Euler,

1
sin?t cos?t = —5 (cos 6t + 2 cos 4t — cos 2t — 2) .

Par intégration, il vient donc

sin6t sin4t sin 2t t
FO="T5 50 " 7oa T16tF

2.2. R(X,Y) n’est pas un polyndme

2.2.1. Meéthode générale. On considére la nouvelle variable

¢ t
u=tan | = |.
2

Attention, cette formule est valable sur tout intervalle |2mm — m,2mm 4+ w[ ou m € Z et ce calcul
fournira des primitives défines a priori sur |2mm — 7, 2mm + 7[. On utilise les formules de trigonométrie
qui permettent d’exprimer le sinus et le cosinus d’un angle en fonction de la tangente de I'arc moitié

1—u?

cost = m, (2~1)

sint = - iUUZ. (2.2)
En exprimant u en fonction de ¢, il vient

2arctanu =t — 2mn (2.3)
et

dt = 12_5—1;2 (2.4)

Ainsi, d’aprés (2.1), (2.2) et (2.4), on se rameéne au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle

. 1—u?2 2u 2du
/f(t)dt:/R(cost,smt) dt:/R<1+u2’1+u2> T

Nous donnons un exemple juste aprés.

puisque

2.2.2.  Changement de variable simplificateurs (régles de Bioche).
si f est impaire, on pose u = cost.
si f(m—t) = —f(t), on pose u = sint.
si f(m+1t) = f(t), on pose u = tant.

Avant d’appliquer la méthode générale, il faut toujours regarder si 'on peut d’abord appliquer
I'une des trois régles de Bioche.



Exemple 2.3. On calcule

dt
Ft)= | ————.
(*) /2+sint

Aucune des régles de Bioche n’est applicable et, d’aprés la méthode générale, on pose u = tant/2;

ainsi,
1 2du du
ro- | Ny T
u*+u+1

Conformément a la méthode de calcul de prlmltlves de fractions rationnelles, on écrit le dénominateur

sous sa forme canonique

“+u+1 T 2+3
u u =l u - —
2 4

et on pose
-1
v = ﬁ u—l—1
2 2)"
On a donc
duzﬁdv
2
et
f/ 2\/3/ dv —2\/§arctanv—|—k
§v2+1 3 ) v2+1 3 '

En revenant a la variable u, on a

F(t) = ¥ arctan <¥ (u—i— %)) +k,

et, en revenant & la variable ¢, on a

F(t) = 2—‘3/5 arctan (? <tan (%) 4 %)) +k

Exemple 2.4. On calcule
3
F(t) :/C.OS Lat,

sin® ¢
D’apres la deuxiéme régle de Bioche (f(m —t) = —f( )), on pose u = sint. On a donc
1 —u? du 1 1 1
F(t) = du = = +k =- + + K.
(*) / u® / u® / 2u2 4sin*t = 2sin?t
On peut simplifier cette expression :
1—2sin’t 1 —2sin®t +sin¢
Ft)=——""F—+k =— + k,
®) 4sin* t 4sin* t
ou k est une autre constante réelle. Ainsi,
(1 —sin?¢)?
F(t)=—~———+k
®) 4sintt

Et donc

1
F(t)= —Zcotan4 t+k.




3. Primitives de fractions rationnelles de sinus et cosinus hyperboliques
3.1. R(X,Y) est un polynéme

Soit R € R(X,Y) une fraction rationnelle & deux variables. On cherche des primitives de f(t) =
R(ch t,sh t).
Par linéarité, on se raméne au cas ou
f(t) =shPtch?t,
o p,q € N. La méthode est identique au cas de la trigométrie circulaire (cf. section 2.1) :
Premier cas : sip (resp. q) est impair, le changement de variable

x =cht (resp. z =sh t),

nous raméne & chercher des primitives d’'un polynéme.
Second cas : sip et g sont pairs, on linéarise en remplacant sh et ch par leurs expressions en fonction
de ’exponentielle.

3.2. R(X,Y) n’est pas un polyndme

Les régles de Bioche ne fonctionnent pas; mais la méthode de la section 2.2.1 demeure valable :
On considére la nouvelle variable
t
=th (= ].

Attention, cette formule est maintenant valable sur R. On utilise les formules de trigonométrie hy-
perbolique qui permettent d’exprimer le sinushyperbolique et le cosinus hyperbolique d’un angle en
fonction de la tangente hyperbolique de ’arc moitié

1 2
=10, (3.1)
2
2du

Ainsi, d’aprés (3.1), (3.2) et (3.3), on se rameéne au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle

1+u?  2u 2du
= h ¢,sh = .
/f(t)dt /R(c t,sh 1) dt /R(l_UQ,l_u2> s

On peut aussi se ramener au calcul d'une primitive d’une fraction rationnelle en considérant la

puisque

nouvelle variable

Ainsi
dr = é'dt,

[rwa= [ rea = [ mw.

ol R est une fraction rationnelle.

et




Exemple 3.1. Calculons
dt
Fit)=[| —
0= 5%

1—u? 2du du
F(t)z/ s 1= | o Atk

en posant u = th (t/2) :

Ainsi
F(t) =In|th (t/2)| + k.

Exemple 3.2. Calculons

dt
Ft) = .
®) /sh3t+ch3t—1

On exprime les lignes trigonométriques en fonction de 'exponentielle :

dt dt el dt
Q / (ef+e—t>3+ (et,e—t)?’_ 1 /€3t—|—36_t —4 /e4t—4et—|—3

2

On pose = = ef. Ainsi,
dx
Fit)= | ————.
®) / xt —4x + 3
On factorise le dénominateur sous la forme irréductible
ot —dr +3= (:L'—l)2(a:2—|—2a:—|—3)
et on décompose en éléments simples. Tous calculs faits, on obtient :

2 1 2 el 4+ 2¢t 43 V2 el +1
Ft)=-—=>——+4+ZIn(——_~ 2= arct k.
®) 3a_ﬂwl( w_n2>+9a““<x@>+

4. Intégrales abéliennes

Soit une fraction rationnelle R € R(X,Y’). Nous montrons dans cette section deux types de calculs
de primitives ; dans la section 4.1, nous étudierons les primitives de fonctions ot intervient la racine n-
iéme d’une fonction homographique et dans la section 4.2, nous étudierons les primitives de fonctions
ol intervient la racine d’un trinéme du second degré.

4.1. Fonction en racine n-iéme d’'une fonction homographique

Fla) = / R (a: ,"/%) de,

ol n est un entier naturel non nul et a, b, ¢, et d sont des réels tels que ad — be # 0 (si ad — be = 0,
alors la fonction x +— (az + b)/(cx + d) est constante).

On pose
_ ajar+b
y= Ver+d

y"cx +y"d = ax + b,

Nous cherchons & déterminer

Ainsi



et
—y"d+b
r=—"—",
y"*c—a
On a alors X
dx = LQ(ad — be)dy.
(cy™ —a)

On est ramené au cas d’une primitive d’une fraction rationnelle puisque

—y"d +b ) ny" !
yre—a ") (eyn — a)

5 dy.

F(z) = (ad — be) /R<

Exemple 4.1. Soit a calculer
dx
Flo)= | ———.
(z) / Vit Iz

1 1
NCEh («4) + ()"

En remarquant que

on pose
y = V.
Ainsi
_ .6 _ @B
r =1y et dr = 6y°dy.
D’ou

6y°dy yidy
Flz) :/ﬁ :6/ .
vty y+1

Aprés réduction en éléments simples, il vient

F(x):6<§—%ﬁ+%—ln(1+\%))+k.

4.2. Fonction en racine carré d'un trindme du second degré

Nous cherchons a déterminer
F(z) = /R (x, Vaz? —i—b:z:—i—c) dz,

ol a, b et ¢ sont trois réels tels que a # 0 (sinon, on se rameéne au cas précédent avec n = 2). On
considére le discriminant

A = b% — 4dac.

Premaer cas : a < 0.
Dans ce cas A > 0 (sinon, ax? + bz + ¢ n’est positif que sur un singleton ou I'ensemble vide et,
dans ce cas, F' n’est pas définie). Ainsi, ilexiste a < 3 tels que

az® 4+ bz + ¢ = (—a)(z — a)(B — z).

On considére la nouvelle variable ¢ définie par

Vax? +bx+c=t(x — a).
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Siz €]a, B[, alors t e Ry. On a

at? —ap
r=—",
t2—a
et, aprés calculs,
— t —
var?+bxr+c= aM et do = —QaLﬁth
2 —a (t? —a)

On est ramené au cas d’une primitive d’une fraction rationnelle puisque

at? —af a(a - ﬂ)t) 1 QL.

2—a ' t2—a ) (12—a)?

F(z) = —2a(a — B) / R (

Exemple 4.2. Calculons

F(x) = / (2%t oyt 1)% dz.

On a
1
—2x2+x+1:2<1‘+§> (1—x).
On travaille donc sur l'intervalle | — 1/2,1[. On pose
1
\/—2x2+x+1:t<x—|—§>.
Ainsi, aprés calculs,
t2
_ "2
Ty
et
2 2
F(z) =< v + k.
IvV—-2224+ 41

Deuzxieme cas : a>0et A <O0.
On considére la nouvelle variable ¢ définie par

Var?+br+c=zva+tou —zva+t.

On se raméne alors au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle.

Exemple 4.3. Calculons

B dx
e _/ (a4 viZrarl)

On consideére la nouvelle variable ¢ définie par

Va2+ar+1=—z+t.

On a alors

2 -1 24t+1
etd:c:2+7+2
2t +1 (2t +1)

t2+t+1
F(z) :2/%&
t2(2t + 1)

I1 vient donc



La fraction rationnelle & intégrer se décompose en éléments simples sous la forme

2+t+1 o B v )

t2(2t+1)2_? 2 2+1 (2t +1)%

Aprés calculs, il vient
t2+t+1 3 1 6 3

- =+ =+ - .
£2(2t +1)° tot2 2t+1 0 (24 1)

Par intégration,

1 3 1
Flz)=-3Inlt| —--+3In[2t+1| — = ——
(@) = =3lnf| - 5 + 3l 2t + 1] - 5 .
1 1 3t+2
=324+~ - = ———.
. +t‘ 2 12t + 1)
En revenant a la variable initiale z selon
t=vVaz2+zx+1+ux,
il vient
1 1 3Vrl+r+1+3x+2
F(z) =3In|2+ > - = .
VaZ+z+1+a] 2 (\/x2+x+1+x) (2\/3:2+3:—|—1+2x+1)

Troisiéme cas : a > 0et A > 0.
On considére la nouvelle variable ¢ définie par

Var?+br+c=xva+tou —axva+t.

Exemple 4.4.

s 1
/(m2+6x+5)2d1‘21(1’—|—3) (2% + 62— 1) \/1:2+6x+5+61n‘x+3+\/$2+6x+5‘+k:.
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