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Corrigé de ’examen final du 24 juin 2005

Correction de ’exercice 1.

1. On intégre le volume V de la pyramide (qui occupe la région P de 'espace) par des sections
planes de hauteur z constante :

z=h
V= ///dmdydz = / //dmdy dz, (1)
P = \oiy

ou D(z) désigne I’ensemble des points de P a la cote z. Notons S(z) la surface de D(z); il vient
donc

h
V:/U S(z)dz. (2)

Un simple raisonnement géométrique nous montre que

S(z) :ab<hgz>2. (3)

Ainsi, en posant u = (h — 2)/h, il vient (puisque du = —dz/h)
h h h— 2 2 1
V= / S(z)dz = ab/ < > dz = hab/ u?du, (4)
0 0 h 0

1
V = gabh. (5)

soit

Remarque 1. Si on pose Sy = ab on retrouve la formule bien connue (et qui va étre démontrée
dans les questions 2 et 3) :

V= %Sgh. (6)

2. (a) Comme pour (3), on peut observer que la surface S(z) est une fonction quadratique (en
carré) de z, puisque les longueurs sont linéaires en z. S(z) est nulle pour z = h et égale a Sy
pour z = 0; on a donc une formule analogue a 1’équation (3) :

h

vz € 0,1, S(z):SO<h_Z>2. (7)

Cette formule sera démontrée rigoureusement & la question 3.
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(b) Puisque (2) demeure valable, on conclue par un calcul similaire a (4) :

h h h— 2 2 1
V:/ S(z)dz:Sg/ < ) dz:SOh/ u?du,
0 0 h 0

6

et on retrouve donc (6).

D

F1G. 1 — Un cone de contour D et de hauteur h et les points My(zo,yo,0) et M (z,y, z).

A Chaque point My (zg,yo,0) de la surface D, on associe un point M (z,y,z) de la surface
D(z) grace a

OMy = o(2)QM, (8)
ou «(z) est un réel (voir figure 1).
(a) La troisiéme composante de I’équation (8) fournit
2y — 20 = a(2) (2m — 20),
et donc
—h = a(z)(z — h),

soit

Vz € [0,h], «afz)= - ﬁ - 9)

(b) La premiére composante de I’équation (8) fournit
T, — T = a(z)(fBM - fBQ)a
soit
To — T = oz(z)(:z: — wg),

soit, compte tenu de (9),

z
(xo — zq) + zq.

xTr =

h
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On raisonne de méme pour y et on obtient
h—=z
h

T = (xo — zq) + zq,

Vz € [0, A,

h—=z
h

Puisque cette derniére équation est valable pour z = h, on a donc
h—=z

= (o — xq) + zq,

vz € [0, A, (10)
h—z
y=—7 (yo — ya) + ya.

Y= (Yo — za) + ya.

x

(c) Soit z fixé. On dispose donc d’une application ¥ de D(z) dans D qui a (z,y) associe (2o, yo).
On a ¥(D(z)) = D et la formule de changement de variables nous donne donc

[ [ st = [ [ 130, dody (11)
D D(z)

ou J est le Jacobien de .

Il est défini par

et [F@y) G @y)
J(IL‘,y) = det 8y0 3y0 :
I faut donc calculer xg et yo en fonction de x et de y (ce qui n’est guére difficile) ; mais,
il est plus rapide de remarquer que le Jacobien J est l'inverse du Jacobien de la fonction
réciproque de ¥. On a, selon (10), (z,y) = ¥~ (z0, yo) ol = et y sont connus en fonction de

zo et yo. On vérifie que

o _h-e
(9:50 N h ’
ox

— =0,

dyo

Dy _h-e
aI() N h ’
Jy

— =0,

Yo

et donc

Oz Oz h—2\2
det (% Yo :( - )
0rg  Oyo

et en prenant l'inverse, il vient

s = () (12)

UTBM  Printemps 2005 UV MT25 : corrigé de I’examen final du 24 juin 2005 Jérome BASTIEN



(d) D’apres (11) et (12), on a

(
//dxodyo=//|J<x,y>|dxdy=//(hfz)Qdmy,
D D(z)

D(2)

c’est & dire

et donc

S(z) = (h;z>250. (13)

On a donc démontré 'égalité (7).

Correction de ’exercice 2.

Remarque 2. Le but de cet exercice est d’étudier la conique d’équation
2y —ay -2 =0, (14)
et la quadrique d’équation
2+’ 4+ 22 —ay—yz—zz—c =0. (15)

Ces deux fonctions proviennent de la mécanique des milieux continus (aussi utilisées en Résistance des
Matériaux) ; on étudie le comportement d’un point d’un milieu continu qui recoit un état de contrainte
défini par les trois contraintes principales (o1, 09, 03) (qui sont la généralisation de la pression au sein
d’un liquide) ; on admettra qu’il existe oy qui caractérise I’état du point : on reste en domaine élastique
tant que

0% + 03 + 038 — 0109 — 0203 — 0301 < T%. (16)

Si on a I'inégalité opposée, on est en domaine plastique. On parle du critére de Von Mises. Si on pose
T =01,y = 09, 2 = 03 et ¢ = oy, on constate que la limite entre élasticité et plasticité est donnée
par

x2+y2+22—xy—yz—zx—02:0,
ce qui est exactement (15)! L’ensemble des points de 1’espace définis par cette équation est appelé le

cylindre de Von Mises.
Si on s’intéresse a l'intersection de cette surface avec le plan z =0, on a

w2y —xy—c2 =0,

ce qui est exactement (14)! L’ensemble des points du plan définis par cette équation est appelé l'ellipse
de Von Mises.

On pourra consulter le chapitre 6 (notamment les pages 105 a 116), ’annexe D (notamment les
pages 163 a 165) de [Bas04], ainsi que le corrigé du TD 9 et I’annexe B du corrigé de TD de MT25.
Toutes ces documentations sont disponibles sur le web a ’adresse http://utbmjb.chez.tiscali.fr/

Plutot que de refaire un corrigé succinct, je reproduis ici les exemples D.7 et D.8 des pages 164
et 165 de [Bas04| (ou z1, z2, x3, et oy ont été respectivement remplacés par z, y, z et c).
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Exemple 3. On étudie dans R? la courbe d’équation

22+ —zy =2 (17)

A= % <_21 _21> : (18)

On peut diagonaliser A & la main ou sous matlab. Pour cela, il suffit de taper, par exemple :

A=[2 -1;-1 21/2;
[V,D]=eigs(A);

Ici,onan=2cet

ou encore en symbolique

A=sym([2 -1;-1 21/2);
[V,Dl=eig(A);

On obtient alors (& une permutation prés)

D:(% g) etQ:gG _11> (19)

Ainsi, dans le repére orthonormé lié¢ aux deux bissectrices principales, on obtient une ellipse d’équation

1 3
§y% + §y§ = 02, (20)

dont le demi-grand axe est égal & v/2c et le demi petit axe est égal & 1/2/3c. On vérifie aussi que cette
ellipse passe par les points (B;);,<¢ de coordonnées (définis dans le repére usuel)

R A B s S

On consultera la figure 2(a) page 8.

Exemple 4. On étudie dans R? la surface d’équation

24+ y? + 22 —ry—yz— 2z =2 (22)
Ici,onan=3et
1 2 -1 -1
Bzi -1 2 -1]. (23)
-1 -1 2
Comme précédemment, on diagonalise B. On trouve alors
300
D=0 2 0 (24)
0 0 O
Le nouveau repére est définie par une direction
1
ug= |1 ) (25)
1
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et deux autres qui lui sont orthogonales. Ainsi, dans le nouveau repére ’équation devient

2
2 ot = 502. (26)

Cette courbe est donc un cylindre de rayon /2/3c et d’axe A, droite passant par l'origine et portée
par le vecteur de coordonnées (1,1,1).

On consultera la figure 2(b) page 8.
La question bonus est I’étude de

max (|z —yl,|y — 2], |z —z|) —c=0. (27)
qui correspond au critére de Tresca. L’ensemble des points de ’espace définis par cette équation est

appelé le cylindre de Tresca.
Si on s’intéresse a l'intersection de cette surface avec le plan z =0, on a

max(|:1:—y|,|y|,|$|) —c=0.

L’ensemble des points du plan définis par cette équation est appelé I’hexagone de Von Mises.

On renvoie aux pages 107 & 111 et 116 & 119 de [Bas04], ainsi qu’a 'exercice 6.4 page 28 de
[ABLMO04].

Plutot que de refaire un corrigé succinct, je reproduis ici quelques figures issues de pages 107 a
111 et 116 & 119 de [Bas04] (voir figure 3 page 9, 4 page 9 et 5 page 10) et I’énoncé de l'exercice 6.4
page 28 de [ABLMO04].

Exercice 1 (Etude du critére de Tresca dans un nouveau repére).
Dans cet exercice, on étudie le cylindre de Tresca dans le repére lié & son axe et on montre la propriété
énonceée en cours (voir chapitre 6, page 11 et figure 6.7).

1. On pose

1 1
v = -2 5 Vg = 0 5 v3 = 1 . (28)

Montrer que ces trois vecteurs forment une base orthogonale.

2. On considére la base orthonormée (uq,us,u3), obtenue par normalisation des trois vecteurs
(v1,v2,v3). Tracer sur une figure ces trois vecteurs.

3. On appelle (1, 72, z3) les coordonnées d’un point de R? dans la base canonique et (y1,y2,y3) les
coordonnées de ce méme point dans la base (uq, uz, u3). Montrer que les formules de changement
de base donnent :

= %2?41 + %1% + %?Ji’n
T2 = —I—G?h +lﬁy3a (29)
z3 = %Zﬂ - ﬁm + %yg-
4. On étudie maintenant la contrainte de Tresca :
UZ(; (x1,29,23) = z‘,jg{li}é,?,} |z; — xj] . (30)
i#]
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Montrer que, si on se place dans la base (u1,us2,u3), on a

V2 V2
—‘—\/§y1+y2 ,T‘ﬁyﬁr@/z N2yl | (31)

qu (yla Y2, ?J3) = max

5. (a) En déduire que le cylindre de Tresca a pour axe la droite portée par us et que son intersection
avec le plan porté par (u1,us) est un hexagone, comme indiqué sur la figure 6.7 page 112 du
polycopié de cours.

(b) Montrer que cet hexagone est régulier.

(c) Montrer que les sommets de cet hexagone appartiennent a U'intersection du cylindre de Von
Mises avec le plan porté par (u1,us), comme 'indique la figure 6.12 page 118 du polycopié
de cours.
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Fi1G. 2 - I'Ellipse (a) et le cylindre (b) de Von Mises.
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F1G. 3 — Le prisme de Tresca .

ya = —V/3y1 +V2¢

>
Y2 = V3y1 +V2¢
SY2 = \/§y1 - \/50

Y2 = 46
Y2 = —@c

Yo = —V3y1 — V2¢

FiG. 4 — L’intersection du cylindre de Tresca avec le plan II, d’équation x 4+ y + z = 0.
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FiG. 5 — L’ellipse de Von Mises et I’hexagone de Tresca.
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