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Corrigé de ’examen médian du 13 avril 2007

Correction de ’exercice 1.
Cet exercice est issu de I'exemple 1 page 383 de [LFAO1].
On étudie la courbe paramétrique du plan définie par

t2
"= E D@1y (12)

t3
(t2—-1)(2t—1)

y(t) =

(1) Les deux fonctions = et y sont C*° sur R\ {—1,1/2,1}. On détermine les dérivées :

o 2(P 4t —1)

0= e ey (2e)
o~ (P44t —3)

Y= e ey 20

Puisque la fonction polynémiale ¢t — 3 +t — 1 n’admet qu’une seule racine réelle définie par
o =~ 0.6823278038280193, (3)

elle est positive sur [, +00] et négative sur | —o00, a]. les deux racines de la fonction polyndmiale
t — t2 4 4t — 3 sont +/7 — 2. On en déduit donc le tableau de variation de z et y :



t | -0 —V7 -2 -1 0 1/2 V7 -2 o 1 +00
x 0N a Neoo 0 F2N 0 P> 9 o S b /S M1 N Bt 0
Yy /2 N\ m /+<x> 0 -/ 0 /+oo 0 —o /' Mo N\ c N—oo 0 oo N 1/2
@’ — - - 0 - 0+ 0 + + + 0 - 0 -

v 0 + 0 + 0+ 0 + 0 - - - 0 -

TAB. 1. Tableau de variation de x et de y.

Compte tenu de (3), on a numériquement :

a ~ — 0.101888306193515
b~ — 2.453667249362040

¢~ —1.630070849141942
m ~ 4 0.473347732080674
Ms ~ — 1.584458843191785

My ~ — 2.388984942423365

Sur le tableau de variation, on constate qu'en t = —/7 — 2, out =7 —-2out = a, la
tangente a la courbe est paralléles soit a 'axe xa’ soit a axe yy', puisqu’en ces points, seule
une des deux composantes x’ ou ' est nulle. En revanche, le point correspondant a ¢t = 0 est
stationnaire.

(2) On étudie donc maintenant le point correspondant a ¢ = 0. Nous avons plusieurs méthodes :

— On utilise la proposition du cours 1.10 page 4 du chapitre 1. On s’arme de courage et on
calcule les dérivées successives de x et de y. On trouve

2"(0)=2, y"(0)=0, 2"(0)=12, y"(0)=6.

Ainsi, en notant F(t) = (z(t),y(t)), en t = 0, F” est non nulle et F” et F" sont linéaire-
ment indépendantes. Ainsi, avec les notations du cours,

p=2 q=3
et
‘ La tangente est paralléle a axe za’. (4)
‘ Le point est un point de rebroussement de premiére espéce. (5)

Cela est confirmé par la figure 1 page suivante, ol la courbe est représentée au voisinage
de t = 0.
— Mieux, on peut utiliser la fonction
! 2
Yty  2+4t—3
mit) = S5 =t— : (6)
x'(t) tB+t—1
en constatant aisément que sa limite vaut 0 en ¢ tendant vers zéro. Ainsi, (4) découle de
la proposition du cours 1.20 page 9 du chapitre 1. De plus, on se contente de calculer par
exemple z”(0) # 0. Ainsi p = 2. Or, d’aprés (6), m s’annule en changeant de signe en

t = 0. Ainsi, (5) provient simplement de la proposition du cours 1.21 page 10 du chapitre
1.
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courbe au voisinage de 0. Nature du point : rebroussement premiére espece
0.04- — courbe

— Vi
V2

0.005 -

-0.005 -

-0.01

0 0.‘01 0.‘02 0}03 O.‘04 0.‘05 O.‘OS
Fic. 1. La courbe au voisinage de t = 0.

— Encore plus rapidement, on pouvait aussi constater que
y(h) _ y(h) —y(0)
z(h)  z(h) —z(0)
Or en t = ty, le coefficient directeur de la droite (M (to)M (to + h) égal a
y(to + h) — y(to)
x(to+ h) — z(ty)
On en déduit donc (4). De plus, (7) nous montre que x et y sont de méme signe quand
t est positif et de signe contraire sinon. De plus, x est localement positif si h est positif.

Autrement dit, le point M (h) reste localement dans le quart de plan (z > 0,y > 0) si
h >0 et reste localement dans le quart de plan (x > 0,y < 0) si h > 0; on est donc bien

dans le cas du rebroussement de premiére espéce (5).

(3) On montre successivement qu’en tg € {—1,1/2,1},

Jim [2(0)] + ly(8)] = +oc, (8)
t#to
puis qu’en ty = —1,

t
fim Y8 —
t—to ()
t#to

: 1
fim y(t) +2(t) = &,

t#£to
qu’en tg = 1/2,
t 1
lim &

t—to 2(t) 2’
t#(?fv()

. 1 1
Jim (1)~ o) =~
t#to

i
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et qu'en tg =1,
t
lim —y( ) =1,
t—to z(t)
t#£to

. 1
thl% y(t) —z(t) = 7
t#to

D’aprés la définition 1.25 page 13 du cours, on en déduit que

‘La droite y = —z + 1/6 est asymptote a la courbe quand ¢ tend vers —1. ‘ (9

‘La droite y = /2 — 1/6 est asymptote a la courbe quand ¢ tend vers 1/2. ‘ (10

‘ La droite y = = + 1/2 est asymptote a la courbe quand ¢ tend vers 1. ‘ (11
(12

)
)
)
)

Pour étudier la position de la courbe par rapport a ses asymptotes, on applique la remarque
du cours 1.26 page 15 du chapitre 1. On pose respectivement h =t+1, h=t—1/2et h=¢t—1
et on montre que

y(#) + 2(t) = é - 35—6h + o(h), (13a)
(1) — %x(t) _ —é - gh +o(h), (13b)
o) — a(t) = % - ih +o(h), (13¢)

dont on déduit le signe et la position de la courbe par rapport & ses asymptotes. Par exemple,
au voisinage de —1, (13a) implique

o) = (=a(0) - §) = = geh(1 + o),

quantité qui est localement négative si h > 0 et localement positive si h < 0. Ainsi,

‘en t — —1, la courbe est au dessus de son asymptote si t < —1 et au dessous si t > —1. ‘ (14)

De méme, on montre que

‘en t — 1/2, la courbe est au dessus de son asymptote si ¢ < 1/2 et au dessous si t > 1/2. ‘ (15)

‘en t — 1, la courbe est au dessus de son asymptote si t < 1 et au dessous si ¢ > 1. ‘ (16)

Voir respectivement les figures 3(a) page 7 et 3(c) page 7, 3(c) et 3(d), 3(b) et 3(d).

(4) D’apres le tableau 1 page 2, en ty = +oo, 'égalité (8) n’a pas lieu et on n’a donc pas de
branches infinies. En revanche, puisque = et y admettent des limites en ty, on peut étudier si
la courbe admet une tangente en ce point. D’aprés (6) puisque

1

li == 1
Jim m(t) = 5, (17)
la proposition du cours 1.20 page 9 du chapitre 1 implique

La tangente est & la courbe en ¢y = +00 admet pour équation y = z/2 + 1/2. ‘ (18)
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Pour étudier la position de la courbe par rapport & sa tangente, on peut appliquer la méthode
de I'exercice 1.2 du TD 1 : on pose u = 1/, qui tend vers 0¥ quand ¢ tend vers 400 et on fait
un développement limité a 'ordre 2 de z(1/u) et y(1/u) pour u tendant vers zéro :

VL, L 2
x<u>—2u+4u —i—o(u),
1

L T o 2
y<u>—2+4u+8u +0(u).

On obtient donc les développements asymptotiques suivants en ¢t = o0,
) 1 n 1 N 1
zt) ==+ -—=+o0| =
2t 4t2 t2)’

oLyl 5 (]
W=7y T2 "%\ 2)

et par combinaisons linéaires, on obtient

()= 2et) 124+ 2 4o
= —x —+—=4ol=].
=3 2 " 2 2
on en déduit que

1 1 1
—cat)— = = = (1+0(1
y(t) = 52(t) — 5 = 5 (L+o(1)),
dont on déduit que y(t) — z(t)/2 — 1/2 est localement positif. Ainsi

La courbe est localement au dessus de sa tangente en ¢t — fo00. (19)

Cela est confirmé par la figure 2 page suivante, oil la courbe est représentée au voisinage de
t = to0.
On retrouve aussi (18) et s’affranchir de la premiére partie du raisonnement.

On pourra faire tourner le script matlab fourni medcor_exolasym_MT25_PO7.m.

(5) On en déduit le tracé de la courbe.
On pourra faire tourner le script matlab fourni medcor_exoltrac_MT25_PO7.m.

Voir figures 3 page 7 ou la courbe est représentée partiellement et la figure 4 page 8 ou la
courbe est représentée en entier.

Correction de ’exercice 2.
Cet exercice est issu de 'exemple 3 page 400 de [LFAO1].
On étudie la courbe définie en polaire par

r(6) = sin (g 9) . (20)

(1) La fonction r est définie sur R.

— Elle admet T' = 37 ¢ 277 comme période. D’aprés la proposition du cours 2.18 page 30
du chapitre 2, on se limite & un sous intervalle de I, d’amplitude T' et on compléte par des
rotations de centre 0 et d’angle T'. Prenons par exemple I = [—37/2,37/2]. On complétera
par des rotations de centre 0 et d’angle 37w = 7 [27], c’est-a-dire des symétries de centre
l’origine.
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F1G. 2. La courbe au voisinage de t = —o0 (a) et de t = —oco (b).

— D’autre part, on a
VO € [-37/2,3m/2], —0 € [-3m/2,31/2] et r(—0) = —r(0).

Ainsi, d’aprés la proposition du cours 2.22 page 31 du chapitre 2, on se limite a [0, 37 /2]
et on compléte par la symétrie axiale par rapport a Oy.
— Enfin, on a

V0 €[0,37/2], 3mw/2—-0¢€letr(3n/2—-0)=r),

Ainsi, d’aprés la proposition du cours 2.21 page 30 du chapitre 2 appliquée & o = 37/2,
on se limite a [0,37/4] et on compléte par la symétrie axiale par rapport a la droite
d’équation polaire 6 = 37 /4.

(2) La fonction sin est croissante sur [0,7/2] donc r est croissante sur [0,37/4] et on déduit le
tableau de variation de 7 :
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251

—— courbe
—  asymptote

15F

(a) :t deécrit | — oo, —1]

— courbe
— asymptote en t=—1
asymptote en t=1/2

(c) :tdécrit]—1,1/2]

- — courbe
o —_asymptote

L L L L ,
05 1 15 2 25

(b) :t décrit ]1,00[

— courbe
— asymptote en t=1
asymptote en t=1/2

(d) : ¢ déerit ]1/2,1]

Fi1c. 3. Tracés partiels de la courbes.

t] o 3m/4
r 1
r12/3 + 0

(3) D’apres le tableau précedent et le lemme du cours 2.4 page 23, la tangente pour 6 = 0 est I'axe
xx’. D’apreés le tableau précedent et le lemme du cours 2.4 page 23, la tangente pour § = 37 /4

fait un angle —7/4 avec Paxe xz’.

(4) On utilise I’équation (2.28) page 29 du cours pour 6 décrivant | — 3, 37| (puisque d’amplitude

égale a la période).

L’origine est obtenue pour 4 valeurs de 6, —37/2, 0, 37/2 et 3.
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F1G. 4. La courbe pour ¢ décrivant R\ {—1,1/2,1}.

D’autre part, I’équation (2.28) page 29 du cours pour 6 décrivant | — 37, 37| donne les huit
couples de valeurs de 6 :

T ™ 3m 5w T 7T 3r 11w
474)° 474 )’ 4’ 4 )’ 4’7 4 )’

(2w -m), (-5.7). (m2m), (3—” 51)

272 272
et donc les huit point correspondants :

9:%, r=1/2,

3
09:—%, r=—1,
b=-T. r=-1/2,
3
—_— r=1,

0=—m, r=—3/2,
49:%, r=1/2,
0=mn, r=+3/2,

(5) Enfin, on a tracé la courbe en figure 5 page suivante.

Correction de 1’exercice 3.
Cet exercice est issu de I'exemple 2 page 341 de [LFAO1].
On étudie £ l'arc de lemniscate défini en polaire par

VO € [-m/4,7/4], r(0) = +/cos(20). (21)
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(a) La courbe définie en polaire pour 6 € (b) La courbe définie en polaire pour § € R
[0,37/4]. (ou [—3m, 37)).

Fi1G. 5. La courbe étudiée.

On utilise la méthode exposée dans la section 3.5.5 page 45 du cours (chapitre 3).

(1) On a
sin(20)

\/cos(20)’

r'(0) = —

et donc, puisque,
ds

o) = & -

70+ 7(0).

il vient
1

/cos(20)

T = \/cos(20) (' (0)ip + 7(0)Tp) ,

, ds
7o) = % =

Il vient donc

et donc

VO €] — /4, m/4], T = —sin(26)iiy + cos(20)

ce qui est équivalent &

—

T = cos (20 4+ /2) tig + sin(260 + 7/2) vy,

ce qui implique

—

V() = <ﬁg,f> — 20 + g

(2) D’apres la relation de Chasles, on en déduit

¢ = <ZT’> =30+ =

2

(22)

(27)
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(3) On a finalement
dob 1 dé

Cds [[F'(9)] df

¢ = 34/cos(20) (28)

On en déduit, aprés simplification, les coordonnées z; et y; du centre de courbure

et donc

2cos?
Ty = —0—
34/ cos(260)
_ 2sin’4
v 3y/cos(20)
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