TD3: Formule de Taylor: développements limités

Théoréme de Rolle et ses conséquences
(Rolle Michel francais, 1652-1719)
Exercices 1

Soit f :]a, b[—— R une fonction dérivable telle qu#/(z) < 0 pour toutx dans|a, b| et telle que :
lim f(z) =0
Démontrer quef (x) ne s’annule jamais sia, bJ.

Exercices 2

Montrer queve € R; e* — 1 — x < %e'ml.

Exercices 3

Utiliser le théoréme de Rolle pour démontrer qu’il n’existe aucunkdel que I'équatione® — 3z +k = 0
possede deux racines distinctes dans l'intenjalia, 1].

Exercices 4

Par application du théoréme des accroissements fifi(ged = In(x) sur[n,n 4 1], montrer queS,, =
> h—1 7 tend vers l'infini quanch tend vers l'infini.

Exercices 5

Utiliser le théoreme des accroissements finis pour démontrer les inégalités :
nb" (a —b) < a™ — b™ < na™ '(a — b) si 0 <b<a.

Aspect global : Formule de Taylor-Lagrange et de Mac-Laurin

Exercices 6

Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre trois pour la fonctfodéfinie parf (x) = e® sur:
1. lintervalle [0, 2]
2. puis sur l'intervalle[5, 10]

Comparer les résultats obtenus.

Exercices 7

Etablir le résultat relatif aux puissances comparées au voisinage de l'infiniapeur e* etz — x,
xr

. e
c'est-a-dire; lim — = +o0

r—+oo ™

Exercices 8

1. Ecrire la formule de Mac-Laurin pour les fonctiofislonnées par :

f(x) =€ cos(z); sin(x); In(l+x); (14 x)®

2. On veut calculeros(5°) a10—* prés; déterminer, pour ce faire, I'ordredu développement de Mac-

Laurin decos nécessaire en majorant le reste.
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Aspect local : développements limités

Exercices 9

Donner la réponse, en la justifiant, aux questions suivantes :

a) La fonctionz — In(x) a-t-elle un développement limité en zéro ?

b) La fonctionz — +/x a-t-elle un développement limité d’ordre 1 en zéro ?

c) Lafonctionz — /x5 posséde-t-elle un développement limité en zéro d’ordre 1 ? d’ordre 2 ? d’ordre 3 ?

Exercices 10

Calculer le développement limité en 0 des fonctions suivantes :

a) (14 arctanx)(e® 4 2sinx) (ordre 3)

b) (14 2cos(22))(x — In(1 + x)) (ordre 5)

c) 1+ arctanx (ordre 4)
cosx

d) (1+z)/* (ordre 2)

e) In s (ordre 4)
T

f) cos(esw=) (ordre 4)

Exercices 11 : Applications des développements limités

bx
1. Montrer que lim (1 + a) = e

——+4oco €T
. 2 1 2z
2. Calculer lim x| (14 —)* -1+ —
x— 400 x x

3. Etudierlin%(sin T + cos ac)%

Exercices 12

Soita etb deux réels. Donner le développement limité & l'ordre en §@e) = In {22,

1. Soit f la fonction définie, lorsque cela a un sens, par

4
f(x) = (32% 4+ 6z — 10) In r
x

Montrer qu’elle admet un développement asymptotique loragiend vers l'infini, de la forme
1
f@)=az+B+ - +o (2) :
€ €T

ol «, 3 et~ sont des réels non nuls.
2. En déduire le comportement de la courbe représentatijeale oo et a—oo.
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Utilisation de Matlab

Le but de cette exercice est de vous montrer que Matlab est un logiciel qui permet non seulement de faire des
calculs mathématiques et numériques, mais aussi un logiciel de calcul formel et symboligue comme Maple.
En fait, une partie du noyau symbolique de matlab contient maple.

Etude des formes indéterminées : Nous avons déja rencontré des exemples ou les théorémes généraux
sur les limites ne s’appliquent pas. La notion de développement limité se montre alors d’une grande utilité,
comme nous allons le voir a 'aide de la fonctitmylor () etlimit() de Matlab. Pour plus d’information

sur ces fonctions, utilisez d’abord I'aide a I'aide de la commande help (par exéeipléaylor).

On se propose de calculer la limite quantend versd de la fonctionf définie par :

f@) = [+~ (-]

Cette expression se présente sous forme indétern@né}zzpendant, on peut conclure sa limite grace a la
notion du développement limité. En effet :

1. ATl'aide de la fonctiontaylor() de Matlab, calculer le développement limitéde+ x)> a I'ordre 2,
appliqué auxcasotx = 1/2 et1/3.

2. Déduire de la question 1 le développement limité a I'orde f (x).

3. Al'aide de la fonctiontaylor(), calculer le développement limité ¢fea I'ordre 1. Comparer avec la
guestion 2.

4. Déduire alorslir% f(x).
r—

5. Al'aide de la fonctionimsit() de Matlab, calculellin}) f(x). Comparer avec la question 4.
xr—

6. Mémes questions pour la fonctigh{z) = (sinx + cos x)=.

Remarque : Pour définir par exemple la fonctioh(z) = %(m) symboliquement en Matlab , il suffit de
tapper le code suivant :

syms X
num = cos(x) ;
denom = x;

f = num/denom



