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Exercice 1 Sous-espaces vectoriels

Pour chacun des exercices suivants,on déterminera un espace vectoriel "sous lequel se placer", puis on
établira que les parties proposées en sont ou non des sous-espaces.

11 E={(3a,-2a)/acR}; F={@2bb/beR}; EUF, ENF

1.2 P,={p:R—>R / 3(a,bc)€R? VeeR  p(z) =az®+bx+c};
F:{p:R—ﬂR/HaER Ve e R p(m)za:pz};

G = {p: R—R/3(b,c) € R? VeeR  p(x)=bx+c};

ENnF; EnG;, GNnF, FEFUF; EUG, GNF,

1.3 E={(a,~bb+c3a—c) / (a,b,c)eR3};
F={(a,—2a,3a)/a € R}; ENF.

1.4 E:{M:[_a% b] /(a,b)eRQ};

—a

_ | a—b —b 2l . _ | a O
pfu=[ar ] wnerd o={u=[o O]/ acs)
Exercice 2 Familles libres, liées, génératrices ; bases

Pour chacun des exercices suivants, on déterminera un espace vectoriel "sous lequel se placer" avant de
répondre a la question proposée.

2.1 Les familles suivantes sont-elles libres?

F={11;Q, -1} F={(10;(01}; F={1L1}; F={(0,0)};
F={(1,1,0);(1,-1,0)}; {(1,1,1);(1,-2,2);(2,-1,3)}
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2.2 Etablir que les familles suivantes sont liées.

F={11);(rm}; F={(10);(0,1);(45)}; F={(0,0};
F={1,1,0);1,-1,1);(3,1,1)};

(1 LR S LS 3L 2)

2.3 Les familles suivantes sont-elles génératrices, puis bases de I’espace vectoriel considéré?

—= O

k)

e Dans P, (voir 1.2)

{pi}o<i<o avec p; fonction de Py définie par: pi(z) = 2

e Dans R?

Reprendre les premiers exemples de 2.1
e Dans R?

Reprendre les deuxiémes exemples de 2.1
e Dans Ms( R)

Reprendre les derniers exemples de 2.1

e Dans C espace vectoriel sur C

Etudier les familles suivantes: {i} puis {1,4}.



Exercice 3 Applications linéaires et leurs matrices

3.1 On considére I'application f de R? dans R3 définie par:

f(:n,y,z)=(3x—y+z,2y,x+y—z)

(a) Montrer que f est un endomorphisme de R3.

(b) Déterminer ker(f). Etudier la bijectivité de f .

(¢) Quelle est la dimension de Im(f)? En déduire une base de Im(f).
(d) Fournir la matrice de f relativement a la base canonique.

3.2 Meéme questions adaptées au cas de g de R dans R? définie par:
9(@,y,2) = Bz —y+32,2y,x +y + 2).

3.3 On considére lespace vectoriel sur R des vecteurs du plan Vs rapporté & une base orthonormée
directe B = (7, ?)

(a) Montrer que toute rotation vectorielle rg d’angle 0 est un endomorphisme de V5 .(Nb: on pourra
admettre cette propriété qui sera rendue intuitive par les enseignants de td.)

(b) Donner I'image par 7y des vecteurs de la base B .En déduire la matrice relativement a la base
considérée de rg .

(¢) Fournir I'image d’un vecteur quelconque de V5 connu par ses composantes dans la base 5.

(d) Déterminer image et noyau de cet endomorphisme.

3.4 On considére I'espace vectoriel sur R des vecteurs de I'espace V3 rapporté a une base orthonormée

—»—»—>)

directeB:(z,],k

N
(a) Mémes questions qu’en 3.3, en considérant la rotation vectorielle r, 7 d’angle 0, daxe k.
(b) Mémes questions adaptées au cas d’une homothétie vectorielle de rapport k (k € R*).

Exercice 4 Anneau des matrices carrées My(R)
4.1 On donne la matrice A = { (1) 1 } de M3 (R).Déterminer 'ensemble des matrices M de Ma(R)

qui commutent avec A (pour le produit matriciel).

1 2

4.2 On donne la matrice A = [ 3 _4

} de M3 (R).Déterminer A% et vérifier que A2 = a A+ bl avec
a et b a déterminer.

(a) Déduire de I’écriture antérieure 1’existence d’une inverse pour A dans My (R).On cherchera B telle
que AB=BA=1.

(b) Montrer que pour tout n de N (n > 2),la matrice A™ s’écrit

A" = o, A+ 3, I;déterminer les suites («y,) et (5,,)-

Application: fournir A°.

Exercice 5 Déterminants
5.1 Calculer les déterminants suivants :
a—b a t+3 -1 1 a b c
dy = a a—&—b‘; dy = 5 t—3 1 : d3=1|c a b
6 -6 t+4 b ¢ a

ou a, b, c,t désignent des réels.



5.2 Déterminants de Vandermond

(a) Soit aq, ..., a, des réels. Calculer

1 a 1 o a%

D2 = ! puis D3 = 1 an a%
1 as )

1 as a3

(b) Généralisation
On considére un déterminant D,, construit comme ’ont été antérieurement Dy , D3 , a partir de aq, ..., ay,.
Montrer que:
D, =\, H (a; — aj) avec A, € R”

(i,5)€{1,...,n}?
i

5.3 Inversion de matrices
Déterminer les inverses des matrices suivantes:

0 —sing cosf 0 —sinf 1 1 1
_ [ Cf)sa 81119 ] : B = 0 1 : C=]1110
st cos sinf 0 cosf 1 0 0

5.4 Changements de bases
On considere 'espace vectoriel sur R des fonctions polynomes de degré au plus trois (ou nulles), noté Ps.
On note B sa base canonique. Soit B’ = (Lo, L1, Lo, L3) avec, pour tout x de R |

2+ 1 i
Lifa) - ——
Ry

Lo(x) =1;L1(x) =a; Vi>2 Liyi(x) = Li—1(x)

(a) Déterminer B’ et montrer que c’est une base de Ps.

(b) Donner la matrice M de 'isomorphisme identité, noté id, de (Ps, ") dans (Ps, ). En déduire la
matrice M’ de la réciproque de id. Comment interpréter M'?

Exercice 6 Reéductions d’endomorphismes
6.1 On donne la matrice A = [ ;) ; , considérée comme la matrice d'un endomorphisme u de R?

rapporté a sa base canonique B.

a) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que ses espaces propres.

prop q paces prop ,
b) En déduire une base propre de R? pour u, notée B’ .Déterminer la matrice de passage pPB , notée P.

B
(c) Calculer D = P~*AP. Le résultat est-il surprenant? Calculerez-vous la prochaine fois?
(d) Déterminer pour tout n de N:
Qn =D"

6.2 On rapporte R3 & sa base canonique, notée encore B.
Pour les matrices suivantes, considérées comme celles d’'un endomorphisme 1 de R? ,déterminer valeurs
propres et espaces propres . Conclure quant a leur caractere diagonalisable.

1 -3 3 1 2 2 -3 1 -1
A=|3 -5 3|; B=|1 2 -1|; cCc=|-715 -1
6 —6 4 -1 1 4 -6 6 —2



