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Correction de ’exercice 1.

1. On a

2. Pour g € Z,on a

1 O VT

— = —¢ 2 — = —08 4

Z1 Z9 16

22 =4e™ =4, 22=128¢"% =128i.

En utilisant (1) formellement pour ¢ = 1/2, on obtient 2z et z; une racine de z; et zy (les deux
autres étant les opposés de 27 et z3) :

gl = \/iei%,

7y = 24/2V2¢'5.

Correction de ’exercice 2.

1. Soit la suite (uy),cy définie par

14+ =
Vn € N, un:cos<7n2 .

On a

Vn € N¥, ‘

(=D"

n

1
< =

n?’

n2

et d’aprés le théoréme des gendarme la suite de terme général (_nlf tend vers zéro quand n tend

vers l'infini. En particulier, ’expression 1 +

(=D

n2

est bornée quand n tend vers l'infini, et de
=n"

N PN . L I+ .
nouveau r rém ndarm ui rme général —=2=— tend vers zéro.
ouveau, d’aprés le théoréme des gendarmes, la suite de terme général = tend vers zéro

Puisque la fonction cosinus est continue sur R, on en déduit que

la suite (uy), oy est convergente et sa limite est cos(0) = 1.




2. Soit la suite (uy),, oy définie par

1 2 1
VneN, wu,=n(ln intn —1In tn .
2n + n? n

(a) On voit apparaitre dans l'expression de wu, des formes indéterminée de type oo/oo; on ne

peut utiliser les régles usuelles.

14+n+n? et 14+n
n

Pour lever 'indétermination des termes
2n-+n?

, on écrit de facon habituelle

l+n+n? H+5+1
v = =
" 2n 4 n? 241
_1+n 1

=14= 3
- + (3)

; (2)

W,

On a donc

lim v, =1, (5)

n—0o0

lim w, = 1. (6)

n—o0

Dans 'expression de u,, on voit donc apparaitre la forme indéterminée oo x 0 : on ne peut
toujours pas utiliser les régles usuelles.

(b) On rappelle que, d’aprés le cours (ou le TD), quand x tend vers zéro :

l_il_le—x+o(x), (7)
[In(1+2) =2+ o(x).] (8)

On a utilisé les notations de Landau.

(c) Grace a (2) et (7), on a donc successivement en appliquant les régles usuelles sur les déve-
loppement limités (a 'ordre un) pour n — oo
1+n+n?
Up = ——————
" 2n +n? ’
1,1
2+1

n

)
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On obtient donc, grace a (8),

Bref, on a, pour tout n,

1+n+n? 11
(25r) =2+ 2o Q
14+n 1 1
1 - 4= 1
0 () = 1+ Leau), (10)

ou €1(n) et e2(n) tendent vers zéro quand n tend vers I'infini.

(d) D’apres (9) et (10), on a donc

14+n+n? 1+n
Up=n|{In|{ ————5)—In ;
2n + n? n

1 1 1
=n (—— + ﬁal(n) -—— E@(n)) ,
= -2+ ¢1(n) — e2(n),
et donc
nl;r{:@ Uy = —2. (11)

Correction de ’exercice 3.

1. Soit la série (un),cy de terme général défini par
1
Vn € N*, un:1—00s<—>.
n

up est toujours positif. D’autre part, on écrit au voisinage de zéro

72
cosle—?—i—o(xZ),

et donc, si n tend vers l'infini,
1 1 1 1 1
un:l_cos(;):1_(1_2—712—’_0(?)):@_’_0(?)’

1

~ 5 9
n—oo 2n2

On a donc
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et puisque la série de terme général 1/n? est convergente, alors

‘la série de terme général u,, est convergente.

2. Soit pour z réel, la série (de fonction) de terme général défini par

VneN, uy(z)=—.

(a) On a, pour tout n, pour tout réel z non nul,

Up41(T) _ =z
un () n+1’

quantité qui tend vers zéro quand n tend vers l'infini. D’aprés le critére de d’Alembert, la
série de terme général (un(z)) est convergente. Cela est naturellement vrai si z est nul. On
a donc montré que

‘Pour tout x réel, la série de terme général u, () est convergente. ‘

(b) On vient de démontrer I'existence de

UTBM

) n (L‘k ) 2 ZES "
nll)r{.lo ZF :nll)rgo(l—i-x-i———kg-i- -+ >

A n fixé, on reconnait les n + 1 termes du développement limité de la fonction exponentielle
en zéro ! On utilise donc la formule de Taylor Mac-Laurin & la fonction exponentielle en zéro :

n :Ek xn+1
v _ z” &
¢ (Z I T I

k=0

pour tout n,

ou &, appartient a [0, z] ou [z, 0] (selon que z est positif ou non). On a donc

VzeR, €= Zuk(:ﬂ) + R, (), (12)
k=0
ou
$n+1
— x
R, (x) nEl) e,

On vérifie que, z soit négatif ou positif on a

( )_ el = w1 (Ja])el” (13)

Puisque la série de terme général u, (|z|) est convergente, on a

| R ()] <

lim uy(|]z|) = 0. (14)

n— 00

D’apres (13) et (14), on a donc, pour tout z réel,
lim Ry (z) = 0,

n—00
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et donc, en passant a la limite quand n tend vers U'infini dans (12),

n k oo
T _ L
VzeR, e —nlggo kz_okl —kz_ouk(x).

Bref, on a démontré que

parfois noté sous la forme
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OO,’L‘k
T __
VreR, e —Z—!,
k=0
2 3 n
Ve € R, e$:1+x+x—+$—+...+x—+...
2 3! n!
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