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Corrigé de ’examen médian du 14 novembre 2003

Erratum pour ’exercice 1
Dans la version donnée le jour du médian (corrigée depuis pour archivage) une malheureuse erreur
d’énoncé a été commise : il fallait lire

(2 2 Ty
d(z,y,2) = 2e (22+47) 2ty (1)
au lieu de
(2.2, .2 Y
oy 7) =2 ) G S

Je bats ma coulpe!!!!

Dans le cas (2), les calculs sont beaucoup plus difficile & mener puisque, en coordonnées cylindriques,
le terme z2 + y? + 22 est égal & 72 + 22 et ne simplifie pas.

On consultera la correction manuscrite distribuée avec des essais (infructueux) de calculs. J’ai essayé
de calculer, en cylindrique et en sphérique, le gradient de la fonction ¢ (notée 1 en sphérique pour
éviter la confusion avec ¢). Cependant, on pourra tout de méme consulter les script matlab fournis
calculcylindrique et calculspherique. Ces deux script déterminent, grace au calcul symbolique,
le gradient de la fonction ¢ définie par (2) et permettent de montrer que le rotationnel du gradient
est bien nul.

En coordonnées cylindriques, on a

2
(20 021,2 Ty T _u .
d(z,y,2) =2e (22 +y?+2%) o ¢ % sin 260,

ol u =12 + 22. Dans ce cas, on peut vérifier, grace au script calculcylindrique que

re " ~%" sin(26) (2% +r* +122%)
4 4 27222 4 24

-2

re "% cos(26)

Vo(r,0,z) = 2
#(r,0,2) B

0 r2e=m" =" gin(2 )z (1+ 7%+ 2%)
\ 4+ 27222 + 24

puis que

VA (V¢(r,0,z)) =0.



En coordonnées sphériques, on a

P(z,y,2) = 2~ (H0*+27) % = e cos® ¢sin 26.
2+ y?+z

Dans ce cas, on peut vérifier, grace au script calculspherique que

—2re " cos?(¢) sin(26)

e cos(¢) cos(20)

r 7

Vip(r,0,¢) = 2

e cos(¢) sin(2 6) sin(¢p)

r

-2

puis que

VA (Vi(r,0,¢)) = 0.
Vous trouverez ci-dessus la correction de I’exercice corrigé, pour lequel ¢ est définie par (1).
Correction de ’exercice 1.

1. En coordonnées cylindriques, on a 22 +y2 =72, = rcosf et y = rsinf; ainsi

4 x Y TY cosfsinf
= = - = iné.
z? + y? V2 +y? V2 +y? T

Ainsi, il vient, en écrivant 2 cos € sin @ = sin(20)

$(r,0,2) = e~ sin(20). (3)

Puisque
o
o)

Voo =| 9

0¢
5/

on a donc, aprés calculs,

—2re™"" sin(20)
V(r,0,z) =V ¢(r,0,z) = | 2e cos(20)/r (4)
0
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2. En utilisant I'expression générale du rotationnel de V et en écrivant que 8/9z = 0 et que V, = 0,

il vient
0
0
VAV(r0,z) =
1 /0 0
- (a—(TVa) - %(W))
On calcule

% (%(TVa) - %(v;)) - % (% (267" cos(20)) - % (~2re sin(29))>

(cos(20) (—47“6_’"2) + dre" cos(29)) = 0.

S

Ainsi, on a

(5)

On vient donc de retrouver que

VAV =VAV =0 (6)

Correction de ’exercice 2.

Y Y

(a (b)

F1G. 1 — Surface circulaire pleine de rayon R (figure (a)) et surface circulaire creuse, définie par les
rayons R et R' (figure (b)).

1. Puisque la surface de la figure la est symétrique par rapport aux axes z et y, on a

Y

2. (a) Puisque la surface de la figure 1b est symétrique par rapport a l’axe z, on a
®
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(b) Puisque D désigne le disque D 6té du disque D’, on peut en déduire, par associativité du
barycentre, que le centre de gravité de D est le barycentre du centre de gravité de D, affecté
d’un poids égal & la surface de D et centre de gravité de de D', affecté d’un poids égal a
l’opposé de la surface de D (poids négatif!), soit encore, du point 0 de coordonnées (0, 0)
affecté du coefficient mR? et du point B de coordonnées (0, R') affecté du coefficient —w R/ 2 ;
on en déduit donc

0x TR?2 — R' x TR

Yye =

7R2 — tR'? ’
soit encore
R?
A T ®)

Remarque 1. On peut aussi démontrer cela d’une autre facon : d’aprés le cours,

1 1
= = dzdy = = //dxd —//dacd
G D//?/ Y 5 Yy Y Y Y
D D D!

La premiére intégrale est 'ordonnée du centre de gravité de D, qui est nulle. On décrit D’ en
coordonnées polaires, par rapport & son centre de gravité :

(z,y) € D' <=z =rcosf et y=rsinf+ R our € [0,R'] et 0 € [0,27]. (10)

Ainsi, on a

1 1
Yo = —://ydmdy =—= // (TSin9+R,) rdrdf. (11)
D D
D 0<r<R/
020327

On peut montrer que

2w R’ ! 12 13
/ do / rdr = 27TR ——— R = —L,
—7R? 2 R? — R"?

et on retrouve bien (9).

3. Pour calculer I, on passe en coordonnées polaires, pour lesquelles on a

dxdy = rdrd?,

Yy = rsinf,

I, = //demdy,
D
// (r sin 0)%rdrde,

0<r<R
0<932m

et donc
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cette intégrale se découple selon

R 2m
:/ T3dr/ sin? 6d6,
r=0 0=0
2

:%(R‘*) / sin? 0df.
0

Pour calculer cette derniére intégrale, on linéarise le carré du sinus :

1
sin? 9 = 3 (1 —cos(20)), (12)
et donc
2 2w 1
/ sin® 0d0 :/ —df =,
0 0o 2
et
TR*
I, = 4 (13)
De méme!, on a
4
- "

4. (a) D’apres le théoréeme de Huygens, I, le moment quadratique de la surface D’ par rapport a
laxe z (voir figure 2), est égal a

I, =In+D x R?,

ou Ia est le moment quadratique de la surface D' par rapport a ’axe A.

Y

R’\ A
NI

Fia. 2 — La surface D' et les axes = et A.

D’apreés (13), ce moment est égal a

xR
In =
ATy

Lon peut aussi remarquer que z et y jouent le méme réle.
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Ainsi,
TR 2 2
I, = 7R x R’
4
et donc
5TR*
I 15
.= (15)
(b) Puisque
//demdy — // 2dzdy,
DI
on a, d’aprés (13) et(15),
7R' 57R"
L= (16)
5. De méme, on montre que
_ T (pa it
Iy_4<R R). (17)

6. On peut retrouver (16) et (17), en, procédant comme dans la remarque 1 : on écrit

I, = //de:cdy = //y2dmdy — //y2d:vdy
) D D

D

D’apres (13), la premiére intégrale est égale a :

I- W_R4.
4
On utilise de nouveau (10) ; comme dans (11), il vient pour la seconde intégrale
// 2dedy = // rsm9+R' %rdrdf.
0<r<R/
0<0<l2m

On a donc

I = // r3sin?(9) 4+ 2r’ R’ sin 6 + rR”drdo.

0<r<R!
036<2n

On linéarise le sinus (cf. (12)) et on a alors

I o R N 2rR'"* x R
 2x4 2 ’

soit encore

TR Rt 5mR'™
e g

I =
4 4 7
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et donc

On retrouve donc bien (16).

De méme, on écrit

4
I, = //dewdy = //w2d:vdy — //dexdy = i — // 2dzdy
D D D/

On utilise de nouveau (10) ; comme dans (11), il vient pour la seconde intégrale
// 2dedy = // (rcos ) 2rdrdd.
0<r<R'
0<6<2n
On a donc
r= // 3 cos?(0)drdd.
0<r<R'
0<§<2r

On linéarise le cosinus (de fagon équivalente & (12)) et on a alors

I = @
2x4’
soit encore
7 R"*
1
et donc
I, = % (R4 . R’4) .

On retrouve donc bien (17).

Correction de ’exercice 3.
On renvoie au chapitre 4 et & I'annexe F du polycopié de cours.
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