
���� �����	
 ����

������� �� �	�
��� ��� �� �� ������ ����

���������� �� 	
�������� �

�� Ia 
�� �	
 �	������
 ��	�������
� 
	 �����	 �
� ������������� 
	 ����� ���	�
�����
 � 
��
 
����
 ���
X �→ eX 
�� C∞ ��� [−a, a] 
� ��
√

a2 − X2 =
(
a2 − X2

)p
��
� p =

1
2

< 1�

��� ���  � ���!��
 �
 "��#��	� �
��
 ���������
 
	 ����� �
 ����� �
���
�� ��
 �� $�	����	 %
�	����
� ��&	�
 #��

X �→ eX

√
a2 − X2

���� C4 ��� �
 $
��� [−a, a]� '� 
��
 	�
�� #�� ��&	�
 ��� 
	 ����� ���	�
�����
� (�� ����
 ��
���!��
 �
 "��#��	 	�
�� #�� �##������
�

��� '	 
)
���
 �
 �!�	�
�
	� �
 �������
 #��#��� * �	 ����&
 ����� 
�� �����
� �	 ����&
 �
�
���	
� ���	��������	 �
�
	�
� �
�#
����
�
	� −a/a 
� a/a� '	 � dX = adx � �	 �
�#���

X #�� ax� �	 a ���� �
 �� ����	
 
	 ��� 
� �
 ���#��&
 ��
� �
��� ���� �
 dX�

��� '	 #
�� ������
� �	
 �	��������	 �
 ��!
�+��!
� * 
	 
)
� ���	�
�����
 #��#��� ��	�� ��

�� $�	����	 #���� ��	� ��	$���
� � �
 #��� �� $�	����	 ,�
���	�
, �#�-� ,
��������	 �
 ��
$�	����	 #����,

r : x �→ eax


�� C∞ ��� [−1; 1]�  
� !+#��!-�
� �	���#
	����
� ��	� ��	� ����&�
��

�.�  
� #��	�� �� ��##��� 
	 �	��������	 �
 ��!
�+��!
� �##������
	� �����
�
	� ��	� �	
 �	/
�
�#�������	 ����������
� 0�� ��	� �
� ����	�� ���	��
� ������-�
�
	� ��#����� ��� �	 �
���

�����	��������
� (��� #�������
	� *

∀i ∈ {0, ..., 3} xi = cos
(

2i + 1
4

π

2

)
�

��� (�� ����
 �	
 ���
�� �##���!�
 �
 Ia 
�� ��	� ��		�
 #��

Ia � π

4

(
ea cos(π

8 ) + ea cos( 3π
8 ) + ea cos( 5π

8 ) + ea cos( 7π
8 )

)
�

���  �
��
�� �
 ���!��
 
�� $���	�
 ��	� �
� �����
	�� �
��� 
	 ������ 1��
 ������� *

E4 = r(8) (ξ)
2π

28 (8!)
��
� ξ ∈ [−1; 1] �

�



�

(�� ����
� ����
 r 
�� #������
 
� �������	�
 ��� [−1; 1]� ��	 ������� 
�� ���
�	� 
	 1�
2� ��


r(8)(x) = a8eax.

0� ��
	�

|E4| = E4 ≤ a8ea 2π
28 (8!)

.

��� (��� a = 1/10� �	 �����


I 1
10

� 3, 149451545 
� |E4| ≤ 6, 73.10−15�

��� ���  
� ���
��� x0�����xn ��	� 
	���
 �
� ����	�� ���	��
� ������-�
�
	� ��#����� ��� �
 �
���

�����	��������
� 0�� �	 � *

∀i ∈ {0, ..., n} xi = cos
(

(2i + 1)
π

2n + 2

)
�

���3

Ia � π

n + 1

(
ea cos(1 π

2n+2) + ea cos(3 π
2n+2) + ... + ea cos((2n+1) π

2n+2)
)
�

���  ��������!�
 calcul1 (a, n → Ia)� ��	� ���	�
�$��
 	�
�� #�� #������
 ��� 
	 �����	 �
 ��
���#������� 
�� ������ % �����������	 �
 �� ����
 ���
	�
 ��/�
����� '	 #����� �����
 �	

�����
 ��� ����)
��
 �� ����
 S �	��������
 % 0� #��� �	
 �������
 �
 ��	��4�
 i #�������	�
{0, ..., n}�

��� (��� �������
� ���������!�
 #�����
	��

5 �	 ����
	�
 #�� �����
 
	 $�	����	 �
 a 
� n �	
 ��6������	 �
 ��
��
�� En+1 *

|En+1| = En+1 ≤ a2n+2ea 2π
22n+2 ((2n + 2)!)

.

5 '	 ��		
 �	 	�� �� ��6���	� � �	 #��
 �����

un+1 = a2n+2ea 2π
22n+2 ((2n + 2)!)

.

5 '	 ��	��
 ��
 �� ����
 (un) 
�� ���������	�
 
� ��	�
��
	�
 �
�� 0� 7
�� �����
 ��
��	�
��
	�
 ���	 �������!�
 �
 �
�!
��!
 �� #��� #
��� 
	��
� n� 	��� n0� ����&�	� *

un+1 < ε�

5 (�� ����
 ��
��
�� �
 ���!��
 
�� �
����	
�
	� ��6���
 #�� ε. 0� ��8� ����� ���##
�
�
calcul1 (a, n0 → Ia) #��� ���
	�� �	
 ���
�� �##���!�
 ��!��
	�
 ��
� �
 ��!�
� �
�
�!���
��

���������� �� 	
�������� �

7
� 
�
����
 
�� �	�#��� 
	 #����
 �
 ��
�
����
 ��9 #�:� �
 ��������
 �
 ����� ����
� �	 �
	���
�

�� 0� ��8� �
 ������
� �
� ������
� ����
����
� �
 g� �
 �����
 C∞ ��� R
∗ * �	 �� �#�-� ��������

g
(√

A
)

=
√

A, ���

g′
(√

A
)

= 0, ���

g′′
(√

A
)

= 0. ���

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



*

;��#�-� �
 �!���-�
 ;�< #��
 .9= �
 ��������
 �
 ������ �
�� ��#����
 ��


������
 �
 ��	�
��
	�
 �
 �� ����
 (xn)n∈N

�� ��� ���	�� .� ���

 � #�
��
 
�� ��
	����
 % �
��
� �
 �� #��#������	 ��� 
� �� ���������
 ��9 �
 ��������
 � �	
	��
 l =

√
A 
� en = l − xn 
� �	 ����� �� $�����
 �
 ��+���/ ����	�
 % ������
 . #��� g ���

���	�
�����
 (l, xn) 
	 �������	� �� *

en+1 = l − xn+1 = g(l) − g(xn) = −g′(l)en − 1
2
g′′(l)e2

n − 1
6
g′′′(ξn)e3

n = −1
6
g′′′(ξn)e3

n,

�3 ξn 
�� ���#��� 
	��
 l 
� xn� '	 � ��	�� �� en �
	� �
�� ��

lim
n→0

|en+1|
|en|3

=
1
6

∣∣g′′′(l)∣∣ .

��� �#�-� ������� ���
 ���	 #
�� $���
 
	 �+�������
�� �	 �

g(4)
(√

A
)

=
3
A

�= 0, �.�


�� ���#�-� �
 �!���-�
 �
 �!���-�
 ;�<�

������
 �
 ��	�
��
	�
 �
 �� ����
 (xn)n∈N

�� 
����
�
	� .�

�.� ���  � $�	����	 g 
�� ��������
 ��� ���	�
�����
 R
∗
+�  � ������
 �
 g 
�� �� �>�
 ���	
 ��
 ��

$�	����	 h ��&	�
 #��

h1(x) = 3x2
(
x4 − 2Ax2 + A2

)
,

��� �
 $�������
 ���� �� $���


h1(x) = 3x2
(
x2 − A

)2
.

'	 
	 ������ ��	� ��


 � $�	����	 g 
�� ������
�
	� �������	�
 ��� R
∗
+ 
� g′ 
�� 	���
 
	

√
A� ���

��� '	 ����&
 ��
� #��� ���� x �##���
	�	� % R
∗
+� �	 �

g(x) − x = − 1
8x3

(
5x4 − 6Ax2 + A2

)
,


�#�
����	 ������� ��� �
 $�������
 
	 ������	� 5x2−6Ax+A2� '	 ����
	� ��
 x �→ g(x)−x


�� �� ���	
 �


h2(x) = − (
x2 − A

) (
5x2 − A

)
.

'	 
	 ������ ��	� ��
� 
	 #���	�

α =

√
5A
5

<
√

A , �<�

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



�

�	 �

∀x ∈]0, α[, g(x) < x ; �9��

∀x ∈]α,
√

A[, g(x) > x ; �9��

∀x ∈]
√

A,+∞[, g(x) < x ; �9��

g(α) = α ; �9��

g
(√

A
)

=
√

A. �9
�

��� '	 ����&
 ��
 g(x) = 0 
�� �������
	� % 3x4 + 6Ax2 − A2 = 0� 
�#�
����	 �������
�  
�
����	
� �
 3x2 + 6Ax − A2 = 0 ���	� ����
� % (−3 ± 2

√
3)A/3� �	 
	 ������ ��


���	���
 ?��� �
 g ��� R
∗
+ 
�� ���� % β =

√
2
√

3 − 3
3

A� �:�

��� '	 �
�����
 ��
 �� �����
 y = 3x/8 
�� �	
 ��+�#���
 �
 �� �����
 �
#���
	�����
 �

�� $�	����	 g 
	 +∞� ;
� ��
����	� .�� .� 
� .�� �	 ������ �
 ���#!
 �
 �� $�	����	 g�
�
#���
	�� ��� �� &���
 �

β α
√

A

y = 3x/8

y = g(x)

y = x

���� ��  � $�	����	 g�

��� @��� �!
��!�	� ���	�
	�	� % �����
� �� ��	�
��
	�
 �
 �� ����
 �
� ������ (xn)n∈N
�
 x0

����
	� �
 R
∗
+� ��&	�
 #��

∀ ∈ N, xn+1 = g(xn).

��� "�##���	� ��
 x0 �##����
	� % I1 =]α,
√

A[� '	 #
�� �
�����
� ��
 ���	�
�����
 I1 
��
�����
 #�� g� ��
��/%/���
 g (I1[) ⊂ I1 � 
	 
)
�� g ���	� �������	�
 ��� R

∗
+ � �	 �

α < x <
√

A =⇒ g(α) = α < g(x) < g(
√

A) =
√

A.

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



�

 � $�	����	 g 
�� ��&	�
 ��� I1 ���� 
	��
� � �� x0 �##����
	� % I1� �	 
	 ������ #��
������
	�
 ��
� #��� ���� n� xn 
�� ��&	� 
� ����� �##����
	� % I1� ;�����
 #���� ��	�
�
 ���� �� ����
 (xn)n∈N


�� ������
�
	� �������	�
� 1	 
)
�� �	 � xn ∈]α,
√

A[ � ��	��
���#�-� �9��� xn+1 = g(xn) > xn� ��	��� �� ����
 (xn)n∈N


�� �������	�
 
� ��6���
 �#��√
A� � 
��
 
�� ��	� ��	�
��
	�
 �
�� �	 ��
� l ��� ����&
 g(l) = l� #�����
 g 
�� ��	��	�


��� I1� ;��#�-� �9�� �
��
 �����
 	
 #
�� >��
 ��

√

A �� α� (�����
� #��� ���� n� �	 �
α < x0 < xn� �� ��	�
��
	�
 	
 #
�� ����� ��
� �
�� α� ;�	� �
 ���� �� ����
 (xn)n∈N

��	�
��
 ��	� �
��
√

A�

�������� � 7
��
 ���!��
 �
 #�
��
 �
 ��	�
��
	�
 
�� ��-� ����
	� ������� #��� �
�
����
� �� #��	� &�
�

"�##���	� ��
 x0 �##����
	� % I2 =]
√

A,∞[�  � #�
��
 
�� ��
	����
 �� ��� �����	��
#�����
 I2 
�� ����� �����
 #�� g� "�� I2� g 
�� ��&	�
� 7���
 #�����
��
	�� 
	 �������	�
�
��
 $���/�� �9��� �	 ��	��
 ��
 �� ����
 (xn)n∈N


�� ���������	�
 
� ��	���
 �#��
√

A� �

��
 ��	�
��
 ��	� �
��

√
A�

A�
$� �	 
	 ������ ��


�� x0 �##����
	� % ���	�
�����
 ]α,
√

A[ �� ]
√

A,+∞[� ����� �� ����
 �
� ������ ��	�
��
 �
��
√

A�

�=�

�������� �� '	 #������� >��
 �
	�� ��������
� �
 �!���-�
 ��= #� �= �
 ��������
 �
 �����
#��� ��	��
� �� ��	�
��
	�
 �
 �� ����
 �
� ������ ��� ]α,

√
A[ �� ]

√
A,+∞[� "�� ���	�
�����


]
√

A,+∞[� �	 #
�� ��	��
� ��
 �� $�	����	 g 
�� ��	�
�
�� ��	��� g′ 
�� �������	�
 ���
]
√

A,+∞[ � �	 #
�� ��	��
� ��
 limx→+∞ g′(x) = 3/8� ��	��� #��� ���� x �##���
	�	� %
]
√

A,+∞[� g′ 
�� ���#���
 
	��
 0 
� 3/8� (��� ���� x0 �##���
	�	� % ]
√

A,+∞[� �
� ������
xn �##����
		
	� ��	� % [

√
A,x0]� �	�
�����
 ��� �
��
� �	 #
�� �##����
� �
 �!���-�
 ��=�

1	 �
��	�!
� ��� ���	�
�����
 [α,
√

A]� �	 #
�� ��	��
� ��
 �� ������
 #
�� ��#���
� 1 
�
�	 	
 #
�� ��	� �##����
� �
 �!���-�
 ��=�

��� (�����
 α ��
√

A ��	� �
� #��	�� &�
� �
 g�

�� x0 
�� ���� % α ��
√

A� �� ����
 �
� ������ 
�� ��	���	�
� �B�

��� C�����	� �������
�
	� �
 ��� �3 x0 �##����
	� % I3 =]0, α[�
D�##
��	� ��
 g 	�
�� #�� ��&	�
 
	 0� "� x = β ∈ I3� ����� g(x) = 0 � �
�� ��#����
 ��
�
�� xn = β� ����� g(xn) = xn+1 = 0 
� ��	� xn+2 = g(0) 	�
�� #�� #�� ��&	�� 1	 $���� ��

����
 �	
 �	&	��� �
 ���
��� �
 x0� #��� �
���
��
� �� ����
 �
� ������ 	�
�� ��&	� ��
 #���
�	 	����
 &	� �
 �
��
��

1	 
)
�� �� $�	����	 g ��&	� �	
 ��6
����	 ������
�
	� �������	�
 �
 R
∗
+ ��� R 
� ��	�

g−1 
�� �	
 ��6
����	 ������
�
	� �������	�
 �
 R ��� R
∗
+� ��	��� �� x �##����
	� % [β, α[�

����� g−1(x) �##����
	� % [g−1(β), g−1(α)[= [β1, α[� (�����
 β > 0� ����� β > g(β) 
� ��	�
β1 = g−1(β) > β � �	 � ��	� g−1(x) ∈]β, α[� '	 
	 ������ #�� ������
	�
 ��� n ��
� �� x

��� ������ ���� 	�
� ��� g′′ �� ������� �� ��

��

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



+

�##����
	� % [β, α[� ����� g−n(x) ∈]β, α[� (�����
 g−n(0) = g−n(g−1(β)) = g−n−1(β)� �	

	 ������ ��
 g−n(0) ∈]β, α[� #��� n ≥ 1� '	 #��
 �����

J =
⋃

n∈N∗
g−n(0) ⊂ [β, α[. ���

'	 #
�� 
	 ������
 �� #��#����� �����	�
 *

(��� ���� x0 �##���
	�	� % J � �� ����
 �
� ������ 	�
�� ��&	�
 ��
 #��� �	 	����
 &	� �
 �
��
��
��

1	 
)
�� �� x0 ∈ J ������ �� 
����
 n ≥ 1� �
� ��
 x0 = g−n(0) 
� ��	� xn = gn(x0) = 0 
�
xn+1 	�
�� #�� ��&	��

"� x0 �##����
	� % ]0, α[\J � �
 ���#���
�
	� �
 �� ����
 �
� ������ 
�� #��� ��8���
 %
�����
�� #�����
 ]0, α[ 	�
�� #�� �����
 #�� g � 
	 
)
� g(I3) =] −∞, α[� ;�	� �
 ���� ����
�+#
 �
 ���#���
�
	� 
�� % 
	�����
� * �� ����
 #
�� 	�>��
 #�� ��&	�
 �� #
�� ��	�
��
�
�
�� −√

A�

'	 ��	����
�� �
 ������� �
 �� ��
����	 <�

�<� ;�		�	� �
� ��)��
	�
� ���
��� �
� ������ ���
	�
�� �������
� ��
� ������� #��� A = 5� ��
��/
%/���
 *

∀x ∈ R
∗
+, g(x) =

1
8

(
3x +

30
x

− 25
x3

)
,


� #���

x0 ∈
⎧⎨
⎩1; 4; 0, 1; 1010;

√
2
√

3 − 3
3

× 5

⎫⎬
⎭ ,

2��� �
� ����
��� � �� .� � 
� <� % #����� �
 �� #��
 =� ��� $���	���
	� �
� ���
��� �
 xn 
� �

��
��
�� en = |xn ±√

A|�
• "� x0 = 1 = α� �� ����
 
�� ������		���
� �
 ��� 
�� �		�	�� #�� �B�� ��	�
��
 �
�� α 
� 	

��	�
��
 ��	� #�� �
��

√
A� ����� ����
��  #��
 =��

• "� x0 = 4 ∈]
√

A,+∞[� �� ����
 ��	�
��
 ��
	 �
��
√

A� �
 ��� 
�� �		�	�� #�� �=� �����
����
�� � #��
 =�� ;
 #���� �	 ���
��
� ��
 �
 	����
 �
 �!�)�
� 
����� ���		�� #��
���##��� �
 ��
�#���	� �
 ��
��
��� 
�� ���� %  �#��� n = 1�� #��� % � �#��� n = 2�� #���
% � �#��� n = 3�� �
 ��� ��������
 ������
 �
 ��	�
��
	�
 ���� % . ����� �
 ���������
 ;��
#��
 .9: �
 ��������
 �
 ������� E #����� �
 n = 4� xn 	������
 #��� * �� #�������	 ���!�	

��
 ������
 �
 10−16� 
�� ���
�	�
� 1	&	� 
	 �������	� �
� #�������
� �
 �( ��� 
� ��A �

��������
 �
 ������ �	 #
�� �
�����
� �
� ����
 #�� �	
 �
���
 �
 #
	�
 �
 �����
� ���� %
2, 8764571 ��� �� &���
 ��

• "� x0 = 0, 1 ∈]0, α[� �� ����
 ��	�
��
 �
��
 $���/�� �
�� −√
A ����� ����
�� . #��
 B� * x1

�
��
	� 	�����$� ����
 ���� �
� xn� �
 ��� 
�� �		�	�� #�� �� ��
����	 ���
• "� x0 = 1010 ∈]

√
A,+∞[� �� ����
 ��	�
��
 ��
	 �
��

√
A� �
 ��� 
�� �		�	�� #�� �=�

����� ����
�� � #��
 ���  �����
 . �
 ��	�
��
	�
 	
 �
 ��	�$
��
 ���% #����� �
 n ≥ 23�
(��� �
� ���
��� �
 n #��� #
���
�� �
� ���
��� �
 xn ��	� F��-� ���	�
�G 
� �� ���
��

�
 ��	�
��
	�
 �
���
 >��
 F��-� #
���
G� 7
 #!�	��-	
 #
�� ��
�#����
� �
 �� $�H�	

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%
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détermination graphique de l’ordre

courbe 1

���� �� �
���
 
�#�����
 �
 ������
 �
 ��	�
��
	�
�

����������
� �����	�
 * �	 �� �� �����	��
 �
 ���	&	��

g(x) ∼ 3x
8

. ���

��	��� #�����
 x0 
�� F���	�G� �	 �

x1 = g(x0) =
3x0

8
(1 + ε1),

��
� ε1 #
���� ;
 �>�
� �� x1 
�� 
	���
 F���	�G� �	 �

x2 = g(x1) =
32

82
x0(1 + ε1)(1 + ε2),

��
� ε2 #
���� '	 � ��	�� ��	� ��
 xn 
�� F���	�G�

xn =
3xn−1

8
, �.�

��
� εn−1 F#
���G� 
� ��	�

xn = knx0(1 + ε1)(1 + ε2)...(1 + εn),

�3 k = 3/8 
� εn F#
���G� ��	� ��
 �!���	 �
� εi 
�� #
��� 
� ��
 �
 #������ (1 + ε1)(1 +
ε2)...(1+εn) �
��
 #���!
 �
 � �� ����
 xn �
 ���#���
 ��	� ����
 �	
 ����
 ����������

�
 �����	 #��� #
���
 ��
  
� ��� �
	� �
�� �� ��
� �	 ����
 ���� % � 7
�� 
�� ��	&���
#�� �� �
�	�-�
 ����		
 �� ����
�� �� ��� ��		
 �
� ���
��� �
 un = xn/xn−1� #�����

3/8 = 0, 375� ��	�� #��� �
� #
���
� ���
��� �
 n �
	��
 1 
� 13�� �� ����
 �
� ������ �
���

�
 ���#���
� ����
 �	
 ����
 �
	��	� �
�� ?��� ��
� �	 ����
 ���� % �  � ��	�
��
	�

�
��

√
A ��
� �	 ����
 . �
 ��	�$
��
 % #����� �
 n = 22�

• "�

x0 =

√
2
√

3 − 3
3

× 5 = β = g−1(0) ∈ J,

�
 ���#���
�
	� 	�������
 �
 �� ����
 ����� ����
�� < #��
 � 
�� ��)��
	� �
 �
���
�		�	�� 
	 ��
����	 ��� ��� #������ ��
 x1 = 0� 
� ��
 x2 	�
�� #�� ��&	�� 1	 $���� �	
���
��
 ��
 x1 ≈ −1.776356839400251×10−15 
�� #���!
 �
 ?���� % �� #�������	 ���!�	
�

���� 	����� �� ��� ������������

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



-

n xn en

�  ��.9�9:B::
  ��.9�9:B::
�  ��.9�9:B::
.  ��.9�9:B::

���� �� I�
���
� ���
��� �
 xn 
� �
 en = |xn −√
A| #��� x0 = 1�

n xn en

� �
 2, 388671875000000 1, 526038975002102 × 10−1

� 2, 236374428829627 3, 064513298367544 × 10−4

. 2, 236067977502667 2, 876809901408706 × 10−12

� 2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16

< 2, 236067977499790 0
9 2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16

: 2, 236067977499790 0
= 2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16

���� �� I�
���
� ���
��� �
 xn 
� �
 en = |xn −√
A| #��� x0 = 4�

���� 	�	 ������
��
�
	� 	�� � �
 $���� x2 ≈ 5.575186299632656 × 1044 
�� ��&	� 
� 
��
F��-� ���	�G� ��	��� ��	� �
 ���� 
	 �!����
� �� ����
 �
	� 
	����
 �
��

√
A� �
 ��
 ���	

���
��
 ��
	 ��	� �� ����
�� < * % #����� �
 n = 105 ����	� �� ����
 
 F
� �
 �
�#� �

�
�
	�� �
�� �
� ���
��� �����		���
�� �
� ���
��� �
 xn �
 ��##���!
	� ��-� ��#��
�
	� �
√

A� '	 �
�����
 
	 $���� �
 ���#���
�
	� ���
��� ��	� �
 ��� �3 x0 = 1010�

;��#�-� �=� 
� �B�� �� ��	�
��
	�
 �
 �� ����
 �
� ������ �
��
√

3 
�� �!������
�
	� 
)
����

���	� x0 �##����
	� % ���	�
�����
 ]α,+∞[� (�����
 α 	�
�� #�� ��		� #�� ����������
��� �� ���
$����� �!����� F�� !�����G x0� ;��#�-� �
� ���#���
�
	�� ���
����� �� $����� ��
 x0 	
 ����
#�� F���# ���	�G �#��� 	
 #�� ���
	��� �� ��	�
��
	�
� 
� ����� 	
 ���� #�� 	�	 #��� ���# #
���
�#��� ����
� ��������� ��	� R−�

���������� �� 	
�������� �

�� 1	 #���	� y = ẋ� ���������	 ��)��
	��
��


∀t ∈ [0, T ], ẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = f(t), ���

�������

ẏ(t) = f(t) − cy(t) − kx(t).

'	 ����
	� ��	� �
 �+��-�
 ��)��
	��
� ��	� R
2

∀t ∈ [0, T ], ẋ(t) = y(t),

ẏ(t) = f(t) − cy(t) − kx(t).

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



�

n xn en

0 0, 1

1 −3, 087462499999999 × 103 3, 085226432022500 × 103

2 −1, 157799652089545 × 103 1, 155563584112045 × 103

3 −4, 341781084339036 × 102 4, 319420404564038 × 102

4 −1, 628254276330029 × 102 1, 605893596555031 × 102

5 −6, 108256543933575 × 101 5, 884649746183595 × 101

6 −2, 296734064122076 × 101 2, 073127266372097 × 101

7 −8, 775770125608158 6, 539702148108368

8 −3, 713602972344908 1, 477534994845118

9 −2, 341383323401646 1, 053153459018561 × 10−1

10 −2, 236173316364782 1, 053388649925324 × 10−4

11 −2, 236067977499906 1, 163513729807164 × 10−13

12 −2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16

13 −2, 236067977499790 4, 440892098500626 × 10−16

14 −2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16

15 −2, 236067977499790

���� 	� I�
���
� ���
��� �
 xn 
� �
 en = |xn +
√

A| #��� x0 = 0, 1�

"� �	 ��	���-�
 �� $�	����	 �
�����
��
 �
 [0, T ] ��	� R
2 ��&	�
 #��

∀t ∈ [0, T ], X(t) =
(

x(t)
y(t)

)
,

�	 ����
	� ��	� ���������	 ��)��
	��
��
 ���	� R
2� �����	�


∀t ∈ [0, T ], Ẋ(t) = F (t,X(t)), �<��

��
� �
� ��	�����	� �	�����
�

X(0) = X0. �<��

'	 � #���

X0 =
(

x0

ẋ0

)
, �9�

∀t ∈ [0, T ], ∀X =
(

x

y

)
∈ R

2, F (t,X) =
(

y

f(t) − kx − cy

)
�:�

�������� .� 1	 #���	�

A =
(

0 1
−k −c

)
,

∀t ∈ [0, T ], G(t) =
(

0
f(t)

)
�	 �
�����
 ��


∀t ∈ [0, T ], ∀X ∈ R
2, F (t,X) = G(t) + AX. �=�

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



�

n xn en un

0 1010

� 3, 750000000000000 × 109 3, 749999997763932 × 109 3, 750000000000000 × 10−1

� 1, 406250000000000 × 109 1, 406249997763932 × 109 3, 750000000000000 × 10−1

� 5, 273437500000000 × 108 5, 273437477639321 × 108 3, 750000000000000 × 10−1

� 1, 977539062500000 × 108 1, 977539040139320 × 108 3, 750000000000000 × 10−1

� 7, 415771484375002 × 107 7, 415771260768203 × 107 3, 750000000000001 × 10−1

� 2, 780914306640631 × 107 2, 780914083033833 × 107 3, 750000000000007 × 10−1

� 1, 042842864990250 × 107 1, 042842641383452 × 107 3, 750000000000048 × 10−1

� 3, 910660743713797 × 106 3, 910658507645820 × 106 3, 750000000000345 × 10−1

� 1, 466497778893633 × 106 1, 466495542825656 × 106 3, 750000000002453 × 10−1

�� 5, 499366670876695 × 105 5, 499344310196920 × 105 3, 750000000017437 × 10−1

�� 2, 062262501646950 × 105 2, 062240140967175 × 105 3, 750000000123996 × 10−1

�� 7, 733484382994454 × 104 7, 733260776196704 × 104 3, 750000000881745 × 10−1

�� 2, 900056648471964 × 104 2, 899833041674213 × 104 3, 750000006270192 × 10−1

�� 1, 087521256107768 × 104 1, 087297649310018 × 104 3, 750000044588032 × 10−1

�� 4, 078205055224975 × 103 4, 075968987247475 × 103 3, 750000317070441 × 10−1

�� 1, 529327815231499 × 103 1, 527091747253999 × 103 3, 750002254722656 × 10−1

�� 5, 735003827686088 × 102 5, 712643147911090 × 102 3, 750016033559138 × 10−1

�� 2, 150691823141584 × 102 2, 128331143366586 × 102 3, 750114015197313 × 10−1

�� 8, 066837930353493 × 101 7, 843231132603515 × 101 3, 750810712884939 × 10−1

�� 3, 029712290211558 × 101 2, 806105492461579 × 101 3, 755761943365080 × 10−1

�� 1, 148508284851649 × 101 9, 249014871016703 3, 790816337783188 × 10−1

�� 4, 631353800820471 2, 395285823320681 4, 032494899606836 × 10−1

�� 2, 514998486165683 2, 789305086658933 × 10−1 5, 430374344797706 × 10−1

�� 2, 237735881157558 1, 667903657768033 × 10−3 8, 897563531217729 × 10−1

�� 2, 236067977963007 4, 632170202967245 × 10−10 9, 992546469810869 × 10−1

�� 2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16 9, 999999997928428 × 10−1

�� 2, 236067977499790 0 1

�� 2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16 9, 999999999999998 × 10−1

�� 2, 236067977499790 0 1

���� 
� I�
���
� ���
��� �
 xn� en = |xn −√
A| 
� un = xn/xn−1 #��� x0 = 1010�

��� "� f 
�� ���
? ������-�
� ����� �� $�	����	 F ��&	�
 #�� �:� 
�� F��8����
	�G ������-�
 #��
��##��� �� �
�#� � �
 #���� 
��
 
�� ��#��!��?�
		
 #�� ��##��� % �� �
��	�
 �������
� �	�$����/
�
	� 
	 �� #�
��-�
� #�����
 � �
��	 �=�� �	 �

∀t ∈ [0, T ], ∀X1,X2 ∈ R
2, F (t,X1) − F (t,X2) = G(t) + AX1 − G(t) − AX2 = A(X1 − X2).

"� |||.||| 
�� �	
 	���
 �������
��
 
� ||.|| �	
 	���
 ���
���	��
� ��� R
2� �	 � ��	�

||F (t,X1) − F (t,X2)|| = ||G(t) + AX1 − G(t) − AX2|| ≤ |||A||| ||X1 − X2||.

 
 �!���-�
 �
 7���!+/ �#��!��? ����� �!���-�
 <�. #��
 B9 �� ����
 �
 ������ �����
 ��
���/
�
	�
 
� ���	����� �
 �� �������	 �
 �<��

�.� 1	 �
#�
	�	� �
� 	������	� �
 �<�� �	 ����� �
� ��!���� ��1��
� 
� �
 D�	�
 J���� ����� ����

�
 ������ �<�:� #��
 BB 
� �<��� #��
 ��: � ���� �� $���
 �����	�
 * �	 #��
 #��� ���� N ∈ N

∗�
h = T/N 
� #��� ���� i ∈ {0, ..., N} *

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



��

n xn en un

0 8, 794900180765313 × 10−1 1, 356577959423259

1 −1, 776356839400251 × 10−15 2, 236067977499792 −2.019757817473803 × 10−15

2 5, 575186299632656 × 1044 5, 575186299632656 × 1044 −3.138550867693340 × 1059

3 2, 090694862362246 × 1044 2, 090694862362246 × 1044 0, 375

4 7, 840105733858422 × 1043 7, 840105733858422 × 1043 0, 375

5 2, 940039650196908 × 1043 2, 940039650196908 × 1043 0, 375

6 1, 102514868823841 × 1043 1, 102514868823841 × 1043 0, 375

7 4, 134430758089402 × 1042 4, 134430758089402 × 1042 0, 375

8 1, 550411534283526 × 1042 1, 550411534283526 × 1042 0, 375
���

���
���

���

102 1, 410658445935731 × 102 1, 388297766160733 × 102 3.750265038451471 × 10−1

103 5, 292627394008029 × 101 5, 069020596258051 × 101 3.751884383676784 × 10−1

104 1, 991818492718831 × 101 1, 768211694968852 × 101 3.763383182753125 × 10−1

105 7, 657194056224244 5, 421126078724455 3.844323207267836 × 10−1

106 3, 354222792475249 1, 118154814975459 4.380485551033838 × 10−1

107 2, 293018878916401 5, 695090141661119 × 10−2 6.836215185408920 × 10−1

108 2, 236085433773365 1, 745627357552237 × 10−5 9.751709653738480 × 10−1

109 2, 236067977499790 4, 440892098500626 × 10−16 9.999921933780743 × 10−1

110 2, 236067977499790 0 9.999999999999998 × 10−1

111 2, 236067977499789 4, 440892098500626 × 10−16 9.999999999999998 × 10−1

���� �� I�
���
� ���
��� �
 xn � en = |xn −√
A| 
� �
 un = xn/xn−1 #��� x0 =

√
2
√

3−3
3 × 5�

5  
� ������ ��1��
� (Xi)0≤i≤N ��	� ��&	�� #��

X0 =
(

x0

ẋ0

)
, �B��

∀i ∈ {0, ..., N − 1}, Xi+1 = Yi + hF (ti,Xi). �B��

5  
� ������ �
 D�	�
 J���� � (Xi)0≤i≤N ��	� ��&	�� #��

X0 =
(

x0

ẋ0

)
, �����

∀i ∈ {0, ..., N − 1}, Xi+1 = Xi +
1
2
(K1 + K2), �����

��
�

{
K1 = hF (ti,Xi),

K2 = hF (ti + h,Xi + K1).
�����

'	 	��
�� ��
 �� #�
��-�
 ���#���	�
 X1
i �
 Xi 
�� �	
 �##���������	 �
 x(ti) 
� ��

�
��	�
 ���#���	�
 X2
i �
 Xi 
�� �	
 �	
 �##���������	 �
 ẋ(ti)�

'	 #����� ��	����
� �
 �����
 ������ ����������	�
��� $���	� * �� ������ 	�������
�
	�
���������	 ��)��
	��
��
 #��������-�


∀t ∈ [0, T ], ẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = f cos(ωt), ����

��
� �
� ��	�����	� �	�����
�

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0. ����

���� ���	
�� �� �� ��� � �	����� �� �����
�� ���� �� �� ������� ��  ��!
� ��"�#$% &  ���'%	(� ��)�#%



��

��!��� max
i∈{0,...,N}

∣∣x(ti) − X1
i

∣∣ max
i∈{0,...,N}

∣∣ẋ(ti) − X2
i

∣∣
1��
� 9.5477 × 10−1 1.8684
D�	�
/J���� � 5.0295 × 10−2 1.0260 × 10−1

D�	�
/J���� � 9.6743 × 10−5 2.0878 × 10−4

���� �� I�
���
� 
��
��� #��� �
� #����-��
� ���� 
� #��� N = 100�

��!��� max
i∈{0,...,N}

∣∣x(ti) − X1
i

∣∣ max
i∈{0,...,N}

∣∣ẋ(ti) − X2
i

∣∣
1��
� 7.3980 × 10−3 1.4503 × 10−2

D�	�
/J���� � 4.8354 × 10−6 1.0006 × 10−5

D�	�
/J���� � 9.42138 × 10−13 2.0135 × 10−12
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 ẋ $���	�
� #�� �
� ��!���
��1��
�� �
 D�	�
/J���� � 
� �� ��	�� ��
 �
� 
��
���� 
	 �������	� �� �������	 
����
 
� ��
������
 �
 ����� ���
���	�
� 
	 ������ �+�������
� ����� $�	����	� ���������������������
�� ��	�������
������� 
� ��	�������
����������

(�� 
�
�#�
� #���

x0 = −2, ẋ0 = 10, c = 1, k = 4, f = 1, ω = 0.5, T = 10, ����
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