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MT40 Automne 2003

Corrigé de ’examen médian du 12 novembre 2003

Correction de ’exercice 1.
Cette correction faite au vu des copies insiste surtout sur les difficultés rencontrées.

1. Interpolation sur S; = {—1, —%, %, 1}

(a) Il convient de noter que la solution consiste & fournir une table des différences divisées, dont
le créateur indique les conventions de précision, sachant que les calculs ne sont pas tronqués
de fagon sauvage et recopiés tronqués de cases en cases, mais transmis par mémoire afin
d’éviter toute erreur d’arrondi excessive. Fournir une table en valeurs exactes n’a pas grand
sens numérique dans une uv comme mt40...

— Calculer numériquement n’est pas honteux!

— Fournir des valeurs exactes n’a pas de sens en pratique car des logiciels se saisiront des va-
leurs calculées pour déterminer un polynoéme d’interpolation par exemple et ils attendront
des valeurs numériques.

— Enfin, dans bon nombre d’applications, les valeurs de la fonction & interpoler ne seront pas
issues de fonctions «mathématiques» mais seront des résultats de mesures, évidemment
connus par leurs valeurs approchées...

On produit donc une table des valeurs approchées de exponentielle du type suivant :

L4 f[ml] f[’]f[v v]f[’ ’ ’]
—110,3679
0,5230
—% 10,7165 0,3717
1,019 0,1762
+ | 1,396 0, 7240
1,984
1 | 2,718

sachant que les calculs sont transférés par mémoire, sans troncature, et affichés dans la table
avec quatre chiffres significatifs. On déduit de cette table, I’expression du polynoéme p3 ; :

1 1 1
p3,1(z) =0,3679 40,5230 (z + 1) +0,3717(z + 1) (I + §> +0,1762 (z + 1) (J; + §> (a: - §) .



(b) L’expression de 'erreur est donnée en cours par :

(4) 3
er(@) = L1 (H (@- wi)> |
=0

(¢) Par suite on déduit que :

2
Vo € [-1,1] l|ei(z)| < |Mi(z)] avec Mi(z) = % (a2 —1) <m2 _ (1) ) _

En effet f est invariante par dérivation, positive et croissante (puisque de dérivée positive)

(4 .
sur [—1,1]; par conséquent f4—,(€)‘ est majoré par e/24.

2. Interpolation sur le support So = {cos (%) , COS (3%) , COS (5%) , COS (7%)}

(a) On laisse au lecteur le soin de représenter les deux supports (voir remarque 2 page sui-
vante). Ce qui les différencie (avec un c, excuses!) : S est réguliérement réparti puisque les
points sont équidistants, de distance 2/3, tandis que S ne l’est pas. Plus précisément, les
points de Sy sont choisis de telle sorte qu’ils «représentent» mieux les bords de l'intervalle
comme le cours le suggérait en vue d’harmoniser ’amplitude de la valeur absolue de l'erreur
d’interpolation sur un intervalle.

(b) L’expression est la méme qu’a la question antérieure en remplacant les points z; par les
nouveaux points Xj.

(¢) Lerreur eg(x) vérifie comme antérieurement, sous les notations de I’énoncé :

Vo €[-1,1] |ea(z)| < |Ma(z)] avec Ma(z)= 234 (22— ?) (22 — B?) .

Remarque 1. Il convient de noter que les expressions de M (z) et Ma(z) sont les mémes avec
des variantes quant & la valeur de a et .

3. Comparaison des magjorants | M| et | My|

(a) On étudie les variations des fonctions M; et My. Nous proposons ci-dessous une seule étude
finalement tant les deux sont similaires.
— M; et M, sont définies, continues , dérivables sur [—1,1] comme fonctions polyndmes.
Elles sont évidemment paires sur leur domaine de définition donc on les étudie seulement
sur l'intervalle [0, 1].
— Variations

Mie) = & 20 (- ) + 20 (0 - )] = £ [a7 - T2,

On remarque, dans le cas de My, que les vu les arguments complémentaires qui inter-
viennent :

o? + % = cos? (g) + cos? (3%) =1
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Le cas de M/ (z) est exactement le méme en changeant de « et 3. Ainsi
1\2
M(z) = & 2o WG| el 5
! 6 9"

6 2
L’étude de signe est triviale puisqu’elle se raméne & 1’étude de celui d’un trinéme du

deuxiéme degré. Nous en déduisons les deux tableaux de variations suivants :

T ‘ 0 02.2|_/32:§ 1
M} (z) ‘ 0o - 0 +
My(z) | Ma(0) N,  Ma(¥%2) 7 My(1)

On calcule des valeurs approchées des bornes prises en compte dans les tableaux précédents
d’ot on déduit un majorant de |e;(z)| et |e2(x)| sur Vintervalle [—1,1].

(b) On constate que |e;(z)| est majoré par m; = 0,0224 sur [—1,1], tandis que |ez(z)| est
majoré par mg = 0,0142 sur le méme intervalle, soit un rapport de 1 & 1,6 environ. Le
résultat trouvé va dans le sens du résultat annoncé en cours relatif & ’effet bénéfique des
points de Tchebychev qui uniformisent ’erreur d’interpolation.

Remarque 2. On pourra consulter le TP 2.C de [BMO03] et faire tourner le fichier matlab (disponible
sur le site de Dunod) etude_support. On choisira @ = —1, b = 1 et pour retrouver les données de
I'exercice choisir n = 3 (voir la figure 1 page suivante). On pourra choisir des valeurs plus grandes de
n (voir par exemple la figure 2 page suivante correspondant a n = 8).
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Erreurs d'interpolation a 4 points pour exponentielle
T T

0.01+ Cas de points régulierement répartis \ 7
0.005 7
0 I L L L Il
-1 -0.5 0 0.5 1
0.01+ —— Cas de points de Tchebychev \ T
/
0.005 . - / B
\\ \ /
\ \ /’
0 LV L L | Vo
-1 -0.5 0 0.5 1
0.01- Erreurs comparées 7
/
0.005 - / R
\\ \ /
\ /
\ /
0 I \ L L | % 1
-1 -0.5 0 0.5 1
N
FiGg. 1 —cas o n = 3.
x10° Erreurs d'interpolation a 9 points pour exponentielle
T T T T
6 | Cas de points régulierement répartis | 7
4+ 4
2r 4
0 L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1
x10°
6 —— Cas de points de Tchebychev ]
4+ 4
Pys 4
- /
0 AvE \ N VA
-1 -0.5 0 0.5 1
x10°
er il
4+ 4
2r 4
\ T /
0 AVE s N \ AVA!

Fi1G. 2 — casou n = 8.

Correction de I’exercice 2.
On étudie la méthode élémentaire de quadrature suivante :

b n
[ @de =Y Wis (@) + Eula.b. ) 1)

1=0
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Pour tout cet exercice, on pose
h=0b-—a.

1. Si I’assertion

Il existe a > 0 tel que, pour toute fonction f € C™*[a,b],

Balasb, H) < @™ sup £, (@
z€la,

est vérifiée et si on choisit f de degré au plus m, alors sup ‘ f (m“)(ac)‘ = 0 et l'assertion
z€[a,b]
La formule de quadrature (1) est d’ordre m, (3)

est évidemment vraie.
2. Soit f € C™*1[a,b].
On décompose la preuve en plusieurs étapes.

e La formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f sur lintervalle [a,z], de classe
C™*+! donne : pour tout z € [a, b], il existe &, € [a, z] tel que

— m _ m+1
@) = (@) + (0= 0)£(0) oot 0 a) 4 LI pmi ),
que I'on réécrit sous la forme
Ve € [a, ], f(2) = pm(2) + g(a), (4)
ol est un polyndéme de degré au plus m et ou
_ (= - a)m+1 (m+1)
9(z) = Wf + (&), (5)

ou &; est un réel de [a,b] et dépendant de z.
¢ Supposons maintenant que (3) a lieu. Par définition, on a

b n
Balabf) = [ flo)ds = Y Wit @)
a i=0

puisque f = py, + g, on en déduit par linéarité

b n b n
En(a" b’f) = (/ pm(IE)d.’B - Z mpm(-Z'Z)) +/ g(x)da: - ZWzg(mz)

=0 1=0

Le terme entre parenthéses est nul, puisque la méthode est exacte pour les polyndémes de
degré au plus m (selon (3)). On a donc, sous ’hypothése (3) :

b n
Bofab,f) = [ gla)ds + 3 Wigla) (6)

=0
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e On écrit

/ab g(z)dz| <

sup ‘f(m—kl )‘
:ce a,b]

- (m+1)!

m+1
/b wf(mﬂ) (&) dz

b
D /a (z — )™ dz.

Puisque la derniére intégrale est égale a

(LII . a)m+2 z=b (b o a)m+2 hm+2
- m+ 2 T Tmt2 m+2
r=a
on a
b
[ stwis] < annmst s |10, @
a z€[a,b]
ou
1
= ———
T mr2)
est indépendant de a, b, h et f.
e On admet que, selon I’hypothése
Vi €{0,...,n}, =z =a+ hr, (8)

il existe (W;)y<;<pn, m + 1 réels deux & deux distincts, indépendants de a, b et h, tels que
Vi € {0,....n}, W;=hW,. (9)

On pourra en voir la preuve en annexe A, page 12.
Par définition de g, on peut écrire successivement :

> Wig(wi)| =

i=0 -
< 71 ;
~— (m+1)! ;

< Sup ‘f(m+1
z€[a,b]

7

o ym+l
S )

7

o)™ [ £ (&)

‘ hm—|—1 n

o 2 W

D’apres (9), on a donc

> Wig(x)| <
=0

Ainsi, on en déduit

hm—|—2
(m+ 1)!

< sup ‘f(m“ )‘

‘W
mEab

Z Wzg -7"1

=0

(10)

< thm+2 sup ‘f m+1) )
z€[a,b]
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ou

> [
Qg = %, (11)

est indépendant de a, b, h et f.
e Ainsi, selon (6), (7) et (10), I'hypothése (3) implique

Bu(a,b. )] < (a1 + ag) ™42 sup |f 0 (o) (12)
z€la,

c’est-a-dire (2).

Remarque 3. En résumé, nous avons démontré 1’équivalence de (2) et de (3). Dans le cours,
pour étudier 'erreur d’une méthode de quadrature élémentaire, nous utilisions le polynéme p,,
d’interpolation de f sur le support {zy,...,zn} de [a,b] choisi et nous étudions l’expression de
I’erreur donnée par :
b n
E, :/ flzo, s T, T] H (x — z;) dz. (13)
@ i=0
On consultera les corollaires 3.4 et 3.6 la section 3.2.1 de [BMO03].

Ici, nous procédons autrement : on se donne une méthode de quadrature de type (1). Plutot
que d’estimer l'erreur & partir de la formule (13) et du support {zg, ..., z,, }, on utilise la caracté-
risation de l'ordre de la méthode (3) et on en déduit (2). L’avantage de cette méthode est que la
vérification de l'ordre m d’une méthode (1) se fait automatiquement et peut méme étre confiée
a matlab en symbolique!

Remarque 4. Les formules d’intégrations élémentaire de quadrature de type (1) sont choisies pour
étre au moins d’ordre n. Dans ce cas, les poids W; sont donnés par (29) (expression théorique).
Dans le cas ou l'on choisit

Vi e {0,..,n}, z;=a+ihouh=(b—a)/n, (14)

les formules de quadrature (1) sont appelées formules de Newton-Cotes fermées. On pourra
consulter [CM89] (chapitre 2).

On déja vu les cas particuliers suivants des méthodes de Newton-Cotes fermées :

e 1 = (0 correspond a la la méthode du rectangle;

e 1 = 1 correspond a la la méthode du trapéze;

e n = 2 correspond a la la méthode de Simpson;

e n =4 correspond a la la méthode de Boole-Villarceau (voir (16)).

On peut retrouver les coefficients de ces formules de quadrature, comme indiqué dans la
remarque 5 page suivante page 8.

On peut montrer (voir chapitre 2 de [CM89]) que toute méthode de Newton-Cotes fermée a
n + 1 (avec n non nul) points de support est d’ordre n si n est impair et d’ordre n + 1 si n est
pair. Cela généralise les propriétés vue en cours (voir remarque 3.20 de [BMO03]) : la méthode du
trapéze (n = 1) est d’ordre 1, celle de Simpson (n = 2) est d’ordre 3.
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valeurs de n | nom de la méthode | valeurs des poids W; ‘ ordre ‘

0 rectangle 1 0

1 trapéze 55 1

2 Simpson 3 3
1331

3 8888 3

4 Boole-Villarceau . 5
4T 9 9 34 9 9 4l

6 Wedle (ou Hardy) | g5 35 785 105 550 3 85 | ¢

TAB. 1 — Quelques valeurs des poids WZ et ordre des méthodes selon les valeurs de n.

On peut étre plus précis que la majoration (2) : comme pour les méthode déja vues en cours,
on peut montrer qu'une méthode de Newton-Cotes d’ordre m vérifie :

I existe a > 0 tel que, pour toute fonction f € C™ [a,b],
Ey(a,b, f) = ah™ 2 fmHD(€), ou € € [a,8]. (15)

Plus précisément, m = n si n est impair et m = n + 1 si n est pair. On pourra consulter pour
cela ’exercice 2.3 de [CM89].

3. On étudie maintenant la méthode :

b
/fmwzh@@ﬂ

- %(ﬁ(a) +32f (a—|— %) +12f (a+ g) +32f (a—l— %) +7f(b)>- (16)

Remarque 5. Pour retrouver la formule (16), qui est une méthode de Newton Cotes (avec n = 4,
voir remarque 4 page précédente), on peut utiliser la formule (38), ou mieux (39), qui est ramené
a un intervalle fixe [—1,1]. On testera la fonction matlab fournie poids_quadrature_uniforme
qui calcule les poids W; (voir (39)).

Puisque cette fonction utilise I'inverse de la matrice de Vandermonde, il faut se méfier de cette
fonction, & cause du grand conditionnement de la matrice de Vandermonde (cf. exercice 1.6 et
TP 1.F de [BM03]). On utilisera donc la fonction matlab poids_quadrature_uniforme pour des
petites valeurs de n ou alors en symbolique.

On pourra aussi retrouver les poids de la formule (16) grace au script autreetude.

On a indiqué dans le tableau 1 quelques valeurs des coefficients WZ : on retrouve les méthodes
du rectangle, du trapéze et de Simpson vues en cours, ainsi que la méthode de Villarceau (16).

On pourra constater, grace a la fonction poids_quadrature_uniforme, que pour n > 8, des
poids négatifs apparaissent, ce qui provoque des erreurs d’arrondis. En pratique, on utilise donc
ces formules pour n < 7. Pour plus de détails, voir [CM89].

Pour trouver 'ordre de ces méthode, on pourra consulter la fonction matlab ordre_methode_

elementaire, grice & laquelle on trouve les ordres indiqués dans la derniére colonne du tableau 1.
On retrouve aussi le fait que la méthode (16) est d’ordre 5.
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Dans ce tableau, on retrouve aussi de facon empirique le résultat annoncé en remarque 4

page 7 (voir (15)).

(a) La méthode (16) est bien une méthode du type (1) avec n =4, z; = a + ih/4 et

7 16 2 16 7
Wo=—h, Wi=>"-h, Wo=-—h W3=-—"nh, Wy=_—h. 17
0 90 ) 1 45 ) 2 15 ) 3 45 3 4 90 ( )

(b) Soit p un polynome de degré au plus 5. Par définition, l’erreur est égale a

1

Ei(~1,1,p) = / plo)ds ~ L(-1,1,p). (15)

Puisque, a =1 et b = —1, il vient

Ii(-1,1,p) = 92—0 (7p(—1) +32p (—%) +12p (0) + 32p (%) + 7p(1)>

-2 (12p O + 761+ p(a) 432 (p (-3 ) +» (3))) (19)

Dans ’expression (19), on remarque, par symeétrie, que si p est impair, I;(—1,1,p) est nulle.
De méme, si p est impair, f_ll p(x)dz est nulle. Ainsi, par linéarité, dans (18), ne subistent
que les termes de degré pair (0, 2 et 4), pour lesquels on vérifie que l’erreur correspondante
est nulle : par exemple, si p(z) =1

1
2
E4(-1,1,p) = / p(z)dz — I4(—1,1,p) =2 — %(12 +2x7+2x32)=0.
-1

On vérifie de méme que

Ey(-1,1,z — 2%) =0,
et que

Ey(—1,1,z = z*) = 0.

Ainsi,

Pordre de la méthode (16) est donc égal a 5. ‘ (20)

(c) De I’équivalence entre (2) et (1) (avec m = 5), on déduit de (20), qu'’il existe o > 0 tel que,
pour toute fonction f € CY[a, b],

|Ba(a,b, /)] < ah” sup |1O(z)]. (21)
z€[a,b]

Remarque 6. Conformément a la remarque 4 page 7, on admet que pour la méthode (16)
(de Newton Cotes correspondant & n = 4), on a selon (15) : il existe a > 0 tel que, pour
toute fonction f € C®[a,b),

Ey(a,b, f) = ah” fO(€), ou € € [a, b]. (22)
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10

(d) Comme dans le cours, on écrit que l'intégrale approchée correspondant a la méthode compo-
sée sur 'intervalle [A, B] associée a la méthode élémentaire (16) est la somme des intégrales
approchées élémentaires sur chacun des intervalles [z;, z;y1] :

B N—-1
/A f(@)dz = Y Li(wi, @iy, f)
i=0

N-1
= 2_% % <7f(-’Bi) +32f (ac + %) +12f (:1: + g) +32f (:c + %) + 7f(-'5i+1)>-

On regroupe

e le terme f(A) = f(xo) qui intervient une fois;

e le terme f(B) = f(zy) qui intervient une fois;

e les termes f(z;) qui intervient 2(N — 1) fois;

e chacun des termes f (z; + h/4), f (zi + h/2) et f (z; + 3h/4) qui interviennent N fois.
On a donc

B h N-1
[ f@ie~ o (7(f<A) +IB) + 143 )

+321§f(wi >+32Zf<x, )4—122]‘(3:1 —>) (23)

(e) L’erreur totale est majorée par la somme des erreurs locales, soit selon (21) :

N-1 N-1
Ex(A,B, ) £ 3 |Bs(oizisn, ) <ab™ Y sup |1O(a)]
i=0 i=0 TE€[TiTit1]
< Nah” sup ‘f(e ‘ = (B— A)ah® sup ‘f(ﬁ) ‘
T€[A,B] z€[A,B]
On a donc : il existe v > 0 tel que, pour toute fonction f € C%[a, b]
|Ex (A, B, f)| <915(B - 4) sup |fO(a)|. (24)
z€[A,B]

Remarque 7. En utilisant le résultat (22), on peut démontrer comme dans le cours (en uti-
lisant le lemme 3.25 de [BM03]), qu’il existe o > 0 tel que, pour toute fonction f € C%a, ],

EN(A,B,f) = ab®(B — A)fO(¢), ou ¢ € [A, B]. (25)

Remarque 8. On pourra consulter la fonction matlab fournie int_fcn_villarceau pour
calculer l'intégrale approchée définie par (23).

En utilisant le script matlab fourni demo_compar_methode_simpson_vil, on pourra retrou-
ver de facon empirique les estimations d’erreur en O(h*) et O(6*) par mesure d’une pente
pour les méthode de Simpson et de Villarceau. En procédant comme dans le TP 3.F de
[BMO3], on trouvera des graphes identiques & ceux des figures 3 page suivante et 4 page sui-

vante : par mesure des pentes des nuages (4 et 6), on retrouve donc les estimations d’erreur
en O(h*) et O(6).
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erreur d'intégration pour la fonction cos

-2 T T T T T T T

—— simpson
—  Villarceau

-10+

—12+

logarithme 10 de I'erreur d'intégration

16

18+

20 I I Loty ot I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

logarithme 10 du nombre de points d'intégration

F1G. 3 — : mesure graphique d’ordre de méthode d’intégration.

erreur d'intégration pour la fonction inIine(exp(—x)./(1+(cos(x)).2))
-2 T T T T T T T T

—— simpson
— - Villarceau

~10+

—12+

logarithme 10 de I'erreur d'intégration

16+

-18+

20 s s s L K s i s s
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
logarithme 10 du nombre de points d'intégration

Fi1G. 4 — : mesure graphique d’ordre de méthode d’intégration.

4. On étudie la méthode de quadrature :

/_lf(:z;)dsz:f —? 45 ? . (26)
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Comme pour la question 3b, il suffit de démontrer que ’erreur est nulle pour les polynémes
z— 1,z z, 2~ z? et x> z3. Par parité, l'erreur est nulle pour les polynoémes impair. Pour
p(z) = 1, Verreur vaut

El(_lalap) =2 - P <_§> - P (?) =

De méme, pour p(z) = z2, I'erreur vaut
2 V3 V3 2 1 1
FEi(-1,1 = - — 17 - Yo l=Z2_-__= —0.

l’ordre de la méthode de Gauss-Legendre & deux points est donc égal a 3. ‘ (27)

Ainsi,

D’apres I’équivalence entre (2) et (3) (pour m = 3), on a

I existe a > 0 tel que, pour toute fonction f € C*[a, b],

Bu(-1,1,0) <02 sup |fD@)]. (29)
z€[—1,1]

Remarque 9. La majoration (28) est cohérente avec le cours qui prévoit une erreur du type (avec
n=1):
22043 ((n 4 1)!)4

B _ ¢(2n+2)
B LD = ) s (et 2))

5 =221 ﬁ, avec ¢ € [—1,1].

Annexe A. Démonstration de la propriété (8) sous I'hypothése (9)

Montrons que (8) implique (9), en supposant de plus que la méthode (1) est au moins d’ordre n.
Puisque la méthode (1) est au moins d’ordre n, on sait que la matrice de Vandermonde est inversible
(si les z; sont deux a deux distincts) et que les coefficients W; sont donnés par

-1

[ Wo \ 1 1 1 ... 1 1 ( b—a
W b—a’
1 i) I 9 cee Tp—1 I 22 .
2 2 2 2 2 b3—a
Wo zj x] Ty ... Tp o T =%
=\| . . S . ; : (29)
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 b"—a"”
W1 otk z] 2k cee ZTpTy Ty o
n n n n n Tt —q”
\ Whn ) zy z7 x5 ... TN T —ar

(voir exercice 3.4 de [BMO03]).

Faisons un changement de variable pour se ramener & un intervalle de longueur fixe :

me[a,b]<:>y:2H—1€[—1,1]. (30)
Ce changement de variable s’inverse sous la forme
1
mzi(b—a)(y+1)+a. (31)
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Si f est une fonction définie sur [a,b], on considére donc la fonction g définie sur [—1, 1] par

o) = £ (30 -+ 1) +a).

/abf(:v)d:v ! 5 ¢ /llg(y)dy-

Ainsi, on a

On considére les réels (y;)o<;<p, de [—1,1] définis par

Vie{0,...,n}, vyi= 23;; —

— 1.

Puisque l'on fait I'hypothese (8), on a donc
Vie{0,...,n}, y;=271—1,
et ces réels ne dépendent pas de a, b et h. D’autre part, avec ces notations et (32), on a
n n
S Wif(z) = Wig(ys)-

Ainsi, selon (33) et (36), on constate que la formule (1) est exacte si et seulement si :

b 9 n
[ stz = 2 S Wigtw
@ i=0
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(37)

La fonction f est polynomiale de degré k si et seulement si g l'est. Ainsi, (1) est exacte pour un

polynéme de degré au plus m si et seulement si I’égalité (37) a lieu pour tous les polynomes de degré

au plus m. Ainsi, en raisonnant comme dans ’exercice 3.4 de [BM03], on montre, a partir de (37),

que la formule (1) est d’ordre m si et seulement si :

—1

[ Wo 1 1 1 ... 1 1Y\ [ 2

241 Yo Y1 Y2 -+ Yn—1  Yn (2)

W A - BT AR R - 5

. =35 . . . . . . : )

: 21 : : : : :

_ _ _ _ _ 1—-(=1)™
Wt T O BV —
\ W S R A
ot h = b— a. Si on considére les réels W; définis par

Wo 11 .1 1\ 2

El Yo Y1 Y2 - Yn-1 Un (2)

Wo | 1| w6 ¥ ¥ - Yaa Vn 3

- - 2 . . . . . E : b
e _ _ _ _ _ 1—(—-1)"
W1 A T AP i D

W, woour Y iy ) \=e

on constate qu’ils sont indépendants de a, b et h. On a donc bien la propriété (9).
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