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MÉTHODES CLASSIQUES D’INTÉGRATION NUMÉRIQUE

1. Objectifs

Dans ce TP, on programmera, dans un premier temps, quelques méthodes d’intégration classiques
(méthodes des rectangles, des milieux, des trapèzes et de Simpson) qui seront testées sur des fonctions
simples.

Dans un second temps, on comparera ces différentes méthodes en termes de temps de calcul, de
nombres d’opérations et de précision de calcul.

2. Mise en forme de méthodes d’intégration

Soient a, b deux réels tels que a < b, f une fonction de [a, b] dans R. On désire obtenir une
approximation de l’intégrale de f sur [a, b] par les méthodes classiques d’intégration (méthodes des
rectangles, des milieux, des trapèzes et de Simpson) en prenant n points d’intégration. On considère
le pas de discrétisation défini par h = (b− a)/n.

On rappelle l’usage de la fonction feval de matlab : Si fcn est une chaîne représentant une fonction
(built-in, déclarée dans un fichier .m, ou déclarée en inline) et si X est une matrice feval(fcn,X)

renvoie une matrice Y de même taille, dont chacune des composantes est égale à l’évaluation de la
fonction fcn sur chacune des composantes de X. Ainsi, grâce à cette fonction, il est possible de passer
le nom de la fonction comme paramètre de la fonction qui calcule une valeur approchée de l’intégrale.

Question 1

Écrire une fonction matlab (commentée, bien sûr) intfcn(c, n, a, b, fcn) qui calcule l’une des
quatre valeurs approchées de l’intégrale de f sur [a, b], correspondant aux quatre méthodes ; a et b

sont les bornes de l’intervalle d’intégration, n ∈ N
∗ est le nombre de sous-intervalles, c est un entier

appartenant à {1, 2, 3, 4} (suivant les quatre méthodes d’intégration) et fcn est une chaîne de caractère
représentant le nom de la fonction f (built-in, déclarée dans un fichier .m, ou déclarée en inline).

On s’interdira, dans les formules sommatoires, l’usage des boucles, remplacées avantageusement
par des calculs vectoriels.

Attention : si on veut intégrer numériquement une fonction f , il faut prendre soin de l’écrire en
matlab (en fichier *.m ou en ligne) de façon vectorielle (c’est-à-dire, elle admet un argument de type
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tableau). Cette condition est imposée par l’usage de la fonction feval. Par ailleurs, la fonction trapz
de matlab existe déjà et pourrait être utilisée pour la formule des trapèzes, mais on utilisera plutôt la
fonction sum, plus rapide d’emploi.

Question 2

Avec la fonction intfcn, calculer les différentes valeurs approchées des intégrales

J1 =

∫ 1

0
cos(x) dx, J2 =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx, J3 =

∫ 1

0
x3 + x dx (1)

et comparez les à leur valeur exacte (on pourra choisir n ∈ {10, 102, 103, 104, 105}). Quelle méthode
vous paraît être la plus performante ? Quel critère objectif vous permet il de justifier cela ? Que remar-
quez vous de particulier pour l’intégrale J3 ?

Question 3

De même, calculer les différentes erreurs commises pour l’intégrale

J4 =

∫ 1

0

√
x dx. (2)

Quel comportement présentent les différentes méthodes d’intégration par rapport aux calculs précé-
dents ? Pouvez-vous l’expliquer ?

3. Étude expérimentale de la précision de ces méthodes

Soient f , a et b fixés On cherche maintenant à déterminer la précision des quatre méthodes
étudiées. On considère, pour n ∈ N

∗, l’erreur méthodique commise par la i-ème méthode d’intégration
(i ∈ {1, 2, 3, 4}) avec n points d’intégration :

ε(n) =

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx− Ii(n)

∣∣∣∣ ,
où Ii(n) désigne l’une des quatre valeurs approchées. On dit que la méthode d’intégration numérique
est d’ordre α ∈ R

∗
+ si il existe une constante M telle que :

ε(n) ≈ M

nα
, (3)

pour les «grandes» valeurs de n.

Question 4

Sous l’hypothèse (3), quelle relation a-t-on entre log10(n) et log10
(
ε(n)

)
?

Ainsi, le nuage de points
{
log10(nk), log10

(
ε(nk)

)}
(obtenus de façon empiriques), où nk prend

un nombre fini de valeurs, est une droite et la mesure de sa pente permet de déterminer la valeur α.
Les valeurs entières de nk formeront une distribution logarithmique de l’intervalle [10nmin , 10nmax ]

où nmin < nmax sont deux entiers donnés (par exemple nmin = 0 et nmax = 5). On pourra utiliser la
fonction logspace(nmin, nmax, p) de matlab.
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Question 5

Écrire un programme matlab qui permette de tracer, pour a, b, f et une primitive de f donnés, le
nuage de points

{
log10(nk), log10

(
ε(nk)

)}
.

Question 6

Mesurez de façon graphique l’ordre de convergence des quatre méthodes d’intégration pour l’éva-
luation numériques des intégrales J1, J2 et J3 de (1). Ces valeurs corroborent elles les prévisions
théoriques ? Laquelle des quatre méthodes d’intégration est elle la plus précise ?

Question 7

Que constate-t-on sur l’ordre de convergence pour l’évaluation de l’intégrale J4 de (2) ? D’où cela
provient il ?

4. Étude expérimentale de la précision de ces méthodes pour des fonctions de primi-
tives inconnues – Partie facultative

On cherche de nouveau à étudier l’erreur méthodique de chacune des quatre méthodes d’intégra-
tion, mais en utilisant des fonctions de primitives non connues. Ainsi, la démarche de la section 3 n’est
plus valable. Cependant, si on note

ε̃(n) = |Ii(n)− Ii(2n)| ,

alors, sous l’hypothèse (3),

ε̃(n) ≈ 2M

nα
. (4)

Ainsi, cette estimation permet, de façon similaire à la section 3, d’obtenir une estimation empirique
de l’ordre de convergence α de la méthode d’intégration.

Question 8 – Facultatif

Mesurez de façon empirique l’ordre des quatre méthodes d’intégration sur les exemples suivants :

∫ 1

0
Atan(x)dx,

∫ 1

0

x2 + x

x4 + x2 + 1
dx.

Question 9 – Facultatif

Mesurez de façon empirique l’ordre des quatre méthodes d’intégration sur l’exemple suivant :

∫ 1

η
ln(x) dx, où η ∈]0, 1] et est «petit» devant 1.

On pourra prendre η ∈ {10−2, 10−7}. Que remarquez vous ?
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Question 10 – Facultatif

En fait, les primitives des fonctions ln et x �→ x2 + x

x4 + x2 + 1
sont connues. Pourriez vous les don-

ner ?

5. Étude expérimentale du nombre d’opérations élémentaires et du temps de calcul
de ces quatre méthodes – Partie facultative

Question 11 – Facultatif

Modifiez le programme de la section 3 pour tracer respectivement le logarithme en base 10 du
nombre d’opérations élémentaires et le temps de calcul de chacune des méthodes proposées. On tracera,
comme précédemment, les nuages {log10(nk), t(nk)} et

{
log10(nk), log10

(
N(nk)

)}
où N(n) et t(n)

désignent respectivement le nombre d’opérations élémentaires et le temps de calcul pour une méthode
d’intégration à n points. Que pouvez vous conclure de ces résultats ?

Question 12 – Facultatif

Quelles sont les complexités des quatre méthodes d’intégration à n points ?



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


